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VORREDE  ZUR  ERSTEN  AUFLAGE. 


JJie  Verzögerung  im  Erscheinen  des  vorliegenden  zweiten  Ban- 
des meines  Compendiums  d.  h.  A.  ist  nicht  etwa  aus  Nachläs- 
sigkeit entstanden,  sie  ist  vielmehr  eine  absichtliche.  Vor  drei 
Jahren  nämlich,  als  schon  ein  grosser  Theil  des  Manuscriptes 
vollendet  war,  trat  eine  Reorganisation  des  hiesigen  Polytech- 
nikums ein,  welche  mir  die  angenehme  Aussicht  eröffnete,  die 
meisten  der  hier  behandelten  Gegenstände  vortragen  zu  können; 
eingedenk  des  alten  Spruches  docendo  discitnus,  wollte  ich  diese 
Gelegenheit  zur  Probe  auf  die  praktische  Brauchbarkeit  meines 
Werkes  nicht  unbenutzt  vorübergehen  lassen  und  habe  in  der 
That  seit  jener  Zeit  die  Lehre  von  den  Functionen  complexer 
Variabelen,  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen und  einiges  Andere  mehrmals  im  dritten  Facheurs  unseres 
Institutes  vorgetragen.  Die  Folge  davon  war  eine  ziemlich  be- 
deutende Umarbeitung  des  ersten  Entwurfes,  von  der  ich  hoffe, 
dass  sie  den  Werth  des  Buches  vergrössert  haben  möge. 

Bei  dem  ausserordentlichen  Umfange,  den  namentlich  die 
vorgenannten  Theorieen  in  neuerer  Zeit  erlangt  haben,  ist  mir 
übrigens  das  Maasshalten  sehr  schwer  und  nur  dadurch  möglich 
geworden ,  dass  ich  mich  auf  das  beschränkte ,  was  bei  der  Lö- 
sung mechanischer  und  physikalischer  Probleme  hauptsächlich 
zur  Anwendung  kommt.  Neue  Darstellungen  und  neue  Resul- 
tate wird  man  an  mehreren  Stellen  finden,  ebenso  eine  reich- 
liche Angabe  der  einschlagenden  Literatur.    Die  Zahlenbeispiele 


VI  Vorrede. 

• 

tür  die  Berechnung  elliptischer  Integrale  und  Functionen  ver- 
danke ich  der  Güte  meines  Collegen  Herrn  Prot  0.  Fort,  des- 
sen Sicherheit  im  Zahlenrechnen  für  die  Richtigkeit  der  An- 
gaben bürgen  dürfte. 

Dresden,  im  September  1866. 

m 

O.  Sohlömiloh. 


VORREDE  ZUR  ZWEITEN  AUFLAGE. 


JJie  günstigen  Beurtheilungen,  welche  dem  vorliegenden  Werke 
zu  Theil  geworden  sind,  sowie  das  Erscheinen  einer  von  Herrn 
Dr.  Graindorge  in  Lüttich  veranstalteten  französischen  Ueber- 
setzung  der  Abschnitte  über  die  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen lassen  mich  vermuthen,  dass  ich  bei  der  Auswahl,  Be- 
grenzung und  Darstellung  der  gegebenen  Theorieen  ein  gewisses 
praktisches  Maass  richtig  getroffen  habe.  Es  lag  daher  keine 
Veranlassung  vor,  das  behandelte  Material  wesentlich  zu  ver- 
mehren, wohl  aber  sind  kleinere  Zusätze  und  Verbesserungen 
häufig  angebracht  worden.  Zugleich  benutze  ich  diese  Ge- 
legenheit, um  denjenigen  Herren,  welche  mich  mit  werthvollen 
Bemerkungen  über  die  erste  Auflage  erfreut  haben  (insbesondere 
Herrn  Dr.  Weber  für  seine  ausführliche  Besprechung  im  Jahrg. 
1867  der  Heidelberger  Jahrbücher)  meinen  besten  Dank  auszu- 
sprechen. 

Dresden,  im  August  1873. 

O.  Sohlömilch. 
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DIFFERENTIALQUOTIEffTEK 


Die  höheren  Differentialquotienten. 


Eine  ausführliche  Untersuchung  über  die  höheren  Differential- 
quotienten von  Functionen  einer  einzigen  Variabelen  hat  es  vorzugs- 
weis  mit  zwei  Fundamentalproblemen  zu  thun,  von  denen  das  eine 
die  Umkehrung  des  anderen  ist.  Setzt  man  nämlich  y  =  (p{x)  und 
bezeichnet  F(y)  =  F[(p(xJ\  kurz  mit/(#),  so  kann  man  entweder 
die  Aufgabe  stellen,  fln\x)  durch  F'(y),  F"(y),  F'"(y)  etc.  auszu- 
drücken, oder  man  kann  umgekehrt  verlangen,  dass  F^(t/)  durch 
f'(x)i  fn(x)>  /'"(#)  etc.  ausgedrückt  werde,  wobei  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  unter  allen  Umständen  auch  <p'{x),  <p,f(x),  <pn,{x)  etc.  in 
die  Rechnung  eingehen  müssen.     Zufolge  der  identischen  Gleichung 

f*\x)  =  JfJ{x)  =  JfxF\sf>(x)] 

ist  die  erste  Aufgabe  einerlei  mit  dem  Probleme  der  mehrmaligen 
Differentiation  einer  zusammengesetzten  Function,  von 
welchem  in  Thl.  I.  nur  wenige  specielle  Fälle  behandelt  worden  sind. 
Die  zweite  Aufgabe  kommt  auf  die  Vertauschung  der  unabhän- 
hängigen  Variabelen  hinaus;  denn  betrachtet  man  erst  y  als  unab- 
gige  Variabele  und  führt  nachher  eine  neue  Veränderliche  x  ein,  wel- 
che mit  y  durch  die  Gleichung  y  =  (p(%)  verbunden  ist,  so  entsteht 
die  Frage  nach   der   neuen  aus   dieser  Substitution  entspringenden 

Form  von  TfF(y)  =  F^iy).    Wegen 

TT  WM  —  *F®  —  ^frfrfl  _    <*"/(*) 

9  *W  —       dp      —     [d<p{x)]»  [d(p(x)]» 

kann  man  auch  sagen,  dass  es  sich  im  vorliegenden  Falle  darum  han- 
delt, eine  gegebene  Function  von  x  in  Beziehung  auf  eine  andere 
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Function  von  x,  letztere  als   unabhängige  Variabele   betrachtet, 
differenziren.     Für  beide  Hauptaufgaben  werden  wir  im  Folgend« 
die  Lösungen  geben  und  daran  einige  Anwendungen  knüpfen. 

I.    Die  Differentiation  der  zusammengesetzten 

Functionen. 

Durch  mehrmalige  Differentiation  der  beiden  Gleichungen 

1)  /(*)  =  F(jj),         V  =  <p(x) 
gelangt  man  ohne  Mühe  zu  den  Formeln 

/(«)  =  F'(p)<p'(x), 

f"(x)  =  F'(ij)  <p"(x)  +  F"{y)  <p'{x)\ 

/'"(*)  =  F(Jf)y(*)+  3F"(y)<p'(x)q>"(x)  +  F"'(y)q>'(xy, 

u.  s.  w. 

und  hieraus  schliesst  man  auf  folgendes  allgemeine  Bildungsgesetz 

2)  /*•)(*)  =  F'{y)Xl  +  F"(y)  X,  +  •  •  >  +  FM(jf)X„, 

worin  X\,  X2,  .  .  .  Xn  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  varial? 
Factoren  bezeichnen,  die  nur  von  der  Function  <p,  nicht  aber  von 
abhängen.     Ebendeswegen  kann  irgend  eine  passende  Specialis! 
von  F  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  X  dienen;  am  besten  ei 
sich  hierzu  die  Substitution  F(y)  =  yn,  welche  giebt 

D>B==n/"-1Z1  +  n(n--l)/"2X2+n(n--l)(n--2)2/n~3Z3+- 
Um  die  linker  Hand  angedeutete  Differentiation  auszuführen,  erb« 
nern  wir  an  den  Satz,  dass  überhaupt 

KW*  +  Q)  =  !$*(*  +  9)  mithin  Dll>(x)  =  [D$*(*  +  e)]^. 
ißt,  dass  also  im  vorliegenden  Falle 

Jfxyn  =  2>>(s)n  =ITQlq>(x  +  Q)T 

sein  muss,  wenn  nach  geschehener  Differentiation  Q  =  0  gesetzt  wird 
Bei  Gebrauch  des  Abkürzungszeichens 

3)  ®  =  <p(x  +  q)  —  <p(x) 

ist   weiter    9  (x  -f-  q)  =  (p  (x)  -f  @  =  y  -f  ©   mithin  nach    de» 
Vorigen 

Ki  =  \%<a  +  ®)fl}(o) 

und  unter  Anwendung  des  binomischen  Satzes 

w(w_1)(w_2)  

~        1.2.3       y      l^eCTJ(o)  T 
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Lus  der  Vergleichimg  der  beiden  auf  verschiedenen  Wegen  erhalte- 
ten  Werthe  von  lfxyn  folgt  nun 

letzt  man  zur  Abkürzung 

)  üt  =  [D°e0%  =  [jfQ  {<p(x  +  p)  -  <K*)}*]10), 

o  hat  man  statf  der  Gleichung  2)  die  folgende : 

Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  durch  Induction  aus  den  drei 
nfänglichen  Formeln  für /'(#),  /"(#),  /"'(#)  ableiten  und  nachher 
oittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  -\-  1  beweisen. 

Hinsichtlich  des  Werthes  von  Uk  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
r  in  entwickelterer  Form  dargestellt  werden  kann,  wenn  man 
<p(a?  +  q)  —  <p(x)]k  mittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  Reihe 
'erwandelt  und  bei  der  Differentiation  der  einzelnen  Reihenglieder 
on  dem  Satze  , 

Sebrauch  macht;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

5)  •)   ut  =  (k)0Dy  -  wjitf-1  +  wjirjf-* — 

Die  wichtigeren  speciellen  Fälle  der  Formeln  Ö)  und  6)  sind 
folgende : 

Differentiation  der  Functionen  von  Potenzen. 

&•    Für  y  =  <p(x)  =  —  hat  man  nach  Nro.  4) 

x 


'.-W-^WX-^w^+ti] 


(0) 


und  mittelst  der  bekannten  Regel  für  die  Differentiation  der  Pro« 
iucte 


*)  Unter  der  obigen  Form  ist  Z7*  zuerst  von  R.  Hoppe  in  dessen 
„Theorie  der  höheren  Differentialquotienten"  (Leipzig,  1845)  angegeben 
worden;  die  kürzere  Formel  4)  rührt  von  U.  Meyer  her,  der  sie  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  9,  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes 
abgeleitet  hat.    Die  obige  Eni  Wickelung  dürfte  jedenfalls  einfacher  sein. 
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Uk  =  tz*Z  (n)t  1 . 2 . 3 . . .  *  \pn~"  (x  +  fi-% 

X  *» 

Uk       (—  1)"(m  —  1)  (n  —  2) fe  .  (n)k 

1.2.3...%  an  +  * 

Ordnet  man  die  Glieder  in  umgekehrter  Folge,  indem  man  voi 
der  Formel  (n)n—k  =  (n)k  Gebrauch  macht,  so  gelangt  man  zu  d( 
Resultate 

7)  (-  ITKF(±-) 

xin       \xj  ^      x*»-1  \xj 

(„-1)(,-2)(w),      /1\    _ 

Hiernach  ist  z.  B.  für  F(y)  =  e°» 

a 

(—  l)nDnex 

b.    Die  Specialisirung  y  =  cp(x)  =  x2  liefert 

TT*-*  =  W'W -  1) (* -  *) •  •  •  (2* -  *  +  1) (2x)»-», 
mithin  ist  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden 

8)    DnF(J)  =  (2x)aF(tt)(x*)  +  n(nr1\2x)n-iFir-1)(x^ 

1 

n(n — l)(n  —  2)(n  —  3)/rt  N     ,  _,     _w  rtN 
.j i Ll_ — -_^Li ■/(2a;)n~4^n~2)(a?2) 


• .  •  i 


|e*< 


1.2 


+ 


n  (n  —  1)  ....  (n  —  5) 


(2x)n~«F(n-V(x*)  +  .... 


1.2.3 
So  hat  man  z.  B.  für  .F(y)  =  ea* 

9)  De      -(2ax)e     (l+1#4aÄ,+  i.2.(4a**)« 

,  n(w — l)...(w — 5) 
+   1.2.3.(4aa2)3   "* 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  .F(#)  =  (1  +  ay)"  \  « 
ergiebt  sich  dann 
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7»n  +  fl^n  —  yQf-^-fr-^+^gg)»!  »(n— 1)    l-fas2 

,         w(n  — l)(n—  2)(n  — 3)       /l  +  as2\ 
l-2.(p  — n  +  l)(p  — n+2)\    4as2  / 
Für  ft  =  n  +  §,  a  =  —  1  erhält  man  ßpecieller 


r«2\2 


=  (2n+l)(2»-l)...8.1  |r  (n+i)n(n^i)i^ 

»  +  1  M       'M  2.3  x* 

(n+l)n...(n— 3)/l  —  s2\2  _      1 
+  2.4.3.5        \    s*    /  j 

oder  auch,  wenn  n  =  w  —  1  gesetzt  wird, 


I)m-i(1_a.2)w    5 


_  (—  1)™-*  1.3.5. ..(2m—  1) 

m 


(injitf*-1  Vi  — «*— (mjaaf^^l— s2)' 


+  ^«»-«(V/*!— *sl)6-i- 


Mittelst  der  Substitution  sc  =  cosw,  wobei  u  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  bedeuten  möge,  ist  die  eingeklammerte  Reihe  leicht 
zu  summiren;  sie  verwandelt  sich  nämlich  in 

(m)iCOSm~1usinu  —  (m)sCOSm~3usin3u 

+  (m)bcosm~6usinb  m— ••• 
und  nach  Thl.  I,  S.  40,  Formel  15)  ist  ihre  Summe  =  sinmu  = 
sin(marccos%)  also 

i/tt*\7*m    i/i        ^m~5       (— l)m-11.3.5...(2m— 1)  .  , 

10)  *)Dm~1(l^x2)      a  =  - - -stn(marccosx). 

C.   Die  Specialisirung  y  =  <p(x)  =  M  liefert 
oder  f  ür  p  =  «?r,  dp  ~  xdtr 

Um  die- angedeutete  auf  r  bezügliche  Integration  auszuführen,  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

T  =  Vl  +  t—  1=T7 = 

.    .     .       .  V 1  +  r  +  1 


*)  Dieses  Resultat  verdankt  man  Jacobi;  s.  Cr  eile's  Journal  für 
Mathem.  Bd.  15,  S.  1. 
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und  bemerken,  d 
dT 

ass 
1 

2 

1 

— 

i 

»    • 

2 

1 

— 

i 
2r 

T 

dt 

Vi 

+ 

r 

r 

1 

—  T 

mithin 

§T  =  (t  —  T)T' 

ist.  Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1*~2  und  differenziren 
das  Product  (w  —  l)mal;  es  wird  dann 

=  tD»-1(T*-2T')  +  (n—  1)D»*-2(T*-2T/)  —  D»-^!7*-1!") 

und  für  r  =  0 

| [D--i T*-i](0)  =  («  —  1) [B— «(T*-»  2")]<»)  -  [D"-1  (2*" » T')](0) 

=  T=rj  f^-1  T*~,]«  ~  T [D"  T*1(0)- 

Da  in  dieser  Gleichung  nur  die  beiden  Differentialquotienten  IPT1 
und  D"-  1T*~1  vorkommen,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquo- 
tient durch  den  zweiten  ausdrucken,  nämlich 

C^2"]»  =  *%~-i7V-1r«-1](»). 

Durch  (Ä —  1)-  malige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

[D«  T*](0)  =  jfc(^-^-1)(2w-^-2)-(2w-2fc  +  V-^r](t) 

d.  i.  weil  der  letzte  Differentialquotient  unmittelbar  entwickelt  wer- 
den  kann 

.  (2»  —  &  —  1)  (2w— fc  —  2) . ..  (2»  —  2Ä  -f  1) 


2*-i 

(- 

1)»-*1.3.5.. 

.(2n  — 

2fc  — 

1) 

2»- 

-*+i 

Zufolge  dieses  Werthes  ist  weiter 

• 

* 

ut 

2V~£* 

l«^«o««.A7 

(2n- 

• 

-Ä— l)(2n- 

-fc— 2)...(2n 

— 2fc-fl).1.3 

.5...(2n 

—  2Ä 

-1) 

1.2. 3. ...(&  —  1) 

und  wenn  man,    behufß  umgekehrter  Anordnung  der   Summanden, 
k  =  n  —  h  setzt,  so  wird 
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ün-h 

1 . 2  . 3 . . .  (n  —  Ä) 
_      (— 1)»       (M  +  ft—  l)(n+ft  —  2)....(2ft+l).1.3.5...(2ft—  1) 

2n(Vr^)n  +  A#  1.2.3....(n  — Ä— 1) 

_      (—1)*       (n+h—l)(n  +  h—2)...(n+l)n(n—l)...(n  —  h) 

(2V7)n  +  A*  1.2.3....Ä 

Hiernach  ergieht  ßich  folgende  Formel 

1 1) *)        I?F{Vx)  =FlnW^  _  ^L^i)  **-»()fö 

n      v**KVx)     (2V7)»  i       (2V^)"+1 

(»  +  l)w(»-l)(w  —  2)  ■F^-'HV^') 
+  .1-2  (2V^)"  +  a 

Nimmt  man  beispielsweis  F(y)  =  (1  +«y)2n~1>  so  findet  man 

—  (2w— l)...n    (a(\  +  aV~x)\n~l j   _ »— 1  1-f  a/ä 


(«-!)(«- 2)  A+aV^V  \ 

1.2  V  2aV~i  )       "| 


Darin  ist  erstens 

(2m  —  1)(2m  —  2)...(m  +  l)n  _  1 .  2  .3  .4..  ..(2n -- 1) 
2"-1  —  2»-11.2.3...(w— 1) 

_  1.2.3.4...(2n— 1)  _ 
—  2.4.6.8...(2n-2)—  1-3-5----(2^-l). 

ferner  läset  sich  die  eingeklammerte  Reihe  mittelst  des  binomischen 
Satzes  summiren,  und  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 

i2)  ira + av^r-1 = 1-3-g-"(2w-1) jl  f *»-iY_1. 

d.  Will  man  den  allgemeinen  Fall  y  =  q)(x)  =  x*  betrachten, 
so  ist  es  am  zweckmässigsten,  die  Formel  6)  zu  benutzen  und  dabei 
die  Bezeichnung 


O]  =  P(ß  —  l)(p  — 2)...(p  — w  —  1) 
einzuführen;  man  erhält 

worin  Lt  durch  folgende  Formel  bestimmt  ist 

•)  Vom  Verfasser  zuerst  mitgetheilt  in   Grelle' 8  Journal,  Bd.  32, 
Seite  1. 
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n  n  n 


Lk  =  (*M*A]  -  (*)i [(*—!)*}  +  (k)2[(k-2)l]  - 

In  den  drei  speciellen  Fällen  X  =  —  1,  A  =  2,  Ä  =  §  lässt  sieb 
die  für  Lt  angegebene  endliche  Reihe  summiren ,  und  man  kommt 
dann  auf  die  unter  a,  b,  c  angegebenen  Formeln  zurück. 

Differentiation  der  Functionen  von  Exponentialgrössen. 

Für  y  —  <p(x)  =  e?  findet  man  nach  Nro.  5)  und  Nro.  6) 

13)  DJ  J?(0  =  ^f  F'(e*)  +  ^-F"^)  + , 

worin  die  Coefficienten  J5?i,  JE72,  etc.  durch  folgende  Formel  bestimmt 
sind 

14)  Ek  =  (k)0kn  —  (ä)i(ä  —  1)»  +  (k)i(k—2)n  — 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme 


•  •  •  •  • 


1     +    *«' 

woraus  nach  Formel  14)  auf  Seite  273,  Thl.  I,  folgt 

sin  Uk  +  1)  aretan  — 
FW(3,)  =  (-l)*1.2.3...ft— t y\ 

es  ergiebt  sich  dann 

1  sin(2ardanerx) 

is)        ^y^tT'^"         V(i+^)8 

2  sin(3arcfane~ar) 

+  ^e  V(l  +  e2x)3 

r1    oxstn(4arcfome— *) 
Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  der  specielle  Fall 

behandeln,  wenn  man  die  Formel  15)  auf  S.  273,  Thl.  i;  zu  Hülfe 

nimmt;  man  erhält 

e*  cos(2(trc<ane~:r) 

16)  ^j  +  e*.  =  ~~  A         V(l+e2*)2 

_i_  F   3  ^  cos  (3  aretan  e~  *) 
+  ^e        y(i+ea*)s 

,,  rcos  (4  ardaner*) 

—  ***     V(l  +  e**y      ' 
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Diese  Formeln  führen  u.  A.  zur  independenten  Bestimmung  der 
Tangenten-  und  Secantencoefficienten.  Nach  Formel  11)  auf  S.  277, 
ThL  I,  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Nro.  32)  in  §.  50 

ex  —  e~x        xl  r3  r5 

e*  +  er-*         1  1.2.3       ^  1.2... 5 

oder 

e2x  +  1         1  1.2.3      ^  1.2.. .5 

mithin,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

und  da  man  die  linke  Seite  nach  Formel  15)  entwickeln  kann,  so 
erhält  man  rn,  nämlich 


17)       TB=(-lf"     V 


Mittelst  desselben  Verfahrens  erhält  man  die  Secantencoefficien- 
ten.    Nach  Formel  13)  Seite  277,  ThL  I,  ist  zunächst 

2         =2.      <* 


^  _j_  er-x         e2x  _j_  i 

1.2'     ^  1.2.3.4  1.2.. .6        V 

mithin  für  gerade  n 

d.  i.  unter  Anwendung  von  Nro.  16) 

18)       rn  =  (-lj°"2{El^-E2^  +  ....}. 

Durch  die  Formeln  13)  und  14)  erledigt  sich  zugleich  die  Diffe- 
rentiation beliebiger  Functionen  von  sinx,  cosx,  tanx,  etc.  Macht 
man  nämlich  Gebrauch  von  den  Relationen 

eiX     +     0-iX  eiX    _    gr-t*  ._ 

cosx  = ,       stnx  =  - — — -,  etc.     ■  \t  =  V  —  1), 

so  bleibt  immer  nur  eine  Function  ,< von  eix  übrig,  die  sich  nach  den 
vorigen  Formeln  differenziren  lässt,  wenn  man  ix  für  x,  mithin  idx 
iür  dx  setzt. 
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\ 

i 
i 

Differentiation  von  Functionen  des  Logarithmus. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  bisher  zur  Bestimmung  von  U*  be- 
dient haben,  passt  nicht  auf  den  Fall  y  =  (p(x)  =  Ix,  weil  der  n-te 
Differentialquotient  von  y*  =  (lx)k  nicht  unmittelbar  bekannt  ist. 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein. 

Differenzirt  man  F(lx)  mehrmals  nach  einander,  so  bemerkt  man 
leicht  folgendes  Bildungsgesetz 

19)  DlFQx)=^lcQFW(lx)—  CiF<»-1Hlx)+  C2F<«-V(lx)—  -j, 

worin  Co ,  G\ ,  C2 ,  etc.  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Coefficien- 
ten  bedeuten,  die  übrigens  unabhängig  von  x  sind.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung dient  die  specielle  Annahme  F(y)  =  e~*y,  bei  welcher 
alle  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  werden,  nämlich 

DnF(lx)  =  D»ar-*  =  (—  l)»A(A  +  l)(A  +  2)...(A  +  w—  l)ar-*-»f 

FWQx)  =  (—  l)*i*»-* 

Die  übrig  bleibende  Gleichung 

20)  A(^  +  l)(A  +  2)(A-f  3)....(A  +  n— 1) 

=  C0k«  +  dA»-i  +  C2X»-*  H +  ft-xA 

giebt  zu  erkennen,  dass  man  die  Coefficienten  C0  >  Ci  >  e*c»  durch  Aus- 
führung der  angedeuteten  Multiplication  in  combinatorischer  Form 
erhalten  kann;  es  findet  sich 

C0  =  1,     d  =  1  +  2  +  3  H +  (w— 1), 

+  2.3  +  2.4  +  ---  +  2.(n  —  1) 
-f  3  .  4  H -f  3  .  (n— 1) 


+  (n-2)(n-l)f 

U.  8.  W. 

überhaupt  ist  Ci  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  (n —  1),  (72 
die  Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen)  wenn  jede  solche  Ambe  als  Product  angesehen 
wird,  Gz  ißt  die  auf  gleiche  Weise  gebildete  Summe  der  Temen 
u.  s.  w.     Nennt  man,  wie  üblich,  den  Ausdruck 

A(A-fl)(A  +  2)....(A  +  w—  1) 
eine  Facultät  w-ten  Grades,  so  sind  Cj,  C2,  etc.  die  sogenannten 
Facultätencoefficienten,  welche  zum  Exponenten n  gehören.  Wo 
die  Angabe  des  Grades  nöthig  ißt,  pflegt  man 
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n 


Ci,         C-2i         C31  •  •  •  •    Gn— 1 

statt  Ci,  Q»  .  .  .  On_r  zu  schreiben. 

Als  Beispiel  zu  Formel  19)  diene  die  Annahme  F(y)  =  yP,  wo 
j>  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Summanden  ergiebt  sich 

21)  ^  D*Qx)* 

Ist  n  <  jp,  so  kommen  in  der  Parenthese  w  Glieder  vor;  im 
Falle  n  ^  jp  verschwinden  diejenigen  Glieder,  bei  denen  die  Anzahl 
der  gemachten  Differentiationen  mehr  als  p  beträgt,  so  dass  übrig  bleibt 

Dn(Jx)P 

=  (~%n~1{Cn-iP(lx)*--1--  C»-2l>(l>-l)(^p--2  +  "- 

+  (-l)*  +  1CUJ,i>(i>--  l)(p-2)  ...2.l). 

Daraus  folgt  z.  B.  für  x  =  1,  wenn  (J#)p  kurz  mit /(sc)  bezeichnet 
wird 

22)  /<*>(1)  =  (—  l)»  +  PCtt_p1.2.3...p. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.  Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung 

ja +#>  =  j#  - §**  +  §*»  -}#♦  +  ••-. 
- 1  <*<  + 1, 

auf  die  p-te  Potenz,  so  erhält  man 'ein  Resultat  von  der  Form 

P(l  +  s)]* 
=  Apzp  +  -Ap  +  xsP*1  +  ^,+2*P+a  4. 

und  zufolge  des  Taylor'schen  Satzes  müssen  hier,  wenn  f(x)  =  Qx)*, 
x  —  1,  h  =  z  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen  stattfinden 

^  — T^TTF'   ^+1  —  i.2...(p+i)'  u-s,w- 

Mittelst  der  Formel  22)  erhält  man  jetzt 

P+i  P+a 

23)  p(l  +  *)]>  =  4«>  -  j^*"'  +  (y  +  1)%  +  2)^— 

—  1  <  *  <  +  1- 
Hieran  werden  wir  später  die  independente  Bestimmung   der  Fäcul< 
tätencoefficienten  knüpfen. 
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Differentiation  der  Potenzen  von  Functionen. 

Die  bisherigen  Fälle  hatten  das  Gemeinsame,  dass  die  Function 
y  =  cp(x)  specialisirt  wurde  und  F(y)  willkührlich  blieb;  das  Gegen- 
stück hierzu  bilden  die  Fälle,  wo  F(y)  specialisirt  und  y  allgemein 
gelassen  wird.     Als  ersten  derartigen  Fall  betrachten  wir 

F(y)  =  yP 

und  setzen  dabei  p  als  ganz  beliebige  Zahl  voraus.  Die  Formeln 
5)  und  6)  geben  dann 

Bny  =  o»)i  Di**-1  +  (p),  u,p'-%  +  •  •  •  +  (p\uy-\ 

Uk  =  (fc)0  F*  -  (*)x  F*_ijr  +  (k).t  F4_,y»  H +  (*),_,  F,y*-», 

wobei  die  Abkürzungen 

k  =  Bxy  ,     F,_,  =  D^y        u.  s.  w. 

benutzt  worden  sind.  Substituirt  man  die  aus  der  zweiten  Gleichung 
genommenen  Werthe  von  £7i,  t72,  .  .  .  ü»  in  die  erste  Gleichung,  so 
kann  man  letztere  leicht  nach  Potenzen  von  y  ordnen  und  das  Resul- 
tat auf  folgende  Form  bringen 

24)  iry  =  Arry-1  +  a,v,*'-'  +  •  •  •  +  Anvy-\ 

worin  irgend  einer  der  Coefficienten  A\%  A^,  .  .  .  An  ist 

Ak  =  (*)o(f0*  —  (*  +  1)i0p)*  +  i  +  (*  +  2)j(p)*  +  2 ±(n)«-*(p)«. 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Formeln 

(*)0  =  1,    (&  +  1)l=?LLl,     (*  +  2>»-(*  +  f.(2+1).---- 

(*)*+*  =  i+T^'    ^>*+a  =     (*+i)(*  +  2)    (i,)*-- 

und  erhalten 

4Ä  =  (p^jl  —  (jp  —  &)i  +  (l>  — fc)2 +  (#  —  &)„_*}. 

Hier  lässt  sich  die  in  der  Parenthese  stehende  Reihe  summiren,  wenn 
man  die  bekannte  Formel*) 

(«)m(«0  +  («)m-l(^)l  +  («)m-2(^)2    +  —  +   («)o  (ß)m  =  («  +  /fy* 

für  a  =  —  1 ,  /3  ==  j>  —  Ä,  w  =  n  —  &  benutzt ;  es  folgt 
Ak  =  (—  l)n-*(i>)*(jP  —  fc  —  l)n_*  =  (jp)k(n  — i>)»-* 


*)  Man  erhält  sie  u.  A.  dadurch,  dass  man  einerseits  die  Reihen  für 
(1  -\-  z)<*  und  (1  -f-  *)ß  m^  einander  multiplicirt ,  andererseits  die  gleich- 
geltende Reihe  für  (l-^-z)a  +  ß  direct  entwickelt  und  schliesslich  die 
Coefficienten  von  z**  vergleicht 
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oder  auch,  wenn  (n — i>)n— *  durch  (n — p)n  ausgedrückt  wird, 

4t  =*■(»— *)»        J_vfe    • 

Zufolge  der  Werthe  von  Ai,  A2,  etc.  und  V\,  F2,  etc.  hat  man  end- 
lich nach  Nro.  24) 

25)  i)y=1,(w_i,)ii{--^I/-^>  +  -^/-^y_...} 

und  es  liegt  hierin  der  hemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Differentiation 
jeder  beliebigen  Potenz  einer  Function  auf  die  Differentiation  der 
ganzen  positiven  Potenzen  derselben  Function  zurückkommt. 

Als  Anwendung  der  Formel  25)  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  die 
in  Nro.  23)  gegebene  Reihenentwickelung,  welche  dort  nur  für  ganze 
positive  p  bewiesen  wurde,  auf  beliebige  p  ausdehnen  lässt.  Setzt 
man  nämlich 

1(1 +s) 

X 

und  bezeichnet  mit  ~k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  nach  Nro.  23) 
*  ß.  C 

mithin,  wenn  w-mal  differenzirt  und  dann  x  =  0  gesetzt  wird, 

ri)%*l      —  /_  iy 1  .  2  .  3  . . .  n  n+* 

l/VJo»  —  l      V  (fc  +  l)(fc  +  2)...(fc  +  rc)    n 

Aus  der  Formel  25)  folgt  nun  für  x  =  0,  also  y  =  1,  und  unter 
Benutzung  der  vorstehenden  Formel 


V— ^  i»pi 


1  .  2  .  3  .  .  .  n  L ■    **  J<°> 


#  — 1   2...(n+l)      jp—  2  3...(w  +  2) 

n-fl  n+2 


(— l)»l>(n-jp) .(  (n)i         On  (n)2         O, 1 

—        1.2..  .n       1    .(w  +  l)ii>  —  1        (n  +  2)2jp  —  2  f 

Damit  ist  der  Coefficient  bestimmt,  welchen  xn  erhält,  sobald  y*  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt  wird.  Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Zeichens 

n+l  n  +  2 


26)   *„=*•<— A 


1 .2...W 


(n)t  C»      .       (n)2         Cn 

T* 


(w  +  l),i>-l    '   (n  +  2),*  — 2 


hat  man  also  folgende  Reihenentwickelung 


•     •     •     •      t 
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27)    •  P(1  j"g)T=  1  —  Pi*  +  P2a?2  —  Ps*8  + 

welche  gleichfalls  an  die  Bedingung  —  1  <  x  <  -f-  1  gebunden  ist 

Differentiation  der  Logarithmen  von  Functionen. 
Ertheilt  man  der  Gleichung  25)  die  Form 


,«^-1 


Ml    -J>-1t^.    I       M*     ..P-a-r,n    • 


i>;^=(*-i>)B(-^/-^>+^/-^y--.... 

und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  p  über,  so  erhält  man 


28)       Ifly  =  ^Ify  -  -^V  +  #  -  -8 


ly     **         2y2     **     '     3#3 

Die  Differentiation  des  Logarithmus  einer  Function  reducirt  sich 
demnach  auf  die  Differentiation  der  successiven  ganzen  positiven  Po- 
tenzen derselben  Function. 

Mittelst  der  Formel  28)  sind  z.  B.  die  höheren  Differentialquo- 
tienten von  leosx  und  Isinx  leicht  zu  entwickeln;  man  würde  näm- 
lich die  Potenzon  von  cosx  und  sinx  nach  den  auf  Seite  261  des 
ersten  Theils  angegebenen  Formeln  in  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel- 
fachen von  x  umsetzen  und  dann  die  auf  der  rechten  Seite  angedeu- 
teten Differentiationen  ausführen  *). 


n.    Die  Vertausohung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Aus  den  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  For- 
meln sind  JF'(#),  .F"(y),  Fm{y)  etc.  der  Reihe  nach  leicht  herzu- 
leiten, nämlich 

■F"(n)      1»WW -?»/(«) 

<pf(x)3 

F"'(y) 
y'(*)»/»' (*)  -3  <p\x)  y"(s)/"(s)  +  [3  y'W-Vfr)  <p"\x)}f\*\ 

(p'(xy 

U.  8.   W. 


*)  Die  mitgetheilten  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  5)  und 
6)  sind  meistens  von  R.  Hoppe  in  dessen  schon  genannter  Schrift  ent- 
wickelt worden,  zum  Theil  auf  weniger  einfache  Weise. 
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wie  man  auch  durch  successive  Differentiationen  und  Divisionen  mit 
<pf(x)  finden  kann.  Um  allgemein  JF(n)(y)  zu  entwickeln,  nehmen  wir 
die  Gleichung  5)  für  die  Werthe  n=l,2,  3,  ...  n  in  Anspruch 
und  eliminiren  aus  den  erhaltenen  n  Gleichungen  die  n  —  1  Func- 
tionen F'(y),  F"(y),  .  .  .  F<—Q(y).  Dies  hat  auf  dem  folgenden 
Wege  keine  Schwierigkeit. 

Vermöge  der   Bedeutung   von   Uk  sind  die    erwähnten  n  Glei- 
chungen : 

D3®  7)3®2  D303 

und  darin  beziehen  sich  die  mit  D  angedeuteten  Differentiationen  auf 
die  Variabele  p,  die  nach  Ausführung  jener  Differentiationen  =  0 
zu  nehmen  ist.     Wir  setzen  nun  abkürzend 

29)  S>  =  Q  =  -5- 

multipliciren  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 
(n—  l)o[D— x»»]oo,  (n-l)i[D— »»•](»,    (n-DiCB«-»»»]^,... 

worin  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  gleichfalls  auf  (>  bezie- 
hen, und  addiren  die  Producte.  Die  entstehende  Summe  lasst  sich 
in  folgender  Form  darstellen 

30)  (n-  1MD—I&h>f(*)  +  (n-lMD"-2®']«»/"^)  +  •••• 

+  (»-l^-iCa-^/Wt«) 


•  •  .  • 


und  zwar  ist  hier 

aM  =  (n—  1)„- 1  [Sln]  [D*  0*]  +  (n  —  l)„_2[I>ßn]  [D"-1  ®*] 

#  +  (tt-l)„_3[2)2ßB][I>n-2®*]  + 

oder 

a*  =  (n  -  l)o[ßn]  [D*®*]  +  (n  —  1)!  [Dßn]  [D*-1 0*] 

+  (n—  l)2[D2^][D»-20*]  H , 

wobei  am  Ende  q  =  0  zu  nehmen  ist.     Man  bemerkt  nun  äugen* 

Sehlömilch,  Analyais.  IL  2 
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blicklich,  dass  sich  der  für  ak  gefundene  Ausdruck  sehr  zusammen- 
ziehen läset,  nämlich  in 

ak  =  [D"-*(Sfr .  D®*)]«))  =  Ä[D»-1(^n®*""1®0](o)i 
woraus  wegen  SIS  =  q  wird 

ak  =  Ä[D»-1(p*-1^-*+10,)](o). 
Wendet  man  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producte  an,  indem 
man  p*""1  als  den  einen,  Sln" *+*&  als  den  anderen  Factor  betrach- 
tet, so  erhält  man  weiter 

ak  =  k  .  (n  —  1)*-.! .  1 . 2 . 3 . . .  (fc  —  1) [D»-*(Ä»-*+?  &)]& 
oder  für  Je  =  n  —  h 

31)        l.«.8*Tfr-»  =  (—  l^i[B»(»  +  1-«T- 
Nun  ist  zufolge  der  Bedeutungen  von  0  und  & 


oder,  weil  sich  rechter  Hand  der  erste  Summand  gegen  den  letzten  hebt, 

Dh(£lh  +  l®f)  =  —  ßDÄ(£Ä-1.a')  = J2-2P  +  1«*, 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  31) 

Da  im  Allgemeinen  [-Dp +1  *&*](<))  e*ne  bestimmte  endliche  Function 
von  x  bildet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Glei- 
chung in  Folge  des  Factors  p  =  0,  vorausgesetzt,  dass  h  nicht =0 
ist;  man  hat  daher 

an_Ä  =  0 ,    wenn  h  >  0. 
Im  Falle  h  =  0  dagegen  erhält  man  unmittelbar  aus  Nro.  31) 

iprr^ = &*>»  ={,(.+,)- ,(,/<« + 4o>  =  '• 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  30)  reducirt  sich  jetzt  auf  JF(n>(y), 
und  so  ist  nun 

32)jr(-)(j,)=(w_i)o[D--lÄ"](0)/'(a;)+(n-l)1[D;-2ß»J(0)/''(it) 

+  (»-l),K"a«,]«/"(*)+-- 
Man  kann  diese  Formel,  welche  die  vollständige  Lösung  des  ge- 
stellten Problems  enthält,  auf  doppelte  Weise  umgestalten,  je  nach- 
dem eine  Zusammenziehung  oder  eine  weitere  Entwickelung  dersel- 
ben wünschenswertn  ist. 


1(0) 
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Für  den  ersten  Zweck  dient  die  Bemerkung,  dass 

/»(*)  =  [bJ/(. + ^  =  [tf-y  (.  +  p)](0) 

gesetzt  werden  darf;  es  folgt  dann  aus  Nro.  32) 

^">(J,)  =  [D»-1{ßY(a!  +  (,)}](0) 

und  ohne  Abkürzungen,  wenn  F[<p(x)]  =/(#)  ist, 

ss)  M-wm  _  fc-{(y(, + ;  _  ,  JV» + .))1 

oder,  wenn  oJ  +  9  =  I  gesetzt  wird, 

3«  ,-[,„, = [q-|(  y(e*  z  ;w  )>«)}]«.„■ 

Um  ferner  die  Gleichung  32)  weiter  zu  entwickeln,  schreiben  wir 
35)    ,  JFMfr)  =  P,/«(*)  +  (w-  1XP,'/*- »(*) 

+  («-l)2-P!i/(— a>(*)  + 

und  bemerken,  dass  der  Ausdruck 

•       ,. =  Kn, = [<|)1  ■  •  ; 

mittelst  der  Formel  25)  umgestaltet  werden  kann,  wenn  die  in  letz- 
terer vorkommenden  Grössen  x%  y,  n,  p  der  Reihe  nach  durch  p, 

® 

— ,  Ä,  —  n  ersetzt  werden.     Hiernach  erhalten  wir  zunächst 

'  ^(f)-=-^+»..{5T(!)-vf(?) 

und  f  iir  p  =  0 

(3i [W£Y|  +....1. 

Die  Differentialquotienten  rechter  Hand  gestatten  noch  eine  Trans« 
formation;  wemTnämlioh  die  identische  Gleichung 

worin  Ä  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  (k  -{-/&) -mal  diffe- 
renzirt  und  nachher  p  =  0  genommen  wird$  so  findet  sich 

mithin  .  ' 


L    <?WJ(o)  —  (*+!)» +  2)... 


J(Q) 

4-l)(fc-f  2),...(fc  +  Ä)' 

2* 
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Zur  Abkürzung  sei  endlich 

aa\  o    —  l •     P  -l(0) 

°   '  VÄ  —  (Ä+l)(fc-|- 2).. .(*  +  /')' 

die  für  P*  angegebene  Formel  lässt  sich  dann  in  folgender  Weise 
darstellen 

(*)i       Gi  (*)t      Qt 


37)*)     ft-.ät+!ll 


+ 


In  +  1  •  *  +  2  y* 
Wie  man  aus  den  Formeln  4)  und  5)  verglichen  mit  Nro.  35),  36) 
und  37)  ersieht,  haben  die  beiden  in  der  Einleitung  erwähnten  Fun- 
damentalprobleme mit  einander  die  Eigenthümlichkeit  gemein,  dass 
ihre  Lösungen  zuletzt  auf  die  mehrfachen  Differentiationen  der  Po- 
tenzen von  S  zurückkommen. 

Ein  bemerkenswerthes  Beispiel   zu   Formel  34)   bietet  die  An- 
nahme q)(x)  =  — ;  man  erhält 


x 


'"(t) 


=  OT  {(-  «evrefl,^ 
=  (-D-a;-[i)pi{r/'(i)}](5_,), 


d.  i. 


fM(t)  =  (~ 1)V  •  I)*~l  ^n^ ' 

oder  auch,  wie  sich  u.  A.  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite 
angedeuteten  Differentiationen  zeigt, 

jpw(-j)  =  (-  iyv+1.D>,'-7(*)}. 

Bezeichnet  man  Fy  —  \  —  f(x)  kurz  mit  #,  so  kann  man  dieses  Re- 
sultat in  folgender  Form  darstellen 
88)..)  *L=  |-l^..*ö. 


(4)' 


da!* 


*)  Das  Problem  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen  ist 
in  allgemeiner  Auffassung  zuerst  vom  Verfasser  durch  die  Formeln  32) 
bis  37)  gelöst  worden ;  siehe  die  Sitzungsberichte  der  Königl.  sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Jahrg.  1857;  oder  Zeitschrift 
für  Mathematik  u.  Physik,  Thl.  III,  S.  65.  Wie  man  mit  Hülfe  der 
Determinantentheorie  zu  denselben  Formeln  gelangen  kann,  zeigte 
E.  Hess  in  der  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.,  Thl.  XVII,  S.  1. 

**)  Auf  anderem  Wege  ist  S.  Spitzer  zu  derselben  Formel  gelangt 
und  hat  sie  zur  Reduction  gewisser  Differentialgleichungen  benutzt;  s. 
dessen  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen (Wien  1860),  pag.  65,  Nro.  13J). 
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Die  Differentiation  unentwickelter   Functionen. 

Wenn  zwischen  den  Variabelen  x  und  y  die  Gleichung 

-   39)  x  =  <p(y) 

stattfindet,  so  folgt  daraus  ein  Resultat  von  der  Form 

y  =  il>(x), 

und  irgend  eine  Function  von  yy  etwa/(#),  ist  dann  auch  eine  Func- 
tion von  #,  was  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt  werden  möge.  Nach  dem  Vorigen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit,  die  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  von 
f(y)  =  F(x)  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  herzuleiten; 
es  ist  nämlich 

fto  =  f(x)  =  Ftovn, 

äx*    ~~    dx»     ~  [<*9>(y)]"   —  *    lvws' 
i    Man  erhält  folglich  den  gesachten  Differentialquotienten,  wenn  man 
in  Formel  33)  y  an  die  Stelle  von  x  treten  lägst,  also 

«»  *& = v{Ut.?r,«)>» + 4„ 

«j  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  häufig  vorkom- 

menden Falle  f(y)  =  y,  d.  h.  da,  wo  es  sich  um  die  Differentialquo- 
tienten der  in versen  Function  y  =  ip(x)  handelt;  es  ist  dann 

4i)      *L  =  Jr-*l( s VI  . 

dx?  9     \\<p(y  +Q)  —  <p(s)J  J(o) 

Selbstverständlich  kann  man  die  auf  den  rechten  Seiten  von  Nro.  40) 
and  41)  stehenden  Ausdrücke  ebenso  wie  vorhin  weiter  entwickeln, 
f    wenn  man  y  statt  des  früheren  x  schreibt. 

i 

Transformation  der  Potenzenreihe  von  Mac  Laurin. 


R* 


Li 

—  r 

rtr 


Wir  gehen  von  der  bekannten  Gleichung  aus 


•  .  •  • 


h    worin 

i  A0  =  F (0),      Äj  =  F'(0),      At  =  F"(0) 
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ist,  und  das  Ergänzungsglied  JBn  +  1  unter  der,  auf  Seite  434   des 
ersten  Theiles  angegebenen  Form 

B»+i  =  — L-^  Z(y-«)«J'(»  +  «(«)d« 

0 

dargestellt  werden  kann.     Mittelst  der  Substitutionen 

*  =  ¥>(*),      F(3ß)  =  F[<P  (*)]  =  /(*) 
erhalten  wir  zunächst 

/(*)  =  A*  +  ^- <p(x)  +  y^vW  +  -ifo-^*)8  +  '  *  * 

•••  +  i  9  «T  «?(*)"  +  -R»+»« 

und,  wie  unmittelbar  erhellt,  liegt  hierin  die  Entwickelung  einer 
Function  f{x)  nach  Potenzen  irgend  einer  anderen  Function  9>(^, 
Zur  vollständigen  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  es  aber  nothwendig, 
sowohl  die  Coefficienten  A0,  A{,  A2  etc.  als  den  Rest  Jß*  +  i  durch 
f(x)  und  (p(x)  allein  auszudrücken;  dies  kann  auf  folgende  Weite 
geschehen. 

Bezeichnet  a  einen  Werth  von  der  Beschaffenheit,  dass  <p  (a)  =  0 
ist,  d.  h.  bezeichnet  a  irgend  eine  reelle  oder  complexe  Wurzel  der 
Gleichung  <p(x)  =  0,  so  hat  man  f ur  x  =  a 

'      f(a)  =  F[<p(a)]  =  F(0)  =  A0 
oder  umgekehrt  A0  =  /(a).     Aus  der  allgemeinen  Formel 

ergiebt  sich  ferner  f ur  x  =  a 


oder 


-•=*i(wM,..,- 


Was  endlich  den  feest  22«  + 1  anbetrifft,  so  ist  zunächst 

(fix) 

*»+*  =  1.2!..»  JtoV>-****t+v<t>)d* 

0 

und  daraus  wird  durch  Substitution  von  u  =  <p(*),  wo  t  eine  neue 
Variabele  bezeichnet, 
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doch  ist  zu  bemerken ,  dass  den  früheren  Grenzen  u  =  0,  und 
u  =  cp(x)  nur  in  dem  Falle  die  Grenzen  t  =  a  und  t  =  x  entspre- 
chen, wenn  (p(t)  von  t  =  a  bis  t  =  x  entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt,  weil  diese  Eigenschaft  bei  der  ursprünglichen  Variabelen  U 
von  selber  stattfindet.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  a  reell  sei  und 
dass  (p(t)  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  besitze,  so  können  wir  auch 
F^n  +  1^[q>(ty]  leicht  durch /und  (p  ausdrücken;  das  Gesammtresultat 
besteht  dann  in  folgenden  Formeln: 

42)        f(x)  =  Äo  +  ^-<p(x)  +  Y^<p{x)*  + 

"•+i.».1r...»»<'>,+*+» 


(*— a) 


43)  Ao=f(a),    4i  =  D»-'{(l_ii)>(*) 

44)  ü»  +  i  = 

X 

a  , 

Wollte  man  die  unter  Nro.  42)  angegebene  Reihe  ine  Unend- 
liche fortsetzen,  so  müsste  man  entweder  die  Bedingungen  ermitteln, 
bei  welchen  Lim  Bn  + 1  =  0  wird  (für  n  =  oo ),  oder  man  hätte  auf 
anderem  Wege  die  Grenzen  für  x  zu  bestimmen,  innerhalb  deren  jene 
unendliche  Reihe  convergirt  und  f{x)  zur  Summe  hat.  Es  wird  sich 
später  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen,  dass  diese  Grenzen  für 
die  Gültigkeit  der  Entwickelung  unabhängig  von  der  Bestunter- 
suchung, also  gewissermaassen  a  priori,  gefunden  werden  können, 
und  es  ist  dies  der  Grund,  warum  wir  den  Gegenstand  vorläufig 
nicht  weiter  verfolgen.  Nur  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  sich  die 
Formel  42)  zu  einem  anderen  speciellen  Zwecke  benutzen  lässt. 


Das  Bildungsgesetz  der  Facultätencoefficienten. 

Auf  Seite  12  wurden  die  Facultätencoefficienten  durch  combi- 
natorische  Operationen  bestimmt,  deren  Ausführung  zwar  jederzeit 
möglich,  aber  bei  einigermaassen  grossen  Exponenten  mit  ausser- 
ordentlichen Weitläufigkeiten  verbunden  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  die  angegebenen  Ausdrücke  eine  Vereinfachung  zulassen. 
Man  hat  nun  für  den  ersten  Coefficienten 

Q  =  l+2  +  3  +  ...  +  (n-l)=  n(n~  1}; 
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für  den  zweiten 

Q,  =  1  .  [2  +  3  +  4  +  ....+  (n  —  1)] 

+  2  .  [3  +  4  + +  (n  —  1)] 

+  3  .  [4  +  -  •  •  •  +  (n— 1)] 


+  (n-2)(n-l) 
and  durch  Summirung  der  einzelnen  Horizontalreihen 

n             (n  +  l)(n-2)          (n  +  2)(n-3)          (n  +  3)(n-4)  , 
03  =  1 1-2 1-3 - 1 

•  •  •  •  +  (n  — 2J« - • 

Irgend  eines  dieser  Reihenglieder  ist 

(n-\-a)(n  —  q — 1)        .(   ,        „,.  .         .1 

gV  2       =  J  [»(*—!)«  — «,  —  Ät|. 

worin  g  die  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .  (n  —  2)  erhält;  man  hat  daher 

C2  =  \n(n  —  1)  [1   +  2   +3   + +  (n  —  2)] 

—  |[12  +  22+  32H +  (n-2)2] 

-K13+23+  33+....  +  (n-2)8], 

d.  i.  wegen  der  bekannten  Summen  dieser  Reihen  und  nach  gehöri- 
ger Zusammenziehung 

»        n(w  — l)(w  —  2)(3w  — 1) 
2  24 

Schon  beim  dritten  Coefficienten  wird  dieses  Verfahren  sehr  umständ- 
lich, und  wir  gehen  deshalb  einen  anderen  Weg. 

In  der  unter  der  Bedingung  y2  <^  1  geltenden  Formel 

P  p  +  l     i/P  +  l  p  +  2  */P  +  2 

Pd  +w  =  *f  -  c*  F+T  +  %  +  Dfr  +  2) 

setzen  wir 

^(1  +  y)  =  #     alß0     V  =z  e*  —  I 

und  erhalten  dann  die  neue,  für  12  ^>  x  >  —  oo  geltende  Eritwi- 

ckelung 

p  p+i(e* — 1)p+1      p  +  2     (e? — l)P  +  a 

a?  =  Ct(fF  —  \y>  —  d  ¥- — fl—  +  C3      K  J 


P  +  l        '       J(p  +  l)(p  +  2) 
worin  wir  p  als  ganze  positive  Zahl  voraussetzen  wollen.     Die  näm- 
liche Entwickelung  muss  sich  auch  aus  Formel  42)  ergeben,  wenn 

f(x)  =  a?P,     (p(x)  =  ex  —  1 
genommen  wird,  so  dass 
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*  =  A.  +  ±  (e*- 1)  +  ^(a.-i).+...+n4gL_)(-._i),-. 

4? ^  __  i\«     i ^P  +  i 


+  T^L7/^-1>P+T^gTT)(eI-1)P+1  + 

ist.     Die  Vergleichang  beider  Entwicklungen  von  x?  giebt  erstens 

A0  —  Ax  =  A2 =  Ap-i  =  0, 

was  auch  sonst  gleich  erhellt,  wenn  man  für  e?  die  gewöhnliche  Reihe 
setzt  und  Alles  nacb  Potenzen  von  x  ordnet.  Zweitens  folgt  für 
jedes  ganze  positive  k  inclusive  7c  =  0 

p  +  * 

("  iy(p  +  l)(p  +  2)...(p  +  Jc)  =  1.2.3  ...(p  +  h) 
oder 

p+t  (_  i)* 

Gk=  1.2.3...  pAp  +  * 
d.  i.  nach  Formel  43),  wobei  a  =  0  zu  nehmen  ist, 

p  +  *  (—1)*  (/     x     V  +  *  ,1 

^=i.«.8:..?j>+'-,{fepr)j  **  L 

Wendet  man  rechter  Hand  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producta 
m,  so  erhält  man 

p+*  (/     x     V  +  *i  i 

C,  =  (-i)*(p +  *-!),_,  **{(—)      i(0) 

oder,  wenn  n  statt  J>  +  &  und  o  für  x  geschrieben  wird, 

45)  Ct  =  (-!)*(*-  ^[^(^1-JL- 

Der  noch  übrige  Differentialquotient  gehört  zu  der  früher  betrachte- 
ten Form 

*  =  ««1.  =  foU^-^))"],,, 

und  kann  daher  nach  Nro.  37)  entwickelt  werden,  sobald  man 
y  =  (p(x)  =  e*  und  dann  a;  =  0  setzt,  wodurch  y'  =  1  wird ;  es 
ist  demgemäss 

=—•(»+«.  j^i«.-sf$ft+-+(-»'+'Ä«.i 

und  darin 

[D»+»(*  - 1)»](0) 
v*        (k  +  l)(k  +  2) (ä  +  ä)' 


•  •   •   • 
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Die  noch  angedeutete  Differentiation  ist  leicht  auszuführen,  wenn  man 
(eQ  —  l)h  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt;  dies  giebt 

'    Vä—  (fc  +  l)(fc-f  2)(fc  +  3) (&  +  /*) 

mithin  nach  Nro.  46)  und  45) 

48)     Ct  -  (-  1)*+ »»(»- 1)4(»  +  %  j^j  «i  - ^  fe  + 


+  (-1)t  +  1^«| 


Hinsichtlich  des  mit  $/,  bezeichneten  Quotienten  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  derselbe  gleichfalls  mit  der  Theorie  der  Facultäten  in 
gewissem  Zusammenhange  steht.  Definirt  man  nämlich  die  Facultät 
als  eine  Function  zweier  Variabelen  ft  (der  Basis)  und  p  (des  Expo- 
nenten), welcher  die  beiden  Eigenschaften 

*(M)  =  !>      ♦Ö*iJ?  +  l)  =  (f*+iO*(f*»iO 
zukommen*),  so  hat  man  einerseits  für  p  =  0,  1,  2  .  .  .  (w —  1) 

i>((i,i)  =  ni>(ß,  o)  =  *», 

*(p,  2)  =  (ft  +  l)1>(ji,  1)  ==  (»0*  + 1), 

*(p,  3)  =  Ot  +  2)  *(p,  2)  =  pd*.  +  l)((i  +  2), 


^(ft,  w)  =  /i(ft  +  1) (p -f  2) (ft+n—  1), 

andererseits  für  j>  =  —  1,  —  2,...  —  n, 

*G*>  0)  =  ö»  —  1)  *(p,  —  1)  oder  ^(ft,  —  1)  = 


f(li,  —  l)z=(H  —  2)t(ji,  —2)  oder  ^(p,  —  2)  = 


1 


(ft-l)(fi-2) 


*<*  ~n)  =  0*-l)(ft-2)...^-ny 
der  Consequenz  wegen  muss  also  der  letztere  Ausdruck  eine  Facultät 
mit  negativem  Exponenten  heissen.     Unter  der  Bedingung  p  ^>  n 
kann  dieselbe  in  eine  nach  absteigenden  Potenzen  von  ft  fortgehende 
Keine  entwickelt  werden,  deren  Coefficianten  wir  nach  Analogie   mit 

— n    — n    — n 

Oq,  Gi,  0%  etc.  bezeichnen,  nämlich 


*— n  — n  — n 

__. - O         I 

•    •    •  • 


*<M.  — »)  =  Coft—  +  Qfi.-»-1  +  ftf»— •  + 


*)  Vergleiche  die  Abhandlung  von  Cr  eile:  Memoire  sur  la  theorie 
des  puissances,  des  fonctions  angulaires  et*  des  facultes  analytiques,  in 
Cr  eile's  Journal,  Bd.  7. 
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Für  fi  =  —  wird  noch  unter  der  Bedingung  A  <  — 


(1  —  A)(l  —  2A)(1  —  3A)  .  .  .  (1—  nl) 

=  Co  +  ft  4  +  ^2  A3  +  Ca  A3  + 

und  hier  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Coefficienten 
an.  Man  gelangt  dazu  am  einfachsten,  wenn  man  von  der  identischen 
Gleichung  *) 

(—  l)n  1  .  2  .  3  .  .  .  .  n  .  A* 
(1_A)(1  —  2A)(1  —  3A)  .  .  .  (1  —  nl) 

=  Wo  -  Wiytzt  +  w*r=-2Ä  ~  W8r=n  +  ■  ■  ■  • 

ausgeht,  rechter  Hand  alle  Glieder  nach  steigenden  Potenzen  von  X 
entwickelt  und  das  Resultat  mit  dem  vorigen  vergleicht;  es  ergiebt 
sich 

(ri)0nn  +  k  —  (»)i(n— 1)B  +  *  +  (n)2(n  — 2)n+* 


— n 


49>     C*=  19      4 

1  •    Z  .  o  .  •  •  •  Yb 

Die  Formel  47)  wird  hiernach  sehr  einfach 


*)  Nach  der  Lehre  von  der  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen 
(Tbl.  I,  Cap.  IX.)  darf  man 

1 

x{x  —  1)  (x  —  2)  .  .  .  (x  —  ri) 

=  £o  +      «i       i       H       , ,        a» 

x    *    x  —  l~  x—  2    '  ^a;  —  n 

setzen ;  multiplicirt  man  beiderseits  mit  x  (x  —  1)  .  .  .  (x  —  ri)  und  nimmt 
dann  der  Reihe  nach  x  =  0,  1,  2,  3,  etc.,  so  erhält  man 

1  =  (-1)»  1.2. 3. ..na0  =  (-1)»— ^ a0, 

1 ,2...n 


1  =  (-1)— U.1.2...(n-l)a,  =  —  (—  1)'      ,\      au 


1  =  (-l)-«1.2.1...(»-2)aa  =  +  (-i)nL^L?a2, 

U.  8.   W. 

Hieraus  bestimmen   sich   die  Werthe  von  a0,   a1?  a2,  etc.,  und  es  ist 
dann 

1 

a?(#  —  1)  (x  —  2)  .  .  .  (x  —  ri) 

(-1)»     f(n)0  _     (n)!      ,       (n)2     __  v 

1.2...»1   ä  aj  —  i    »"  a;  —  2       '•••/» 

woraus  für  a;  =  — -  die  obige  Gleichung  folgt. 
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1      -* 

and  demzufolge  geht  die  Formel  48)  über  in 

—l  —  s 

c,=(-i)*+»«(»-iM»+*)tf  (*}l      c*        (&)j      Ck 


l(Hl)i  n  +  l      (*+2),n4-2 


+ 


— * 


+  (~  l)  (2  *)*«+«• 
wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden  geschrieben  wer- 
den kann 

Ck  =  n(n—  l)*(tt  +  fc)i{7~rr       ,   T  —  /ft,     ,\ .  _      , 

-(*-a) 
■         (*)i  C* 

"^  (2fc— 2)*_a  n  +  fc  —  2 

Um  diesen  Ausdruck  möglichst  zu  vereinfachen,  bemerken  wir  zu- 
erst, dass 

(k)p         _  ic(k—l)...(k—p  +  l)     (fc  — jp)(ft  — jp  — 1)...2.1 
(2h—p)k^v~  1.2.3...p         *(2fc—  p)(2Jc  —  p—  l)...(fc+l) 

—         1 . 2 . 3  . . . .  jb  2fc(2fc— l)...(2fc— ff+l)_j2fe)p   . 

~  2fc(2fc  —  l)...(fc-f  1)'  1.2...JP  —  (2Ä?)4 

mithin 

»    _  n(n -!)*(>» +  *U  (2  fc)„-*  _       (2t),     -<*-'> 
*—  (2*)*  in  +  fc    *        n+*  —  1       * 


) 


ist  und  dass  noch  folgende  Umwandlung  gilt 

(»  +  *)4»(n-l)t_ j-j— i » j-j— ^ 

(n  +  *)(n  +  fc— l)...(n  — *  +  l) 


=  (n— ä) 


1.2.3...(2fc) 
2*(2Jb— !)...(*  + 1) 


=  (»-t)(n  +  fc)2  *  (2  fc),, 
mittelst  deren  die  vorige  Gleichung  die  neue  Form  erhält 

(2Ä)3     -(*-« 


■         (2fc),     -ig-»)  | 
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Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Facnltätencoefficien- 
ten  positiver  Exponenten  durch  die  Facultätencoefficienten  negativer 
Exponenten  ausgedrückt,  mithin  auch  independent berechnet  werden 
können  *).  , 

So  findet  man  z.  B.  für  k  r=  2  aus  Formel  49)  I 

-2  —1  ! 

C2  =  7,      Oi  —  1  * 

und  nachher  aus  Nro.  50) 

ebenso 


d.  i. 


*           n*(n—  l)»(n--2)(n  — 3) 
Od  =    


2.4.C   . 
u.  s.  w. 

Will  man  für  den  praktischen  Gebrauch  der  Facultätencoeffi- 
cienten  eine  Tafel  derselben  entwerfen,  so  thut  man  besser,  nicht  die 
vorhin  entwickelten  Formeln,  sondern  sogenannte  Becursionsformeln 
anzuwenden,  bei  welchen  jeder  Facultätencoeificient  aus  seinen  Nach- 
barn hergeleitet  iwird.  Derartige  Formeln  erhält  man  sehr  leicht 
auf  folgendem  Wege. 

Die  Entwicklung  der  Facul täten  mit  den  Exponenten  —  (n  —  1) 
und  — n  liefert  die  beiden  Gleichungen 

1 


(1  —  l)(l  —  2l)(l  —  31).  .  .  (1  — w  —  U) 

-(n  —  1)      -(n-1)           -(n-1)          ~(n-l) 
=      C0       +,     Cxl      +      C2A2      +       C3A8    + , 

1 


(1—  A)(l  —  21)  .  .  .(1—  n  —  lk)(l—nk) 

=  Co  +  c"a  +  qU*  +  oU3  + ; 


deren  zweite  durch  Multiplication  mit  (1  —  nk)  in  die  erste  über- 
gehen muss;  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  X* 
giebt  daher 

— n  —  (n— 1)  — n 

51)  C*    =    C*    +    nC*«i. 


*)   Dieses  Resultat  hat  der  Verfasser   zuerst  in   Cr  eile's  Journal, 
Bd   44,  Seite  344,  unter  etwas  anderer  Form  entwickelt. 
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Da  man  im  Voraus  weiss,  dass  immer 

— n  — n 

Cq  =  1,     C*  =  1 
ist,  so  erhält  man  aus  Nro.  51)  der  Reihe  nach: 

-  2  —8  —  4 

G\  =    3t     G\  ==,  6,      0\  =    10,  .  .  .  •  • 

r-, 

—  2  —8  —4 

0,  =    7,      Ca  =  25,      C*  =   65  , 

«_2  __8  4 

C3=15,     C3=90,      ft  =350, 

u.  s.  w. 
Durch  Ent wickelung  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  n  und 
w  -\-  1  hat  man  ferner  die  beiden  Gleichungen 

fi(fi  +  l)ü*  +  2)....öt  +  tt-l) 

=  c0t>>n  +  hp*-1  +  <vn~2  +  o^n-8  +  •  •  -, 

<xGi+l)0*  +  2)...0*-|-n—  1)0+ n) 

n  +  2  n  +  1  n  +  1 

=  C^**1  +  Cl4tt»  +  Cafi»-1  + , 

deren  erste  durch  Multiplication  mit  (ft  -|-  w)  in  die  zweite  übergehen 
muss;  die  nachherige  Vergleichung  der  Coefficienten  von  ftn~*  giebt 

%  n+1  n  n 

52)  ft=C*  +  »CSi_i. 

Da  man  im  Voraus  weiss,  dass 

G0  =  1,     C,  =  0 
ist,  so  erhält  man  aus  Nro.  52)  der  Reihe  nach 

2  8  4 

Ci  =  l,       Oi  =  3,       p!=6, 

8  4 

C'2  ==  2,       C2  =  1 1 ,  •  •  •  •  • 

4 

C3  =    6, 

u.  s.  w. 

Die  Recursionsformeln  51)  und  52)  sind  übrigens  nicht  wesent- 
lich verschieden,  denn  die  zweite  verwandelt  sich  in  die  erste,  so- 
bald man  —  n  an  die  Stelle  von  n  treten  lässt. 

Wegen  späterer  Anwendungen  mag  hier  noch  eine  kleine  Tafel 
der  Facultätencoefficienten  Platz  finden. 
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DIE  FUNCTIONEN 


COMPLEXER    VARIABEL^ 


Schlömilch,  Analysis.  II, 


Die  Functionen  complexer  Variabelen. 


Bereits  in  Cap.  VIII.  des  ersten  Theiles  wurde  über  die  Func- 
tionen complexer  Variabelen  eine  Untersuchung  angestellt,  jedoch 
blieb  letztere  auf  die  sogenannten  einfachen  Functionen  beschränkt, 
und  es  handelte  sich  dabei  nur  um  die  genaue  Bestimmung  des 
Sinnes,  welchen  man  mit  den  Symbolen  #/",  ae,  logz,  sinz,  cosz,  .  .  . 
arcsinz,  arccosz,  ...  in  dem  Falle  zu  verbinden  hat,  wo  z  eine  com- 
plexe  Variabele  bedeutet.  Im  Folgenden  soll  diese  Untersuchung 
weiter  geführt ,  d.  h.  auf  beliebige  Functionen  ausgedehnt  werden ; 
ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  hierbei  die  Fragen  nach  den 
Differentialquotienten  und  den  Integralen  solcher  Functionen,  weil 
letztere,  sobald  z  =  x  -\-  iy  gesetzt  wird,  eigentlich  als  Functionen 
zweier  unabhängigen,  wenn  auch  auf  bestimmte  Weise  mit  einander 
verbundenen  Variabelen  x  und  y  zu  betrachten  sind. 

Bevor  wir  uns  auf  eine  Untersuchung  von  Functionen  der  com- 
plexen  Variabelen  z  =  x  -f-  iy  einlassen,  wird  es  aber  zweckmässig 
sein,  diese  Variabele  selber  einer  genaueren  Discussion  zu  unterwerfen. 


L  Die  geometrische  Bedeutung  der  complexen  Zahlen. 

Aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  ist  hinreichend 
bekannt,  dass  eine  geradlinige  Strecke,  deren  absolute  Länge  r  heis- 
sen  möge,  mit  +  r  °^er  —  r  bezeichnet  werden  muss,  je  nachdem 
sie  vom  Coordinatenanfange  aus  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  Abscissenachse  abgeschnitten  worden  ist.     Denkt  man  sich 
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die  erste  Lage  als  die  ursprüngliche,  die  zweite  mittelst  einer  Drehung 
um  180°  aus  jener  entstanden,  so  kann  man  auch  sagen:  die  absolute 
Länge  r  erhält  bei  ihrer  Anfangslage  den  Factor  4-  1,  nach  einer 
Drehung  von  180°  dagegen  den  Factor  —  1,  und  in  sofern  die  Fac- 
toren  +  1  und  —  1  die  Richtung  von  r  oder  die  Ablenkung  des  r 
von  der  #-Achse  bestimmen,  ist  es  vielleicht  nicht  unpassend,  sie  Rich- 
tungscoefficienten  oder  Ablenkungsfactoren  zu  nennen.  Diese  Bemer- 
kung führt  zu  einer  allgemeineren  Frage.  Bezeichnet  man  nämlich 
mit  tq  eine  Gerade,  deren  Länge  r  ist,  und  deren  Richtung  mit  der 
Richtung  der  positiven  x  den  Winkel  ö  einschliesst,  so  hat  man  nach 
dem  Vorigen  r0  =  **(-}-  1),  r^  =  r( —  1),  und  man  kann  daher  er- 
warten, d<  ss  im  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  der  Form 

1)  r0  =  r/(Ö) 

stattfinden  werde,  worin  /(S)  eine  noch  unbekannte  Function  von  fl 

ist,  welche  den  Ablenkungsfactor  für  eine  Ablenkung  =  0  darstellt 

Um  die  Function  /(fl)  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  zwei  vom 

Fi«   1#  Coordinatenanfang  0  ausgehende 

Gerade  OP  =  OQ  =  r,  deren 
erste  mit  dem  positiven  Theile  der 
rc- Achse  den  Winkel  POX=0, 
und  deren  zweite  mit  OX  den 
Winkel  QOX  =  d  +  ri  ein- 
schliessen  möge  (Fig.  1);  es  ist 
dann  OQ  mit  Tß  +  y  zu  bezeich- 
nen und 

2)  re+n  =  r/(fl  +  fd. 

In  so  fern  aber  die  Gerade  tq  +  ^  ihrer  Richtung  nach  um  den  Winkel 
y\  von  tq  abweicht,  gilt  auch  die  Gleichung 

re+v  =  rdf(v)y 

wobei  r#  als  die  ursprüngliche,  rQ  +  n  als  die  abgelenkte  Gerade  be- 
trachtet wird.  Setzt  man  hier  statt  tq  seinen  Werth  aus  Nro.  1),  so 
folgt 

re+,  =  r/(fl)/(ii); 
durch  Vergleichung  mit  Nro.  2)  ergiebt  sich  nun  für  die  mit  /  be- 
zeichnete Function  die  Bedingung 

3)  ^  f(0  +  ri)=Xd)f(ri). 

Ebenso  leicht  erhält  man,  entweder  analytisch  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  oder  durch  m  nach  einander  folgende  Drehungen  um  die 
Winkel  fli,  Ö2,  .  .  .  öm 

/(Öi  +  fl2  +  •  •  •  +  6m  )  =f  (60/(6*)  .  .  ./(öm) 
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und  specieller,  wenn  diese  Winkel  gleich  genommen  werden, 

4)  /(mö)  =  [f(0)y. 

Diese  Gleichung  liefert  erstens  für  0  =  1 ,  wobei  die  constante  Grösse 
/(l)  zur  Abkürzung  G  heissen  möge, 

5)  f(m)  =  O, 

und  es  ist  hiermit  die  Form  der  Function  /  für  den  speciellen  Fall 
bestimmt,  dass  die  Yariabele  eine  ganze  positive  Zahl  ist.     Nimmt 

man  ferner  in  Nro.  4)  0  =  ,  m  =  q  und    versteht   unter  p,  q 

a 

ganze  positive  Zahlen,  so  erhält  man 

™ = Kf )J 

oder 

6)  /(y)  =  l/'(p)]«  ==[<>]«  =  <A 

Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Irrationalzahlen  mit  jedem  beliebi- 
gen Genauigkeitsgrade  durch  rationale  Brüche  (Decimalbrüche)  dar- 
gestellt werden  können,  schliesst  man  aus  Nro.  6)  für  jedes  positive  0 

f(0)  =  (ß. 

Setzt  man  endlich  in  Nro.  3)  r\  =  —  0  und  beachtet  die  unmit- 
telbar bekannte  Gleichung  /(0)  ==  1,  so  findet  man 

1  =  /(ö)  /(-  Ö)  oder  /(-  0)  =  -JL.  =  O-*, 
und  es  ist  demnach  für  jedes  reelle  0 

7)  /(ö)  =ce. 

Da  die  Function  /(0)  ihrer  Natur  nach  durchaus  stetig  sein  muss, 
so  muss  auch  C  durchaus  denselben  Werth  haben,  und  es  kann  daher 
irgend  eine  Specialisirung  des  0  zur  Bestimmung  von  G  benutzt  wer- 
den.    Für  0  =  it  ist  aber/(3r)  =  —  1,  mithin 

—  1  ==  C*   oder  G  =  (—  l)n , 
und  nach  Nro.  7) 

/(0)  =  (-l)*, 
d.  i.  zufolge  der  Lehre  von  den  Potenzen  complexer  Zahlen 

/(0)  =  coshd  +  isinhd, 
worin  k  eine  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet.     Die- 

selbe  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  0  =  — ,  welche  /(  —  ) 

=  —  1  giebt.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  /(0)  erst  dann  =  —  1 
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werde,  wenn  0  in  %  übergegangen  ist,  so  muss  Je  =  1  genommen 
werden,  und  man  hat  definitiv 

8)  re  ==  r(cosd  +  isinff)  =  reP- 

In  dem  speci eilen  Falle  0  =  \it  ergiebt  sich  rx    =  ir;  dem- 

nach  bedeutet  ir  eine  Gerade ,  welche  die  Länge  r  besitzt  und  mit 
der  x-  Achse  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Setzt  man  in  der  Formel  8)  rcosd  =  X,  rsinO  =  #,  wo  #und 
y  die  gewöhnlichen  rectangulären  Coordinaten  des  Punktes  P  sind, 
so  folgt 

9)  rQ  =  x  +  iy\ 

die  complexe  Zahl  x  -f-  iy  wird  also  geometrisch  durch  den  Com- 
plex  der  rechtwinklig  zu  einander  liegenden  Strecken  0  M  und  MP, 
d.  h.  durch  die  gebrochene  Linie  OMP  dargestellt*). 

Hiernach  lassen  sich  auch  die  vier  Grundoperationen,  nämlich 
die  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  complexer 
Zahlen 'auf  folgende  Weise  geometrisch  darstellen. 

In  Fig.  2  sei  0  M  =  x,  ON  =  y,  mithin  x  +  iy  durch  den 


Fig.  2. 


Punkt  P  repräsentirt  ,  dessen 
Coordinaten  x  und  y  sind ;  ebenso 
möge  Xi  -f-  iyi  durch  den  Punkt 
Xiyi  oder  P2  repräsentirt  sein; 
der  Summe  x  -|-  iy  -\-  xx  -\-  iy\ 
=  x  +  Xi  +  i(y  >\-  y\)  ent- 
spricht dann  derjenige  Punkt  P2  > 
dessen  Coordinaten  x  +  X\  und 
V  4"  Vi  sind.  Aus  einfachen  geo- 
metrischen Gründen  bildet  nun 
JP2  die  vierte  Ecke  des  aus  den 
Seiten  OP  und  0P\  gebildeten 
Parallelogrammes ,    demnach    kann  P3   unmittelbar  aus   P  und  Px 

*)  Die  obige  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen  ist  schon 
1750  von  H.  Kühn  (Novi  commentarii  Academ.  Petropol.  ad  annum 
1750)  angeregt,  aber  erst  1831  von  Gauss  begründet  worden  (Göttinger 
gelehrte  Anzeigen  vom  Jahre  1831,  Seite  64).  Den  im  Texte  gegebenen 
rein  mathematischen  Beweis  nebst  einer  Geschichte  aller  hierher  gehö- 
renden Arbeiten  verdankt  man  Drobisch  (Berichte  über  die  Verhand- 
lungen der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  2,  S.  171). 
Später  hat  Möbius  gezeigt,  wie  man  mittelst  jener  Construction  Eigen- 
schaften von  Punkten  in  einer  Geraden  auf  Punkte  in  einer  Ebene  über- 
tragen und  damit  zu  neuen  Verwandtschaften  zwischen  Punktesystemen 
gelangen  kann  (Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften; mathem.-phys.  Classe,  Jahrg.  1852,  S.  41,  und  Jahrg.  1853,  S.  14). 
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durch  Construction  hergeleitet  werden,  ohne  dass  es  vorher  der 
Aufsuchung  von  x,y,  Xi,yx  bedarf.  Ebenso  leicht  kann  die  Diffe- 
renz zweier  complexen  Zahlen  construirt  werden;  es  sind  dann  JPa 
und  Pi  gegeben,  aus  denen  P  durch  eine  leicht  aufzufindende  Con- 
struction hergeleitet  wird. 

Handelt  es  sich  um  die  Multiplication  zweier  complexen  Zahlen, 
so  denke-  man  sich  dieselben  durch  Modulus  und  Amplitude  aus- 
gedrückt, nämlich 

x  -f  iy    =  r  (cosO    +  isinO  ) 
«1  +  i'jh  =  rxicosdi  +  isinOi)    l 
und  nehme  in  Fig.  3:  OP  =  r,  Z  P0X  =  6,  OPi=^ru  Z  PxOXx 
=  Öi,  so  dass  die  gegebenen  complexen  Factoren  wieder  durch  die 
Punkte  P  und  Px  repräsentirt  sind.     Wegen 

(x  +  iy)  (x1  +  iyO  =  rrA  [co$(ß  +  ö,)  +  isin  (ö  +  00] 
wird  nun  das  Product  durch  einen  Punkt  dargestellt,  dessen  Mo- 
dulus =  rr\ ,  und  dessen  Amplitude 
=  ö  -f"  öi  iöt.  Um  vorerst  rr\  als 
Linie  zu  construiren ,  nehmen  wir  auf 
derff-Achse  die  Strecke  OA  gleich  der 
Längeneinheit,  ziehen  AP  und  con- 
struiren ein  dem  Dreiecke  OAP  ähn- 
liches Dreieck  OPxP2i  der  Art,  dass 
OA  und  OPi  entsprechende  Seiten 
Z  AOP  und  Z  P1OP2  gleiche,  in 
desselben  Drehungsrichtung  genom- 
mene Winkel  sind.  Die  Proportiona- 
lität der  einschliessenden  Seiten  giebt 
nun  0P2  =  **fi>  mithin  ist  0P2,  we- 
nigstens der  Grösse  nach,  der  Radiusvector  des  gesuchten  Punktes. 
Da  aber  zugleich  Z  P2  OX  =  6  +  öi  ist,  so  stellt  der  Winkel 
P2OX  die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes  dar,  mithin  ist  P2  der 
Repräsentant  des  Productes.  Die  Multiplication  der  beiden  gege- 
benen complexen  Factoren  besteht  also  darin,  dass  der  Modulus  r 
im  Verhältnisse  von  1 :  r\  vergrössert  und  gleichzeitig  die  Amplitude 
Ö  um  öi  vermehrt  wird.  Auf  analoge  Weise  lässt  sich  der  Quotient 
zweier  complexen  Zahlen  construiren. 

Bei  allen  folgenden  Untersuchungen  denken  wir  uns  die  com- 
plexe  Variabele  x  -f-  iy  immer  als  stetig  veränderlich,  d.  h.  wir  be- 
trachten jede  einzelne  der  beiden  reellen  Variabelen  als  continuirlich. 
Durchläuft  nun  x  -\-  iy  stetig  ein  bestimmtes  Intervall,  etwa  von 
Xu  +  iyo  bis  X  +  i  T,  so  beschreibt  der  die  complexe  Variabele 
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darstellende  Punkt  P  irgend  einen  Weg ,  dessen  Anfangspunkt  die 
Coordinateu  x0,  y0,  und  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  X,  T  be- 
sitzt. '  Dieser  Weg  ist  zufolge  der  Willkührlichkeit  des  x  und  y  ein 
ganz  beliebiger  und  völlig  regelloser;  er  kann  aus  irgend  welchen 
geraden  oder  krummen  Linien  zusammengesetzt  sein ,  nur  ix£am  er 
zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  einen  ununterbrochenen  Zug 
bilden.  Man  ersieht  hieraus  einen  der  wesentlichsten  Unterschiede 
zwischen  reellen  und  complexen  Variabelen;  während  nämlich  eine 
reelle  Variabele  X  nur  auf  dem  einen  Wege  der  Abscissenachse  von 
x  =  Xq  bis  x  =  X  gelangen  kann,  sind  bei  einer  complexen  Va- 
riabelen £  unendlich  viele  Wege  von  z  =  Xo  +  »yo  bis  z  =  X  -f*tJ 
möglich. 


IL  Darstellung  der  Functionen  complexer  Variabelen. 

Eine  Function  der  complexen  Variabelen  x  +  ty  ist  im  Allge- 
meinen wieder  eine  complexe,  jedoch  abhängige  Variabele ,  d.  h.  es 
existirt  im  Allgemeinen  immer  eine  Gleichung  von  der  Form 

f(x  +  iy)  =  <p(x,  y)  +  ity{x,  y), 
wofür  wir  zur  Abkürzung 

fix  +  iy)  =  u  +  iv 
schreiben  werden.  Auch  hiervon  lässt  sich  eine  geometrische  Dar- 
stellung geben,  wenn  man  u  und  v  in  einer  neuen  Ebene  uv  als  Coor- 
dinaten eines  beweglichen  Punktes  construirt;  jedem  willkührüch 
gewählten  Punkte  xy  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  uv, 
und  einem  willkührlichen  Wege  des  Punktes  xy  entspricht  eine  be- 
stimmte vom  Punkte  uv  beschriebene  Curve.  Diese  verläuft  in 
einem  ununterbrochenen  Zuge,  sobald  u  und  v  stetige  Functionen 
von  x  und  y  sind;  wir  nennen  dann/(as  +  iy)  gleichfalls  eine  con- 
tinuirliche  Function  von  x  -j-  iy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  hierbei  die  schon  aus  der 
Algebra  bekannte  Thatsache,  dass  es  zweierlei  Functionen  giebt, 
nämlich  einmal  solche,  bei  denen  jedem  individuellen  Werthe  der 
Variabelen  nur  ein  einziger  Functionswerth  entspricht,  andererseits 
solche,  bei  denen  zu  jedem  individuellen  Werthe  der  Variabelen  zwei 
oder  mehrere  Functionswerthe  gehören.  Eine  Function  der  ersten 
Art,  wie  z.  B.  a  +  ßz  +  yz2,  e*,  cosz>  sinz  etc.  nennt  man  ein- 
deutig (monodrom),  Functionen  der  zweiten  Art  heissen  mehr- 
deutige; so  ist  z.  B.  y z  —  C  zweideutig,  yz  —  c  dreideutig,  log* 
unendlich  vieldeutig  (Tbl.  I,  §.  56).     In  Beziehung   auf  die  mehr- 
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deutigen  Functionen  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  es  spe- 
cielle  Werthe  der  Variabelen  geben  kann,  für  welche  zwei  oder  meh- 
rere jener  im  Allgemeinen  verschiedenen  Functionswerthe  zusammen- 
fallen; so  sind  z.  B.  die  beiden  Werthe  von  yz  —  c  im  Allgemeinen 
von  einander  verschieden,  nur  für  z  =  c  werden  sie  gleich,  und 
zwar  beide  =  0.  Um  dies  graphisch  darzustellen,  denken  wir  uns 
eine  stetige  Function  der  Variabelen  Z  =  x  -\-  iy  so  beschaffen, 
dass  im  Allgemeinen  jedem  z  zwei  verschiedene  Functionswerthe 
u  -f-  iv  und  U  +  i  V  entsprechen,  welche  nur  in  dem  specieHen 
Falle  z  =  c  =  a  -f-  ib  den  gemeinschaftlichen  Werth  a  +  iß  er- 
halten mögen.  Jedem  Punkte  xy  oder  P  in  Fig.  4  entsprechen 
dann  zwei  in  endlicher  Entfernung  liegende  Punkte  Q  und  R,  deren 
erster  die  Coordinaten  w,  v,  und  deren  zweiter  die  Coordinaten  17,  V 
besitzt.  Lässt  man  P  irgend  einen  Weg  PPf  durchlaufen,  so  wer- 
den   Q  und  R  gewisse  Curven  Q  Q[   und  RR!  beschreiben,   welche 

Fig.  4. 
V 


0 


X 


durch  die  Natur  des  Weges  PP1  vollkommen  bestimmt  sind.  Hier- 
bei bedarf  es  der  Unterscheidung*  zweier  Fälle.  Geht  nämlich  der 
Weg  PPf  nicht  durch  den  Punkt  C,  dessen  Coordinaten  a  und  b 
sind,  so  wird  niemals  x  =  a  und  zugleich  y  =  b  oder  niemals 
z  =  c,  mithin  tritt  auch  der  Fall  ü  =  u  =  cc,  V  =  v  =  ß  nicht 
ein,  d.  h.  die  Curven  Q  Q'  und  RR*  haben  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt.  Wenn  dagegen  der  Weg,  PP'  durch  den  Punkt  C  hindurch- 
führt, so  wird  einmal  £7  =  w  =  a,  V  =  v  =  /},  und  die  Curven 
Q($ ,  RR!  besitzen  dann  gemeinschaftlich  den  Punkt  D,  dessen 
Coordinaten  a  und  ß  sind.  Den  Punkt  C,  welchem  die-  Verzwei- 
gung in  D  entspricht,  pflegt  man  einen  Verzweigungspunkt  zu 
nennen;  man  hat  daher  den  Satz,  dass  die  Curven  Q  <$  und  RR! 
einen  oder  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  besitzen,  je  nachdem 
der  Weg  von  z  durch  den  Verzweigungspunkt  geht  oder  nicht.  — • 
Dies '  lässt  sich  noch  auf  eine  andere ,  des  Folgenden  wegen  be- 
merkenswerte Weise  ausdrücken.    Unter  allen  Umständen  nämlich 
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kann  eine  zweiastige  Curve  als  eine  Zusammensetzung  zweier  ein- 
astigen  Curven  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  dies  nur  auf  eine 
einzige  Art  möglich,  sobald  die  letzteren  Curven  nirgends  zusammen- 
treffen; haben  aber  dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  wie 
in  Fig.  4,   so  darf  man   ebensowohl  QDQ[  und  EBB!  wie    auch 

QDBf  und  BDQ'  als  die  einzelnen  Zweige  betrachten,  denn  die 
einzig  vorhandene  Bedingung  der  Continuität  verlangt  nur,  dass 
jeder  Zweig  ununterbrochen  verlaufe.  Eine  zweideutige  Function 
kann  demnach  für  eine  Zusammensetzung  zweier  eindeutigen  Func- 
tionen gelten,  und  zwar  ist  dies  auf  eine  oder  auf  zwei  Arten  mög- 
lich, je  nachdem  der  Weg  der  unabhängigen  Variabelen  am  Ver- 
zweigungspunkte vorbei  oder  durch  ihn  hindurchfuhrt.  Mit  geringen, 
leicht  aufzufindenden  Modifikationen  gelten  diese  Bemerkungen  %uch 
für  mehrdeutige  Functionen  mit  mehreren  Verzweigungspunkten. 

Wir  untersuchen  nun  den  Einfluss,  welchen  eine  Verlegung  des 
Weges  von  z  auf  die  Werthe  von  f(z)  ausübt.  Es  sei  zunächst  f(z) 
eine  stetige  und  eindeutige  Function,  worin  sich  z  von  dem  Anfangs- 
werthe  z9  =  x0  +  *#o  bis  zu  dem  Endwerthe  Z\  =  X\  +•  iy\  con- 
tinuirlich  ändern  soll;  die  entsprechenden  Werthe  Yonf(z)  mögen 
f(z0)  =  Uq  -f-  iv0  und/(#i)  =  tij  -f"  ivi  heissen.  Der  Punkt  xy 
oder  P  in  Fig.  5  durchläuft  dann  irgend  einen  Weg   zwischen  den 


S 


0 


Fig.  5. 


0 


•V 


festen  Punkten  x0y0  oder  P0  und  #i#i  oder  Pi,  und  diesem  Wege 
entspricht  eine  gewisse,  vom  Punkte  uv  oder  Q  beschriebene  Curve 
Q0  Qii  Lässt  man  ein  zweites  Mal  P  wiederum  von  P0  bis  P\  ge- 
hen, aber  auf  einem  anderen  Wege,  so  beschreibt  Q  eine  andere 
Curve,  welche  gleichfalls  in  Q0  anfängt,  aber  auch  in  Qi  endigen 
muss;  denn  im  entgegengesetzten  Falle  müssten  dem  Werthe  Z\  = 
#i  +  *#i  zwei  verschiedene  Werthe  von  f{z{)  =  ux  +  tVi  ent- 
sprechen, was  gegen  die  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  von/(j&) 
streiten  würde.  Mit  anderen  Worten,  bei  jeder  eindeutigen  Function 
ist  der  Endwerth  f(zi)  unabhängig  von  dem  Wege ,  auf  welchem  Z 
nach  Z\  gelangt.  —  Durchläuft  nun  der  Punkt  xy  eine  geschlossene 
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Curve,  so  erhält  ß  am  Ende  seinen  Anfangswerth  wieder;  dasselbe 
gilt,  dem  soeben  Gesagten  zufolge,  auch  von/(*),  mithin  besteht 
das  Bild  von/(;er)  gleichfalls  aas  einer  geschlossenen  Curve. 

Bei  einer  zweideutigen  Function  bedarf  es  der  Unterscheidung, 
ob  der  Weg  von  0  keinen  Verzweigungspunkt  trifft  oder  durch  einen 
solchen  hindurchgeht.  Im  ersten  Falle  entsprechen  dem  Wege  P0  P\ 
zwei  Curven  Q0  Qx  und  Mo  Ei,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt  besitzen  (Fig.  6).    Denkt  man  sich  den  Weg  PqP\  geändert, 

Fig.  6. 
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"^\ 


K, 


0 
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und  zwar  vor  der  Hand  nur  unendlich  wenig,  so  erleiden,  wegen 
der  vorausgesetzten  Continuität,  Q0Q1  und  R0R1  gleichfalls  nur 
unendlich  kleine  Aenderungen;  die  beiden  Zweige  befinden  sich 
aber  in  endlichen  Entfernungen  von  einander,  es  ist  daher  bei  jener 
unendlich  kleinen  Aenderung  nicht  möglich,  die  beiden  Zweige  mit 
einander  zu  verwechseln,  d.  h.  aus  einem  Zweige  in^den  anderen  zu 
gerathen.  Durch  eine  unendliche  Menge  solcher  unendlich  kleinen 
Aenderungen,  d.  h.  durch  stetige  Aenderung  lässt  Bich  der  ursprüng- 
liche Weg  zwischen  P0  und  Pi  in  jeden  anderen  überführen*),  und 
wenn  keiner  von  allen  möglichen  Zwischenwegen  einen  Verzwei- 
gungspunkt trifft,  so  gilt  für  jeden  einzelnen  Zweig  der  zweideutigen 
Function  alles  Das,  was  vorhin  für  eine  eindeutige  Function  be- 
wiesen wurde.  Man  hat  daher  auch  folgenden  Satz :  Wenn  P  eine 
geschlossene  Curve  durchläuft,  in  deren  Innerem  kein  Verzweigungs- 
punkt Hegt,  so  beschreibt  jeder  'der  Punkte  Q  und  B  gleichfalls 
eine  geschlossene  Curve. 

Diese  Schlüsse  verlieren  ihre  Kraft,  wenn  einer  der  Zwischen- 
wege von  P  durch  einen  Verzweigungspunkt  C  führt,  welchem  der 


*)  Man  kann  sich  diesen  Uebergang  durch  die  Vorstellung  eines  ab- 
solut biegsamen  und  dehnbaren  Fadens  versinnlichen,  welcher  in  den 
Punkten  P0  Px  befestigt  ist  und  daher  die  Form  jeder  beliebigen  Curve 
zwischen  jenen  Punkten  annehmen  kann. 
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Durchschnitt  D  entsprechen  möge  (Fig.  7).      Ist  nämlich  P  von  P0 
bis  C,  mithin  Q  von  Q0  bis  D  gegangen,  so  liegt  keine  Nothwendig- 

Fig.  7. 


X      0 


keit  vor,  dem  ferneren  Wege  CP\  die  Cnrve  DQi  entsprechen  zu 
lassen,  vielmehr  steht  es  frei,  Q  durch  D  Bi  zu  führen,  so  dass,  wenn 
P  auf  anderem  Wege  nach  Pe  zurückkehrt,  Q  von  B\  nach  Bq  kommt 
Ebenso  könnte  man  JB  die  Curve  B0  D  Q\  Qq  beschreiben  lassen. 

Wenn  demnach  P  einen  geschlossenen  Weg  durchläuft,  der 
einen  Verzweigungspunkt  enthält,  so  ist  es  nicht  noth wendig,  dass 
Q  und  B  gleichfalls  geschlossene  Curven  beschreiben,  oder,  was 
dasselbe  ist,  dass  die  Function  am  Ende  wieder  ihren  Anfangswerth 
erhält.  Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  ebenso  für  mehrdeutige 
Functionen  mit  mehreren  Verzweigungspunkten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, betrachten  wir  die  doppeldeutige  Function 

w  =  Y~0- 
Setzt  man  wie  bisher 

z  =  x  -f-  iy  =  rfcosd  +  isinti) 

so  sind  die  beiden  Werthe  der  Function 


=  rei0 


niS 


\iB 


z  =  +  ( W)  e        unc*    w  =  —  (V*v  e 

worin  \Vr)  den  absoluten  Werth  von  yr  bezeichnet;  für  e  =  0 
fallen  beide  Functionswerthe  zusammen,  mithin  ist  jer  =  0  der  Ver- 
zweigungspunkt. Wir  denken  uns  um  denselben  mit  einem  belie- 
bigen Radius,  z.  B.  mit  r  =  1,  einen  Kreis  beschrieben,  welcher  die 
Abscissenachse  in  A  und  B  schneidet,  und  untersuchen  nun,  wie 

sich  die  Function  -f-  (Vrje  ändert,  wenn  z  einmal  auf  dem 
oberen  Halbkreise  AGB,  das  andere  Mal  auf  dem  unteren  Halb- 
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kreise  ABB  von  e  =  —  1  nach  #  =  +  1  übergeht  (Fig.  8).   In 
Fig.  8.  beiden  Fällen  bleibt  r  constant   =  1 , 

auf  dem  ersten  Wege  nimmt  0  von  % 
bis  0  ab,  und  die  erwähnte  Function 
gelangt 

\in 
von  e       =  -}-  i  zu  e°    =  4~  1 ; 

auf  dem  zweiten  Wege  wächst  0  von 

it  bis  2  7t,  und  die  Function  gelangt 

von  e  =  +  »zu  e  =  —  1, 
der  Endwerth  ist  hier  also  ein  anderer. 
Lässt  man  z  einen  vollen  Umlauf  machen,  etwa  BCABB,  so  ist 
der  Endwerth  von  z  identisch  mit  dem  Anfangswerthe#;  dagegen 
erhält  die  Function  den  Anfangswerth  e°  =  +  1  und  den  End- 
werth ein  =  —  1,  welcher  ihrem  Anfangswerthe  gerade  entgegen- 
gesetzt ist.  Das  letztere  Resultat  bleibt  ungestört,  wenn  man  sich 
den  Radiusvector  r  variabel  denkt,  d.  h.  den  Kreis  durch  eine  be- 
liebige  geschlossene  Curve  BC'A'I/B  ersetzt*). 


HE.    Die  Diffferentialquotienten  der  Functionen 

complexer  Variabelen. 

Wenn  z  eine  reelle  Variabele,  w  eine  eindeutige  Function  von 

z  bezeichnet,  so  ist  der  Differentialquotient  -= —  eine  ganz  bestimmte, 

CL  z 

gleichfalls  eindeutige  Function  von  z,  für  welche  es  ganz  gleich- 
gültig bleibt,  auf  welche  Weise  man  sich  dz  als  unendlich  abneh- 
mendes Increment  denken  will.  Ob  diese  Eigenschaft  deB  Differen- 
tialquotienten auch  bei  complexen  z  gilt,  bedarf  deswegen  einer  be- 
sonderen Untersuchung,  weil  z  •=  X  -\-  iy  zwei  von  einander  un- 
abhängige Variabele  enthält  und  daher  in  der  Gleichung 

w  =  f(z)    oder    u  -\-  iv  =  f(x  +  iy) 
u  und  v  Functionen  von  x  und  y  sind. 


*)  Wie  Puiseux  gezeigt  hat,  entspricht  einer  jedesmaligen  Um- 
kreisung eines  Verzweigungspunktes  eine  Vertauschung  der  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen;  siehe  die  Abhandlung  Recherches  sur  les 
fonctions  algebriques  (Liouville,  Journal  de  mathematiques ,  tom.  XV, 
pag.  365),  oder  deren  Uebersetzung  von  H.  Fißcher  (Halle  1861). 
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Wir  betrachten   zunächst  den  allgemeinen  Fall,  wo  sowohl  ff 

als  v  eine  ganz  willkührlich  gebildete   Function  der  beiden  Varia- 
belen x  und  y  ist ,   etwa  u  =  q>  (x,  y) ,    v  =  ty  (x,  y) ,  und   setzen 

u  +•  iv  •=.  w.     Lassen  wir  nun  x  und  y  sich  gleichzeitig   ändern, 

so  dass  dz  =  dx  +  idy  ist,  so  erhalten  wir  als  totales  Differential 

von  w 

du,  =  d(u  +  iv)  =  (£dx  +  ^dy)  +  i  (2±.d»  +  -^  <y) 

mithin  als  Differentialquotienten 


dw 


(du        .  dv\s      ,    /8«*    ,    .  8*\j 


oder  auch* 

/8«         .  8tA        /8«    ,    ;_8«\   dy_ 
dw        \dx  +  *  dx)  +  \dy   +  *  dp)  dx 
de  .  dy 

1  +  *^ 

Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  -=-  von  dem  Verhältnisse  -=—  d.  h. 

dz  dx 

von  der  Richtung  abhängt,  nach  welcher  der  Punkt  xy  in  der  Ebene 

xy  verschoben  wurde;    diese  Richtung   ist  aber  ganz  willkührlich, 

mithin  -=—  unendlich  vieldeutig.    Diese  Unbestimmtheit  verschwin- 

CvZ 

det  nur  in  dem  einen  Falle,  wo 

10)  ^  +  %di  =  %\di+%W 

ist,  weil  sich  dann  1  -f-  t  —  hebt.   Die  vorstehende  Gleichung  zer- 
fallt in  die  beiden  folgenden 

v  du dv        dv  du 

'  Tx~dy'      dx~~~dy' 

und  diese  sind  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Differential- 

dw 
quotient  —  sowohl  von  der  Grösse    als  von  der  Richtung  der  Ver- 
dz 

Schiebung   des  Punktes  xy  unabhängig  ist.     Was  endlich  den  ge- 
suchten Differentialquotienten  betrifft,  so  hat  man  dafür 

dw du    .     ,dv_ 

dz        dx  dx 
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oder  auch 

dw  dv         .du 

dz         dy  8y 

Zu  den  Bedingungsgleichungen  11)  gelangt  man  auch  bei 
einer  anderen  Gelegenheit,  nämlich  durch  folgende  Betrachtung. 
,  Jede  Function  von  x  -\-  iy  hat  zwar  die,  Form  u  -\r  iv ,  aber,  um- 
gekehrt ist  nicht  jedes  u  -\-  iv  eine  Function  von  x  -f"  iffi  ™e 
man  z.  B.  an  #2  +  y2  +  %i%y  =  (x  -(-  *y)a  +  2ya  sehen  kann. 
Es  entsteht  daher  die  Frage  nach  den  Bedingungen,  welchen  u  und  v 
genügen  müssen,  wenu  die  Gleichung 

u  +  iv  =f(x  +  iy) 
bestehen  soll.     Aus  dieser    folgen  durch  partielle  Differentiationen 
die  zwei  Gleichungen 

deren  rechte  Seiten  bis  auf  den  Factor  i  übereinstimmen.    Es  muss 
daher 

IXdx  ^%dx)~dy    ^      dy 
sein,  welche  Gleichung  mit  Nro.  10)  identisch  ist  und  daher  wieder 
auf  die  unter  Nro.  11)  entwickelten  Bedingungen  führt. 

Durch  Zusammenfassung  der  vorigen  Ergebnisse  gelangt  man 

zu  folgendem  Satze:  wenn  w  =  u  -\-  iv  nicht  ein  blosser  Complex 

willkührlicher  Functionen   von  x  und  #,    sondern   eine   eigentliche 

Funötion  von  x  -j-  iy  ist,  so  gelten  immer  die  in  11)  aufgestellten 

d  to 
Bedingungen ;  dann  ist  aber  -j—  auch  nicht  unbestimmt  vieldeutig, 

*    az 

dy 
sondern  eine  ganz  bestimmte ,  von  dem  Verhältnisse  — —  unabhän- 
gige Grösse*). 


*)  In  seinen  Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathematique,  tome 
IV,  p.  346,  nennt  Cauchy  den  Ausdruck  u  -f-  iv  monogen,  sobald  u 
und  v  den  erwähnten  Bedingungen  genügen ;  dem  Obigen  zufolge  ist 
diese  Benennung  überflüssig,  und  braucht  man  nur  in  diesem  Falle 
u  -f-  iv  schlechthin  eine  Function  von  z  zu  nennen,  wie  es  Kiemann 
in  seiner  Inauguraldissertation  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  Functionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  Göttingen  1851, 
S.  8)  zuerst  gethan  hat. 
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In  den  erwähnten  Bedingungsgleichungen  können  übrigens  die 
Variabelen  u  und  v  gesondert  werden.  Differenzirt  man  nämlich 
die  erste  nach  x,  die  zweite  nach  y  und  subtrahirt  beide  Ergeb- 
nisse, so  erh&lt  man 

d*u     .    d*u 

12>  ■         z*  +  w  =  °> 

wird  dagegen  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenzirt,  so 
giebt  die  Addition 

13)  ?±  +  ¥l  -  0 

Demnach  genügen  u  und  v  einer  nnd  derselben  partiellen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung. 

Der  vorhin  erwähnte  geometrische  Sinn  der  Bedingungen  11) 
lässt  noch  eine  bemerkenswerthe  Relation  zwischen  den  Fignren  er- 
kennen, welche  entstehen,  sobald  einerseits  der  Weg  der  Variabelen 
z  in  der  Ebene  xy,  andererseits  der  Gang  von  w  =  /(*)  in  der 
Ebene  uv  construirt  wird.  Ertheilt  man  nämlich  der  Variabelen  z 
zwei  unendlich  kleine,  nach  verschiedenen  Richtungen  gehende  Zu- 
nahmen, deren  Grössen,  der  Unterscheidung  wegen,  mit 

d0Q)  =  dx(D  4"  *tfy<i)    und    dz(2)  =  dx(2)  +  *^Sf(») 
bezeichnet  werden  mögen,  so  erhält  man  in  der  Ebene  xy  drei  un- 
endlich nahe  an  einander  liegende,  im  Uebrigen  aber  ganz  beliebige 
Punkte  P,  Pi,  P2,  Fig.  9,  mit  den  Coordinaten 

x,  y\    x  Ar  dx(lh  y  +  dy(1);    x  +  dxWf  y  +  dym. 
Diesen  entsprechen  in  der  Ebene  uv  cbei  gleichfalls  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  Q,  Qu  Q2,  deren  Coordinaten  sind 

w,  v,    u  +  du(1),  v  +  dv0);   u  +  du(2),  v  +  dv(2), 
und  da  der  Differentialquotient 

dw   du  -(-  idv 

dz         dx  +  idy 
unabhängig  von  der  Richtung  der  Verschiebung  des  Punktes  P  ist, 
so  hat  man 


H) 


dW(X) dwQ) 


dzQ)         dz(2) 
Mittelst  der  Substitutionen 

dz(1)  =  PP1=r1(cos6l+isin  00,  dzw=PP2=r2(cos62  +  isin6%l 
dW(i)=QQi  =s1(cosq1+isinrj1),dw(2)=QQ2=s<i(cosri2  +tsmij2) 
erhält  man  aus  Nro.  14) 

fL[cos(^1  —  00  +  tritt  Oh  —  00]  =  ?L  [cos (rj2 — 02)  +  tön  (rj2  —  ö2)], 
*  i  t2 
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mithin 


£2 


=  — ,      r\\  —  #i  =  V*  —  Ös 


N 


oder 


—  =  — »       Ö2  —  öi  =  Ife 


fli. 


r2 s* 

fl        Äl 

Die  unendlich  kleinen  Dreiecke  PP\P^  und  $$1  §2  haben  also  das 
gleiche  Seitenverhältniss  PP2  •'  PP\  =  QQv-  QQi  nnd  gleiche  Zwi- 

Fig.  9. 


0 


0 


u 


schenwinkel  PiPP2  =  QiQ.Qi]  sie  sind  demnach  ähnlich.  Da  dies 

von  je  drei  unendlich  nahe  liegenden  und  einander  entsprechenden 

Punkten  beider  Ebenen  gilt,  so  kann  man  sagen :  irgend  eine  in  der 

Ebene  xy  gezeichnete  Figur  ist  auf  der  Ebene  uv  so  abgebildet,  dass 

die  entsprechenden  kleinsten  Theile  beider  Figuren  ähnlich  sind*). 

Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  die  Function  w=.tanz  oder 

u  -\-  iv  =  tan  (x  -\-  iy) , 

worin  nach  Formel  3)  auf  Seite  265  des  ersten  Theils 

2sin2x  e2*  —  e~2v 

15) 


u 


e*P  +  2  cos  2  x  -f  e-2«' 


v 


e2"  -f-  2cos2x  +  e"2" 


ist,  welche  Ausdrücke  den  Bedingungen  2)  genügen.  Lassen  wir 
zunächst  den  Punkt  xy  auf  einer  in  der  Entfernung  b  parallel  zur 
X- Achse  liegenden  Geraden  fortrücken ,  so  ist  y  constant  =  b,  da- 
gegen X  alsVariabele  zu  betrachten;  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den, vom  Punkte  uv  durchlaufenen  Curve  findet  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  6),  wenn  y  =  b  gesetzt  und  x  eliminirt  wird.  Man 
erhält  so 


*)  Die  Aufgabe ,  derartige  Abbildungen  herzustellen ,  löste  zuerst 
Gauss  in  einer  von  der  Kopenhagener  Akademie  gekrönten  Preisschrift 
(siehe  Schumachers  Astronomische  Abhandlungen;  Heft  3,  S.  5  bis  30). 
Die  hierauf  sich  gründende  Verwandtschaft  derCurven  behandelte  Sie- 
beck in  Crelle's  Journal  (Bd.  55,  S.  221). 

Sch  1  ftm  i  Ich,  Analysis.   II.  4. 
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u*  +   v*-2ßv+    1=0,  0  ==-5r^__; 

die  Curve  ist  demnach  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  B  um  /3  vom 
Coordinatenanfang  entfernt  auf  der  v- Achse  liegt,  und  dessen  Radios 

=  V/3*  —  1  ißt  (Fig.  10).    Wenn  ferner  der  Punkt  xy  eine  in  der 

Fig.  10. 


X       A       ♦ 


Entfernung  a  parallel   zur  y-Achse  liegende  Gerade  durchläuft,  so 
beschreibt  der  Punkt  uv  eine  Curve,   deren  Gleichung  aus  Nro  15) 
für  x  =  a  und  durch  Elimination  von  y  folgt,  nämlich       , 
u2  _|_  «,!  _|-N2aw  —  1=0,         a  =  cot2a. 

Diese  Curve  ist  gleichfalls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  A  um  —  o 
vom  Coordinatenanfang  entfernt  auf  der  u- Achse  liegt  und  dessen 

Halbmesser  =  V  a2  -(-  1  ist.  Dem  Durchschnitte  P  der  beiden 
Parallelen  in  der  as#-Ebene  entspricht  in  der  wt?-Ebene  derjenige 
Durchschnitt  Q  beider  Kreise,  dessen  Coordinaten 


2  sin  2  a 


,26    


26 


26 


e2b  +  2  cos  2  a  +  e~2b'     e2b  -f  2  cos  2  a  -f-  e~- 

sind;  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Strecke  PP\  entspricht 
der  unendlich  kleine  Kreisbogen  QQu  ebenso  der  Strecke  PP%  der 
Bogen  QQ*.  Da  die  Dreiecke  PXPP^  und  Q1QQ2  ähnlich  sind,  so 
müssen  sich  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  was  mittelst  ihrer 
Gleichungen  leicht  verificirt  werden  kann.  Einem  gitterförmigen 
Systeme  von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  x  und  y  entspricht  über- 
haupt (w  =  tanz  vorausgesetzt)  ein  System  von  Kreisen,  deren 
Mittelpunkte  auf- den  Achsen  der  u  und  v  liegen,  die  sich  rechtwinklig 
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schneiden  und  dabei  unendlich  kleine  Rechtecke  bilden,  welche  den 
Rechtecken  in  der  xy- Ebene  ähnlich  sind. 


IV.    Die  Integrale  synektisoher  Functionen. 


Bei  einer  reellen  Variabelen  z  wird  das  zwischen  den  Grenzen 
z  =  zQ  und  8  =  Z  genommene  Integral  von  f(z)dz  bekanntlich 
auf  die  Weise  gebildet,  dass  man  zwischen  z§  und  Z  eine  beliebige 
Reihe  von  Werthen  des  z  einschaltet,  etwa 

#0  <C  e\  <C  #2  •  •  •  •  <C  #n— i  <C  ^» 
die  Producte 

addirt  und  von  der  Summe  den  Grenzwerth  für  unendlich  wachsende 
n  und  gleichzeitig  unendlich  abnehmende  Z\  —  #0,  z%  — *i, . . .  ^ —  #n  — i 
aufsucht.  Diese  Definition  behält  auch  dann  noch  eine  klare  Be- 
deutung, wenn/(£r)  innerhalb  des  Integrationsintervalles  mehrmals 
unendlich  oder  discontinuirlich  wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wo 
f(z)  von  z  =  z0  bis  z  =  Z  endlich  und  stetig  bleibt ,  kann  man 
übrigens  statt  der  allgemeinen  Gleichung 


•  £1 

i6)  Jm 


dz 


*0 


=  .Lim [/•(*<>) (*i  —  *0)  -f/(*i)  (**  —  *i)  -\ +/(*n-i)  (Z  —  *„_, )] 

die  kürzere 

z 

17)  Jf{z)dz  =  F(Z)  -  F(z0) 

benutzen,  worin  F(e)  das  unbestimmte  Integral  von  f(z) dz  bedeu- 
tet. Die  inNro.  16)  angegebene  Definition  des  bestimmten  Integrales 
wollen  wir  auch  bei  complexen  z,  z0  und  Z  unverändert  beibehalten. 
Aus  der  Natur  einer  solchen  Veränderlichen  folgt  dann  sogleich,  dass 
es  einen  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man  ein  Integral  zwi- 
schen reellen  oder  zwischen  complexen  Grössen  nimmt.     Während 

4* 
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nämlich  ein  reelles  z  nur  auf  einem  Wege  von  z  =  z0  nach  e  =.  2 
übergeführt  werden  kann,  ist  dies  bei  einem  complexen  e  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich;  ein  bestimmtes  Integral  mit  complexen 
Grenzen  muss  also  vor  der  Hand  als  unendlich  vieldeutig  gelten,  und 
jedenfalls  bedarf  es  einer  Untersuchung  des  Einflusses,  den  verschie- 
dene Wege  des  z  auf  den  Werth  des  Integrales  haben  können.^ 

Da  es  sich  hierbei  (wegen  s  =  x  -\-  iy)  um  Integrale  mit  zwei 
unabhängigen  Variabelen  handelt,  so  schicken  wir  erst  eine  Bemer- 
kung über  gewisse  Doppelintegrale  voraus.  Es  bezeichne  nämlich 
0(x,  y)  eine  reelle  Function  der  beiden  Variabelen  #,  y,  und  die- 
selbe sei  endlich,  stetig  und  eindeutig  für  alle  x  und  y,  welche,  als 
rechtwinklige  Coordinaten  betrachtet,  Punkte  innerhalb  einer  be- 
stimmten geschlossenen  Curve  charakterisiren ;  ferner  möge  das  Dop- 
pelintegral 


ff 


dy 


Fig.  11. 


auf  alle,  jenen  Contour  nicht  überschreitenden  x  und  y%  d.  b.,  kurz 
ausgedrückt,  auf  die   geschlossene  Fläche  bezogen  werden*).     Inte- 

grirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf 
y,  so  hat  man  als  Integrations- 
grenzen für  y  die  zur  Abscisse  x 
gehörenden  Ordinaten  LP0  =  y0, 
LPX  =  T  (Figur  11),  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  eine  Parallele  zur 
y-  Achse  den  gegebenen  Umfang 
nur  zweimal  treffe;  die  Integra- 
tionsgrenzen für  x  sind  die  Ent- 
fernungen OL0=Xq  und  02>i=X, 
in  welchen  die  beiden  parallel  zur 
y-  Achse  an  den  Contour  geleg- 
ten Tangenten  die  Abscissenachse 
schneiden.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist  das  obige  Doppelintegral 


x 


v 


=  j  dxf^~ d»  ■-■=  J  <**[*(*.  *)  -  *(*,  th)] 

=  J  Q>(x,Y)dx  +  J  Q(x,y0)dx. 


*0 


*)  Setzt   man 


*  *  to  y) 
*y 


z  Z,  und   betrachtet  Z  als  dritte  Coordi- 

nate,  so   kann  man   das  Integral    durch  ein    Volumen    veranschaulichen 
(Thl.  I.,  §.  95). 
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Das  erste  Integral  rechter  Hand  bedeutet  die  Summe  aller  Producte 
von  der  Form  &(x,y)dx,  wenn  x  von  x0  bis  X  geht  und  statt  y 
jederzeit  die  Ordinate  des  Zweiges  AqPiAi  genommen  werden,  d.  h. 
kürzer,  das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  ein  ver- 
änderlicher Punkt  xy  den  Zweig  AqP\Ai  durchläuft.  Im  zweiten 
Integral  geht  x  rückwärts  von  X  bis  x0l  statt  y  sind  die  Ordinaten 
des  Zweiges  A\P^Aq  zu  nehmen;  das  Integral  entspricht  also  dem 
Falle,  wo  der  Punkt  xy  den  Weg  AiPqAq  zurücklegt.  Beide  Iute- 
grale  zusammen  geben  mithin  die  Summe  aller  Producte  von  der 
Form  <&(x,y)dx  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  xy  den  ganzen  Con- 
tour  in  der  Richtung  AqPiAiPoAq  einmal  durchläuft.  Demnach 
besteht  die  Gleichung 

>*>     SP*®**- 

worin  sich  links  die  Integrationen  über  alle  Punkte'  der  geschlosse- 
nen Fläche  erstrecken,  während  sich  die  Integration  rechts  nur  auf 
den  Umfang  derselben  Fläche  bezieht. 

Eine  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  das  Integral 


—  J®{*,y) 


dx. 


M,. 


ff 


8  V(x,  y) 

dx 


dxdy, 


ty>  ?0 


für  welches  der  Spielraum^  des 
xy  derselbe  wie  vorhin,  und  in- 
nerhalb dessen  W (#,  y)  gleichfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  sein 
möge.  Integrirt  man  zuerst  in 
Beziehung  auf  x  und  setzt  in 
Fig.  12  MQ0  =  ^MQX  =£, 
OMq  =  rjo,  OMi  =  1\  so  er- 
hält man  statt  des  genannten 
Doppelintegrales 


dV(x,y) 

dx 


dx 


/ 


dy[W(S,y)-  V (&,»)] 


=  JV($,y)dy  +  jW(£o,y)dy. 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  entspricht  dem  Wege  B0  QiBu  das 
zweite  dem  Wege  BiQoB*,  ihre  Summe  dem  ganzen  Umlaufe 
BtQxBiQoBol  man  hat  daher  analog  Nro.  18) 

fßZ&titoi,  =  fv(x,y)dy, 
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und  zwar  beziehen  sich  die  Integrationen  links  auf  alle  Punkte  der 
Fläche,  die  Integration  rechts  auf  die  Punkte  des  Umfanges,  wenn 
letzterer  in  der  Richtung  2?o  Qi-#i  Qo -#o  durchlaufen  wird.  Diese 
Richtung  ist  der  früheren  A0PiAiP0At  gerade  entgegengesetzt;  will 
man  daher  in  beiden  Integralen  rechter  Hand  die  nämliche  Richtung 
haben,  so  muss  man  dem  einen  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  ge- 
ben *);  es  ist  demnach  präciser 

1 9)  ffdV^y)  dxdp  =  -fw(x,y)  dy. 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  erhält  man  durch  Subtraction,  bei 
umgekehrter  Anordnung  in  kürzerer  Schreibweise 

20)    yw  +  vi9) = ff(™  -  £)***,. 

von  welcher  Gleichung  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Wie  früher  setzen  wir  • 

w  =/(#)    oder    u  +  iv  =  f(x  +  iy), 

und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  den  Werth  des  Integrales 

/(*)  dz 
für  den  Fall  zu  bestimmen,  dass  z  oder  der  Punkt  xy  eine  geschlos- 


s> 


Fig.  13. 


*)  Für  einen  kreisförmigen  Umfang  hat 
man  z.  B.,  wenn  a  und  b  die  Mittelpunkts- 
coordinaten,  r  den  Radius,  &  den,  veränder- 
lichen Centriwinkel  bedeutet, 


/  &(x,y)dx  = 


27V 


r  cosd,  b  +  r  sind)  r  sind  dd , 


X         o 

o 


/  iP(x,y)dy  =    /  W(a  —  rco86,  b-\-r8ind)rcosdd0 

271 


271 


=  —    /  *P(a  —  r co8d,  b-\-rsind)r  cos 6 dd. 


Die  Integrationsgrenzen  0  und  2n  bleiben  aber  dieselben,  wenn  r  varia- 
bel, d.  h.  eine  Function  von  0  wird. 


I 
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sene  Curve  durchläuft,  innerhalb  deren  f(z)  endlich,  stetig  und  ein- 
deutig bleibt   Vermöge  tfer  Werthe  von  f(e)  und  e  ist  nun  zunächst 

//(*)  de  =^   f(u  +  iv)  (dx  +  i  dy) 

=    I  (udx —  vdy)  4-  i  I  (vdx  +  udy), 

worin  sich  die  Integrale  rechter  Hand  auf  den  gegebenen  Gontour 
beziehen.  Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  u  und  v  reelle, 
endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  sind,  so  lässt  sich  jedes 
der  einfachen  Integrale  mittelst  der  Formel  20)  in  ein  Doppelinte- 
gral timwandeln,  mithin  ist  auch 

jM  u = yy(g + j>*+«/'/(S  -  ©** 

Gleichzeitig  hat  man,  weil  u  +  iv  eine  Function  von  x  +  iy  be- 
deutet, 


dy  +  dx       ü' 


dv  du 

dy        dx  ' 


die  vorigen  Doppejintegrale  verschwinden  also,  und  es  bleibt 

nf{z)dz  —  0, 


s> 


d.  h.  wenn  der  Integrationsweg  der  complexen  Variabelen  *e    aus 

einer   geschlossenen   Curve   besteht,    innerhalb    deren  /(#)  endlich, 

stetig  und  eindeutig  bleibt,  so 
hat  das  Integral  von  f(e)  de  im- 
mer den  Werth  Null. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt 
sich  unsere  eigentliche  Aufgabe 
sofort  lösen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich das  Integral  von/(#)  de  kurz 
mit  I(s),  sobald  die  Curve  s  den 
Integrationsweg  von  e  darstellt, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
/(^o^iJPoA)  =  0  oder 
UAoPiAJ  +  IiAiP.Ao)  =  0. 
Im  zweiten  Integrale    lässt  sich 

die  Bewegungsrichtung  umkehren,  wenn  gleichzeitig  das  Vorzeichen 

umgekehrt  wird;  es  ist  also 

1(4 -Pi4)  -  K4 -Po  4)  =  0 


— X 
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und  hieraus  folgt 

1{A*PXAX)  =  HAtPoAi).  • 

D.  h.:  durchläuft  die  Yariabele  z  in  gleichem  Sinne  zwei  verschiedene 
Wege  von  zQ  bis  Z,  so  erhält*  das  zwischen  diesen  grenzen  genom- 
mene Integral  von  f(z)dz  in  beiden  Fällen  denselben  Werth,  vor- 
ausgesetzt, da  ss  f(z)  sowohl  im  Inneren  als  auf  dem  Umfange  des 
von  beiden  Integrationswegen  eingeschlossenen  Raumes  stetig,  end- 
lich und  eindeutig  bleibt.  Noch  kürzer  lässt  sich  dies  ausdrücken, 
wenn  man  eine  Function  synektisch  nennt,  sobald  sie  die  eben- 
genannten Eigenschaften  besitzt;  der  Satz  lautet  dann:  das  Integral 
von  f(z)  dz  ist  so  lange  unabhängig  von  den  verschiedenen  Integra- 
tionswegen, als  f(z)  zwischen  jenen  Wegen  synektisch  bleibt  *).  * 

Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwendungen  dieses  Theoreme«, 
namentlich  um  zu  zeigen,  wie  dasselbe  zur  Ermittelung  der  Werthe 
von  bestimmten  Integralen  dienen  kann. 

a.    In  Fig.  15  sei  A  OBC  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  OA  =  a 
l?igt  15^  und  OB  =  b;   als  Integrationsweg  möge 

einmal  die  gebrochene  Linie  OAC,  das 
andere  Mal  die  gebrochene  Linie  OBC 
benutzt  werden.  Im  ersten  Falle  gebt  8 
erst  von  0  bis  a,  dann  von  a  bis  a  -f"  tb; 
im  zweiten  Falle  geht  z  erst  von  0  bis  ib. 
dann  von  i  b  bis  ib  -\-  a,  mithin  ist,  wenn  f{£) 
innerhalb  des  Rechtecks  synektisch  bleibt, 

a  a  +  ib  ib  ib  +  a 

ff{ß)d»  +  ff(*)ä$  =  J  Mi»  +   ff(*)dM. 

0  a  0  ib 

Im  ersten  Integrale  schreiben  wir  x  statt  z\  im  zweiten  Integrale  hat 
z  die  Form  a  4-  iy ,  wo  ^  von  0  bis  b  geht;  im  dritten  Integrale 
kann  z  =  iy  gesetzt  werden,  wenn  y  von  0  bis  b  wächst;  im  letzten 
Integrale  ist  z  von  der  Form  ib  +  #»  wo  x  von  0  bis  a  geht.  Diese 
Substitutionen  geben  zusammen 

ab  b  a 

Jf(%)  dx  +  ijf{a  +  iy)  dy  =  i  Jf{iy)  dy  +    /*/(«  +  x)  dx 


*)  Dieser  Fundamentalsatz  ist  zuerst  von  Cauchy  bewiesen  worden 
in  dem  Memoire  sur  les  integrales  definies  prises  entre  des  limites  ima- 
ginaires.  Paris  1826.  Die  Benennung  „synektisch"  hat  Cauchy  später 
eingeführt  in  der  Abhandlung:  Sur  les  rapports  differentiels  des  quan- 
tites  geometriques  etc.  (Comptes  rendus,  1855,  p.  447).  Unter  den  verschie- 
denen Beweisen  des  Theoremes  zeichnet  sich  der  obige,  ausRiemann's 
Inauguraldissertation  entnommene,  durch  Eleganz  und  Strenge  aus. 
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oder  bei  anderer  Anordnung 

a  a  b  b 

21)  ff(x+il)dx—ff(x)äx  =  i[ff(a-\-iy)äy-ff(iy)dy\. 

0  k  0  0  0 

Hiernach  ist  z.  B.  für  f(z)  =  £""**,  wenn  sowohl  die  reellen  als 
die  imaginären  Theile  beiderseits  verglichen  werden 

a  ab 

e**  I  er**cos2bxdx  =   J  e~x*dx  +  e-a%  I  &%sin2aydy 

0  0  0 

a  b  b 

eP  J  er**sin2bxdx  =    I  e**dy   —  era*    I  &%cos2aydy. 

*  0  0  0 

Bei  unendlich  wachsenden  a  nähern  sich  die  Producte 

b  b 

e~a*  J  &%sin2aydy  und  era*   I  evacos2aydy 
o  o 

der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null ,  weil  jedes  der  beiden  Integrale 
einen  endlichen,  zwischen 

6  b 


+    I  e»*dy  und   —     I  e**dy 


o  o 

liegenden  Werth  besitzt;  man  erhält  demnach 

22)         f  erx%co$2bxdx  =  er"6*   I e~x*dx  =  \Vne~*, 
o  o 

/b 
er**sin2bxdx  =  e~b*   f  ev*dy. 
o 

b.  In  demselben  Rechtecke  wie  vorhin  nehmen  wir  erst  die  Dia- 
gonale 0  C,  nachher  die  gebrochene  Linie  0  A  G  als  Integrationsweg. 
Um  den  geradlinigen  Gang  des  Punktes  z  =  x  +  *V  auszudrücken, 
rauss  in  dem  Integrale 

a  +  ib  o  +  ift 

/  f(z)  dz  =    I f(x  +  iy)  (dx-+  i  dy) 

o  o 

y  =  — x  gesetzt  und  x  von  0  bis  a  ausgedehnt  werden;  das  Inte- 
gral verwandelt  sich  damit  in 


(l  +  iir)ff('  +  i'7m)*k 
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Die  Integratioo  längs  der  gebrochenen  Linie  OA  Cwird  ebenso  wie  bei 
der  vorigen  Anwendung  ausgedrückt,  und  daher  gilt  die  Gleichung 

a-T^ff(r^x)dx  =  ffix)dx  +  *\A(a + iy)d9' 

0  0  0 

Substituirt  man  noch  a  =  ayt  b  =  ßy,  linker  Hand  x  =  «|  und 
rechts  y  =  yrj,  so  erhält  man 

24)    (cc  +  iß)Jf[(u  +  iß)Z]d£=J}(x)dx  +  iyJffr^ 

0  0  0 

Hiernach  ist  z.  B.  für/($)  =  e~**,  wenn  die  reellen  und  im*  . 
ginären  Bestandtheile  beider  Seiten  verglichen  werden, 

a  je-to*-ß*)Pcos(2u(}&)d£  +  ß  J  (r&-P>& sin (2aß&) dl 

0  0 

ay  ß 

=    Le-X*dx  —  yer-«V  j<^Wsin{2ayr^)d'q, 

0  0 

0  ]e-W-Prt%cos(2aß&)dl  —  a  y  e-<*-/^*w(2a/Sg*)dg 

0  0 

_  ye-«sy2   /cy*^cos(2ay^2)rfij. 
o 
Jedes  der  auf  17  bezüglichen  Integrale  hat  einen  zwischen 

0 

und    /  tfV(—  l)rfif  =  -  /3c^y* 
0 
liegenden  Werth,  und  daher  sind  die  letzten  Ausdrücke  beider  Glei- 
chungen unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

eßye-(a*-ß*>y* 

enthalten,  wo  6  zwischen  —  1  und  -f  1  liegt.  Vorausgesetzt,  dass 
«2  >„ß*  ist,  convergirt  dieses  Product  gegen  die  Null,  wenn  y  un- 
endlich wächst,  und  es  bleibt  dann 


•/• 
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0  o 

woraus  folgt 


o 

/■ 


(rW-P)&co$(2*ß&)dZ  =  |V* 5 , 


I 


>  «2  >  0*. 


(^-/^8sw(2a0£9rig  =  \Vit £ , 

o  «2  +  03    J 

Für  a2  —  /S2  =  a,  2a/J  =  &,  wo  a  nothwendig  eine  positive  Con- 
stante  sein  muss,  erhält  man  noch 


,5)  /^.M,«_^V^^. 

0  ' 


0 

wofür  kürzer 


/■ 


2Va  +  i5 


geschrieben  werden  kann,  falls  Va  +  fft  eindeutig  genommen  wird*). 


V.  Die  Integrale  asynektischer  Functionen. 

Das  Fundamentaltheorem  des  vorigen  Abschnittes  gilt  zwar  nicht 
mehr,  wenn  der  Integrationsweg  des  e  durch  einen  Punkt  geht  oder 
einen  Punkt  einschliesst,  in  welchem  f(z)  mehrdeutig,  unendlich  oder 
discontinuirlich  wird,  es  kann  aber  dazu  dienen,  um  gewisse,  im 
Folgenden  näher  bezeichnete  Punkte  dieser  Art  zu  umgehen.  Die 
Eindeutigkeit  einer  Function /(#)  wird  nämlich  dadurch  nicht  ge- 
stört, dass/(#)  sich  an  irgend  einer  Stelle  sprungweis  ändert  oder 
unendlich  wird,  wie  z.  B.  der  Bruch  1  :  (c  —  #),  bei  welchem  für 


*)  Die  Formeln  21),  24)  und  eine  Reihe  ähnlicher  Bind  zuerst 
von  Cauchy  entwickelt  worden.  Siehe  dessen  Memoire  sur  les  inte- 
grales definies  (Memoires  presentes  ä  l'academie  des  sciences.  Tome  I, 
'  1827),  sowie  die  Abhandlung  Recherche  d'une  formule  generale  qui  four- 
nit  la  valeur  de  la  plupart  des  integrales  definies  connues  et  celle  d'un 
grand  nombre  d'autres  (Annales  de  Gergonne,  T.  XVI  et  XYII). 
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z  =  c  beide  Fälle  zugleich  eintreten.  Wir  wollen  daher  künftig  vor- 
aussetzen ,  dass  /(#)  innerhalb  bekannter  Grenzen  eindeutig  bleibe, 
aber  innerhalb  derselben  Grenzen  beliebig  vielmal  discontinuirlich 
oder  unendlich,  oder  beides  zugleich  werden  könne;  die  Punkte,  in 
denen  solche  Fälle  eintreten,  mögen  Ausnahmepunkte  heissen. 

Wie  die  Integrale  solcher  asynektischer  Functionen  zu  behan- 
deln sind,  wird  die  folgende  Untersuchung  zeigen ;  sie  theilt  sich  in 
zwei  verschiedene  Discussionen ,  je  nachdem  die  vorkommenden 
Ausnahmepunkte  auf  dem  Integrationswege,  oder  innerhalb  eines 
geschlossenen  Integrationsweges  liegen. 

A.     In  Fig.  16  sei  AB  CA  ein  in  sich  zurücklaufender  Inte- 
yjg.  iq  grationsweg,  auf  welchem  ein  ein- 

ziger    Ausnahmepunkt      T    liegen 
möge;  mittelst  einer  beliebigen,  in- 
nerhalb des  Contours  AB  CA  gezo- 
genen Linie   UVW  lässt  sich   nun 
leicht    ein    neuer   Integrationsweg 
ABCWVU  herstellen,  bei  welchem 
der  Punkt  T  so    umgangen   wird,, 
dass  derselbe  ausgeschlossen  bleibt. 
—      Für  diesen   neuen  Integrationsweg 
gilt    das   Fundamentaltheorem    des 
Abschnittes  IV,  es  ist  also 
KJJABCW)  +  I(WVÜ)  =  0 
oder  KJJABCW)  =  1(ÜVW). 

Man  kann  nun  den  Integrationsweg  UVW  dem  Ausnahmepunkte  T 


Fig.  17. 


beliebig  nahe  kommen  lassen,  und 
dann  nähert  sich  der  Integrations- 
weg UABCW  mehr  und  mehr 
dem  gegebenen  Integrationswege 
TAB  C  T;  das  gesuchte  Integral  er- 
scheint jetzt  als  der  Grenzwerth,  ge- 
gen welchen  das  Integral  KJJVW) 
convergirt,  sobald  der  Weg  UVW, 
wofür  man  einen  aus  dem  Mittel- 
punkte T  beschriebenen  Kreisbogen 
wählen  kann,  unendlich  abnimmt. 

Als  Beispiel   diene    das  Integral 
(Fig.  17) 

dz, 


/■ 


z 
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und  zwar  bestehe  der  Integrationsweg  aus  einem  mit  dem  Radius 
OB  =  b  aus  dem  Coordinatenanfange  beschriebenen,  nur  positive 
x  enthaltenden  Halbkreise   ABC  nebst    dem   zugehörigen  Durch- 

messer  CA.     Da  die  Function für  8  >  0  und  beliebige  posi- 

tive  x  synektisch  bleibt,  dagegen  für  e  =  0  unendlich  und  zu- 
gleich discontinuirlich  wird,  so  ist  der  Coordinatenanfang  der  einzig 
vorhandene,  auf  dem  Integrationswege  liegende  Ausnahmepunkt. 
Zur  Umgehung  desselben  wählen  wir  einen  mit  dem  Radius  Oü=r 
beschriebenen  Halbkreis  und  erhalten 

I(ABC)  +  I(CW)  +  I(WVü)  +  I(ÜA}  =  0 
oder 

I(ABC)  +  KCW)  +  I(UÄ)  =  I(UVW). 
Im    ersten  Integrale  substitniren  wir  z  =  be*0,    im   zweiten  und 
dritten  e  =  iy,  im  vierten  z  =  re'0;  dies  giebt 

1   TT 


2 


1 
271 


und  bei  verschwindenden  r 


~2n  +b 


i    fe-b(cosO+isinß)dß  +      Ct-lldy    =   —  in, 


1  -*        ^ 


womit  der  Werth  des  Integrales ,  bezogen  auf  den  gegebenen  Inte- 
grationsweg, bestimmt  ist.  Durch  Vergleichung  der  imaginären  Be- 
standteile findet  man  noch 


Je-bCoso  cos 'Q> sin  ff)  ds  —    J-^^-dy  —  —  tt, 

Vi»  -*    y 

oder,  wie  leicht  zu  sehen  ist 


6  \n 


2  J?üll  dy=it  —  2Je-^ose  Cos(bs<in  0)dff. 

O  0 

Lässt  man  b  unendlich  wachsen  und  berücksichtigt  die  für  positive 
u  geltende  Relation 


62 
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,  —  u 


=  *< 


1  +  i«f 


Fig.  18. 


anwen- 


so  gelangt  man  zu  der  Formel 

27)  f«*Md9* 

Die  an  dem  vorstehenden  Beispiele  gezeigte   Operation  lässt 

sich  folgendermaassen    auf  das  all- 
gemeine Integral    /  f(z)  dz 

den.  In  Fig.  18  bedeute  T  den 
einzigen  ,  auf  dem  Integrations- 
wege  AB  CA  liegenden  Ausnahme- 
punkt, dessen  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  £  und  rj  heissen  mögen;  in 
T  sei  eine  Tangente  ST  an  den 
Integrationsweg  gelegt  und  ^-  TSX 
=  r,  endlich  sei  mit  dem  Radius 
TF  =  r  um  T  ein  Halbkreis  be- 
schrieben ,  welcher  die  Tangente1 
S  T  in  F  und  D  schneidet.  Zieht 
man  noch  die  Linien  AF  und  DG, 
so  erhält  man  einen  neuen  Contour  ABCDEFA ,  welcher  den 
Punkt  T  ausschliesst  und  mittelst  hinreichend  kleiner  r  immer  so 
construirt  werden  kann,  dass  er  keinen  etwa  sonst  noch  vorhandenen 
Ausnahmepunkt  enthält.     Wie  früher  ist  nun 

I(FABCB)  =  I(FED) 

oder,  wenn  für  irgend  einen  Punkt  des  Halbkreises 

x  =-.  £  +  rcosd',     y  =  rj  -f  r sind, 
mithin 

z  =  x  +  iy  =  |  +  i V  +  re*&  =  %  +  rei9, 
gesetzt  wird, 

J(FABCD)  =  i  l'fü  +  re**)re**  d&. 

r+  n 
Bei  unendlich  abnehmenden  r  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  das 
Product 

einer  bestimmten  Grenze  nähern,  welche  A  heissen  möge;  die  vorige 
Gleichung  geht  dann  in  die  folgende  über 
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I(TABCT)  =  i  fldd' 

td  wenn  überdiess  A  unabhängig  von  &  ist,  so  wird 

I(TABCT)  =  —  ixk 

n  dieses  Resultat  in  einer  Formel  darstellen  zu  können,  wollen 
r  mit 

Jm  ^ 

i  Integral  bezeichnen,  auf  dessen  geschlossenem  Integrationswege 
1  einziger  Ausnahmepunkt  vorkommt ;  wir  haben  dann  die  Formel 


(n) 


f(g)de  =  -  inl,    X  =  Lim[6fß  +  ö)], 


>rin  zur  Abkürzung  re1*  =  d  gesetzt  worden  ist. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
ehrere  Ausnahmepunkte  T\,  T2,...TII  auf  dem  Integrationswege 
»gen.     Bezeichnet  man  das  betreffende  Integral  mit 


Xsn) 


f(z)dz 


id   wiederholt  die  vorige  Betrachtung    für  jeden    einzelnen  Aus- 
ihmepunkt, so  erhält  man  x 


/ 


f(z)äz  =  —  inßi  +  A2  -\ f- A«), 

(an) 
orin  die  einzelnen  Grenzwerthe  durch  die  Formel 

A*= -Km  [*/(&  +  «)] 
^stimmt  werden. 

B.    Ist  zweitens  T  in  Fig.  19  ein  Ausnahmepunkt,  AB  CD  ein 


Fig.  19. 


um  denselben  herumgehender  Inte- 
grationsweg von  der  Beschaffen- 
heit, dass  weder  im  Inneren  noch 
auf  der  Peripherie  von  AB  CD  ein 
zweiter  Ausnahmepunkt  und  eben 
so  wenig  ein  Verzweigungspunkt 
liegt,  ist  ferner  A'B'  CD'  ein  an- 
derer Integration  s weg  von  derselben 
Eigenschaft,  so  kann  man  mittelst 
der  beiden  Verbindungslinien  AA' 
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• 

und  CC  zwei  neue  geschlossene  Curven  ABCC'B'A'  und 
ADCC'D'A'  herstellen,  von  denen  Keine  den  Ausnahmepunkt  T 
enthält.  Es  gilt  daher,  wenn  diese  beiden  Curven  als  Integrations- 
wege genommen  werden,  die  Gleichung 

I(ABCC'B'A')  =  I(ADCC'D'A'), 

aus  welcher  durch  Zerlegung  folgt 

I(ABC)  +  I(CC')  +  l(C'B'A')  +  I(A'A) 
=  I(ADC)  +  I(CC)  +  IiC'D'A')  +  I(A'A)\ 

nach  Hebung  der  beiderseits  vorkommenden  Integrale  T(CC)  und 
I(A'  A)  hat  man  auch 

1{ABG)  —  I{ADC)  =  —  I(C'B'A')  +  I(C'D'A') 

oder,  wenn  im  zweiten  Integrale  links  und  im  ersten  rechts  die 
Richtung  des  Weges  entgegengesetzt  genommen  wird, 

I(ABC)  +  I(GDA)  =  I(A'B'C)  +  1{C'D'A!) 
1(ABCDA)  =  I{A'B'C'D'A'). 


Fig.  20. 


Die  Integration  längs  AB  CDA  liefert  also  den  nämlichen  Werth, 

wie  die  Integration  längs  Ä B' C D'  A\ 
falls  f(ts)  auf  und  zwischen  beiden 
Wegen  synektisch  bleibt. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man 
einen  gegebenen  Integrationsweg  auf 
einen  kleineren,  z.  B.  auf  einen  unend- 
lich kleinen ,  aus  dem  Mittelpunkte  1 
beschriebenen  Kreis  zurückfuhren. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


Ja  — 


dz, 


worin  a  eine   reelle  positive  Constante 
bezeichnen  möge.  Der  Ausnahmepunkt 
T  liegt  hier   auf  der  «-Achse    in   der 
Entfernung  OT  =  a  (Fig.  20);     für 
alle  übrigen  positiven  x  und  beliebige 
y  bleibt  die  unter  dem  Integralzeichen 
stehende  Function  synektisch ;   das  In- 
tegral   erhält   also    denselben     Werth, 
_  man  erst  einen  aus  dem  Mittelpunkte  0  mit  einem  beliebigen 
Radius  b  >  a  construirten  geschlossenen  Halbkreis  als  Integrations- 
weg nimmt,    und  nachher  0  einen  vollen,  aus  dem  Mittelpunkte   T 


wenn 
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»eschriebenen  Kreis  durchlaufen  lässt,  dessen  Halbmesser  r<^b—~a 
ein  muss.    Dies  giebt  zunächst  * 

I(AB)  +  I(BCA)  =  'I(A'B'  CA1)-, 

m  ersten  Integrale  setzen  wir  z  =  iy,   im  zweiten  z  =  beW,  im 
.ritten  z  =  a  —  re—'&  und  erhalten 


b  —\n 


-dy  +    / — —         ,   .   mb(—sin8  +  icos0)d0 

a  —  %y    *        J  a  — b(cosO  +  i Sinti)  ■  ' 

271 

=  i    I  €~ (<*—rcosd'  +  ir8ind)(Jlfr 
0 

3ividirt  man  mit  t  und  vergleicht  dann  beiderseits  die  reellen  Theile, 
so  findet  man 


b 

Cacosy  +  psiny 
J         a?  +  y2         y 


—  6 

In 

Ie-bco>e[(g—bcosd)cos(6  —  bsin6)--bsin0sin(0—bsin0)] 
..  a*  —  2abco.s0+b2 

271 


2 

=f: 


+  e~a  I  ere08*cos(r$in&)dd' 


o 
und  hieraus  wird  für  b  =  oo    und  r  =  0 


28) 


facosy±ysinyd  y  =  2ne-a 

— 00 


Bezieht  man  in  dem  analogen  Integrale 


J  a 


+  * 


dz 


die  Integration  auf  denselben  Halbkreis  wie  vorhin,  so  ergiebt  sich, 
weil  hier  kein  Ausnahmepunkt  vorkommt,  dass  der  Integralwerth 
verschwindet;  es  ist  daher  auch  für  b  —  oo  der  reelle  Theil 


Tacosy  —  ysiny       _ 
J        a*  +  y*         y 


29)  J         a*  +  y* 

—  OD 

Sclilömilch,  Analysis.     II.  Ö 
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Aus  den  Gleichungen  28)  und  29)  folgt  noch 


00 


oo 


0 


0  0 

worin  a  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante  sein  nnm 
IHe  zweite  Formel  giebt  übrigens,  wie  man  aus  Nr.  27)  ersieht,  auch 
für  a  =  0  ein  richtiges  Resultat. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  an  dem  vorigen  Beispiele  ge- 
zeigte Operation    zu  verallgemeinern.      Ist   nämlich    T  der  einzige 
Fig.  21.  Ausnahmepunkt    innerhalb    der    beiden  ge- 

schlossenen   Integrationswege   A  B  CD  und 
A'B'C'D'  (Fig.  21),  mithin 

I(ABCD)  ==  I(A'B'C'iy)9 
so  nehme  man  für  letzteren  einen  aus  T  mit 
dem  Radius  r  beschriebenen  Kreis  von  hin- 
reichender Kleinheit,    und    transformire  das* 

zweite  Integral  in  Polarcoordinaten.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  von  T  mögen  { 
und  r\  heissen;  für  alle  Punkte  des  Kreises 
A'B'C'D'  ist  dann 

x  =  £  +  r  cos  fr,    y  =  rj  -\-  r  sin  fr 
oder,  wenn  x  -\-  iy  =  z,  %  +  ir\  =  %  gesetzt  wird, 

z  =  £  +  re*&, 
mithin 

I(AB  CD)  =  ijfil  +  r<**>)  r  e**>  dfr,        ? 

worin  fr0  den  Anfangswerth  von  fr  bezeichnet.  Bei  unendlich  ab- 
nehmenden r  wird  hieraus,  wenn  man  die  in  A  eingeführte  Be- 
zeichnung beibehält 

#0  +  2  7! 

I(ABCT))  =  ijkäfr  =  i.2nL 

Um  dieses  Resultat  durch  eine  Formel  darstellen  zu  können,  wollen 
wir  ein  Integral ,  welches  sich  auf  einen  geschlossenen ,  nur  einen 
Ausnahmepunkt  enthaltenden  Integrationsweg  bezieht,  mit 

Jf(ß)ä» 

(Oi) 

bezeichnen;  wir  haben  dann  die  Gleichung 

/(*)  dz  =  2  inl,         l  =  IAm  [8f(i  +  d)] 
(<h) 


/' 
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Dieses  Ergebniss  läset  sich  mit  Leichtigkeit  auf  den  Fall  aus- 
Fig.  22.  dehnen,   wo    innerhalb    des   ge- 

schlossenen Integrationsweges 
zwei  Ausnahmepunkte  Ti  und  T2 
vorkommen,    welche    durch    die 
Coordinatencomplexe£i  =  |x  -f-  *^i 
und    £2  =  £2   +  *^2   bestimmt 
sein  mögen.     Eine  Querlinie  A  C 
theilt      nämlich      den      Umfang 
AB  CDA  (Fig.  22)  in  zwei  ge- 
-X        schloßsene  Curven,  und  es  ist  da- 
bei  immer    möglich,  AG  so   zu 
legen,  dass  der  eine  Theil  AB  CA  nur  den  einen  Ausnahmepunkt  Tx, 
der  andere  CDAC  nur  den  Punkt  T2  enthält.     Für  die  einzelnen 
Theile  ist  nun  nach  Nro.  32) 

I(ABCA)  =  2iitXx,      I(CDAC)  =  2iitk2; 
andererseits  hat  man  durch  Zerlegung 

I  (AB  CDA)  =  I(AJBCA)  +  I(ACDA) 

=  I(ABC)  +  I(CA)  +  I(AC)  +  I(CDA); 
das  zweite  und  dritte  Integral  rechter  Hand  heben  sich,  und  für  die 
übrigen  kann  man  ihre   vorhin  bestimmten  Werthe  setzen,   wodurch 
entsteht 


/• 


f(z)dz  =  2?jr(^  +  A2). 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  allgemeine  Formel  *) 

f(z)dz  =  2iit(k1  -f-  A2  +  ....  -|-  A„) 

M 

kt  =  IAm[df£k+d)l 

Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  das  Integral 

dz. 


fr») 


/: 


1       +      *2« 

worin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  z  einen 
über  der  a?- Achse  liegenden  geschlossenen  Halbkreis  durchlaufen  soll, 
dessen  Mittelpunkt  der  Goordinatenanfang  und  dessen  Radius  B^>\ 

ist.     Die  eindeutige  Function 

z2*> 

/w  = 


1  +  z2« 


*)  Diesen  Satz  hat  Cauchy  gefunden  und  unter  etwas  anderer  Form 
in  dem  schon  erwähnten  Memoire  sur  les  integrales  definies  dargestellt. 

5* 


68  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

wird  so  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirliih ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  exi stiren  demnach  2  g  Aus- 
nahmepunkte, deren  z  die  Werthe  von  y  —  1  sind,  nämlich  (Theil  L, 
Seite  257) 


c.  7t  ,       7t 


*  37t    ...    Bn 


.              (2g-l)3r    .    ,.(2g-  \)n 
£q  =  cosy      „_ 1-  istn> 


2g 


c.  7t  .       .  %  . 

6«  +  i=cm—  —  ^tn  — ,    £?  +  2 


2« 

3  TT 


3?r         .   t 

cos— tsin-— 

2g  2g 


'                   (2q  —  l)7t        .  .   (2g—  l)ar 
*«•  =  C0S^ tSm ST" 

Von   diesen  -  2  g   Ausnahmepunkten    liegen    die  g  ersten    über,    die 

g  übrigen  unter  der 
Abscissenachse;  die 
letzteren  fallen  ausser- 
halb des  vorhin  ange- 
gebenen Integrations- 
weges und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  23  zeigt 
die  oberen  Ausnahme- 
punkte für  den  Fall 
x  g  =  4).     Das  Inte- 

1  gral  besteht  nun  aus 

den    beiden    Theilen 

1(A0B)  und  I(BGA)\  im  ersten  schreiben  wir  x  für  z%  im  zweiten 

substituiren  wir  z  =  iJe'ö  und  erhalten 


'/    ,■■■  v    Jl\ 


B 


R 


n 


c   x*p     .    ,  .  rR*p+iewp+vo 

Jr+^dX  +  lJ    1  +R>*e<>*Ode 
=  2i7c(Xl+l,  +  l3  +  .  .  .  +  lq). 

Nennen  wir  £    irgend  eine  der  Wurzeln  fi,  £2*  •••£?,   so  gehört 
dazu  der  Grenzwerth 

-^^+(g  +  d)^-^Wl+^+(2g)1^-^  +  (2g)2£^d2+... 

oder  wegen  £q  =  —  1   und   nach   Hebung  von  d  im   Zähler   und 
Nenner 

£2p  £2p  +  l 


k  = 


(2g)i£ 


«-1 


H 
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Dies  giebt,  wenn  zur  Abkürzung =  ß  gesetzt  wird, 

Xi  -f-  A3  -|-  A3  +  •  •  •  +  kq 
= —le'ß  +  e3iß  -f  ehiß  +  •  •  •  +  e^-^ß 

~  ~~  ~2q    "  1  —  e2iß  5       ' 

ilarinistc2<?,'/5=co5  2g/3  4-*s*w2g/J=cos(2i)+  1)#  +  isin(2p-\-  \)n 
=  —  1,  folglich 

^1     +     *"2     +    A3    -f-    •    •    •    +    kq 

1  cas/J  4-  isinß  1  cos/5  -f-  isinß 

^^^  ■      -^—  •  —  ^^^  ■—      ■  •  — ——— — ^— — — — — — ^— — — 

q       1  —  cos  2  ß  —  isin2ß  %       2  sinß  (sinß  —  i  cosß) 
1           %       % 

-  -  7 '  äS?  -  ~  2qsin(lP  +  V*' 


2« 


Man  hat  demnach  die  Integralformel 

R  71 


J  TT^dx  +  V  1  +#•*•<*  dÄ 


— ä  0 


.    (2p +  1)* 


2g 

Lässt  man  R  ins  Unendliche  wachsen  und  setzt  2p  -f-  1  <  2  #  vor- 
aus, so  convergirt  das  zweite  Integral  linker  Hand  gegen  die  Null, 
und  es  bleibt 


—00  gszn 


a?2*>       ,  ?r 

a#  = 


oder  22 


/ 


*"      <*«  = ,*    ,    ^     ,      2p+l<2<f. 


0  '  2gsm         ^ — — 

2g 

Mittelst  der  Substitutionen 

—        2«  -+-  1 
x**  =  t,     *  =  <»t,        4  J       =  ft, 

wobei  t2*  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  erhält  man  noch  die 
Formel 
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qn  /  ,    ,      dt  =  - ,   0  <  (i  <  1, 

o 
welche  in  Tbl.  I,  S.  429,  auf  anderem  Wege  entwickelt  wurde. 

Besondere  Aufmerksamkeit    verdient   noch  der  Fall,    wo    das 
Product 

bei  verschwindenden  0"  unendlich  wird;  das  Integral,  bezogen  auf 
den  mit  r  beschriebenen  Kreis,  erhält  dann  die  Form 


l 


die  ebenso  vieldeutig  und  unbestimmt  ist,  wie  z.  B.  die  Ausdrücke 
g ,  0  .  Qo  n.  dergl.  *).  In  solchen  Fällen  müss  man  das  bisherige 
Verfahren  auf  passende  Weise  modificiren ;  wir  wollen  dies  an  Bei- 
spielen zeigen,  da  sich  eine  allgemeine  Regel  nicht  geben  lässt. 

Bezeichnet  p  eine  ganze  positive  Zahl,  so  fuhrt  die  gewöhnliche 
Substitution  e  =  f  -f-  r&&  zu  der  Gleichung 


r  "<**  _ ,  AL±_r£ü)!wft 


deren  rechte  Seite  für  r  =  0  die  oben  erwähnte  unbestimmte  Form 
erhalten  würde;   dagegen  ist  nach  dem  binomischen  Satze 

dz 


r  gpd 
J  (*  — 


-JM 


#0+271 
P 


e-i& 


+  täit*-1  +  CP3)£p-2rc«#  H \d& 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


I     r  r 

bei  verschwindenden  r.    Dagegen  hat  man  für  jedes  endliche 

•9*+»*  .     f?+an 

!  [TT® **  =  y  (CM*  ~  ,W'tt*)d*  =  °. 

„Bd  dies  bleibt  auch  für  beliebig  kleine  r  richtig. 
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z*äz 


A 


(*  -  ö» 


=  ZinpQ*—1. 


Die  Grösse  von  r  bleibt  hier  ganz  willkürlich;  das  Resultat  gilt  da- 
her auch  für  verschwindende  r. 

Wegen  einer  späteren  sehr  wichtigen  Anwendung  betrachten  wir 
noch  die  Integrale 


m»>  /&»•  /jß 


z)  -dg 


wobei  der  Integrationsweg  eine  geschlossene  Curve  sein  möge,  auf 
und  innerhalb  welcher  F(z)  synektisch  bleibt.  Das  erste  Integral 
bietet  keine  Schwierigkeit,  weil  sich  hier 

r  **f(t  +  r  #*)  =  F(t  +  r  **) 
der  endlichen  bestimmten  Grenze  F(£)  nähert;  es  ist  daher 

32)  fj~l  d*  =  2in  F(& 

Im  zweiten  Integrale  tritt  der  vorhin  erwähnte  Ausnahmefall 
ein;  man  kann  ihn  aber  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  erst  das 
'    Integral 

F{») 


A 


dz 


betrachtet  und  nachher  &  in  £  übergehen  lässt.  Als  Werth  des  vor- 
stehenden Integrales  findet  man  nach  der  bisherigen  Methode  oder 
durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 

&%7t r r 

bl   —  b 

also  für  &  =  £  +  h 


A 


*M  *.=  2i.F<t  +  s>-F® 


(,-{)(#— t—h) 

und  bei  verschwindenden  h 

(^id*  =  2,*sr-F"^)- 

Dieses  Verfahren  lässt  sich  ohne  Mühe  verallgemeinern  und 
«war  giebt  dasselbe,  falls  £,  £n  £2»  •  •  •  £n  von  einander  verschieden 
sind, 


A 
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P F(z)dz 

J  (*-£)(*-&,)(*-£»)...(*-&.) 

_  2,_  f |X0 l 

"" a*   Itt-  W(C  -  Mtt  -  W  -  (5  -  W 

, mo 

+  (gi  -  0  (Ci  -  52)  (ti  -  W  •  •  •  (Si  -  5«) 

■     . *&) 

+  (Ci  -  0  &  -  M  &  -  C>)  •  •  •  (b  -  &) 


,  . IXW 1. 

^  (fc.  -  fc) «.  -  St)  (&.-  W«  .(6.-6- 1)' 

Nimmt  man  specieller  £i  =  S  -f-  A,  £a  =  £  +  2Ä,  £3  ^=  S  +  3Ji 
u.  8.  w.,  so  erhält  man  hieraus 

J  (z  —  g)(z—  Z  —  h)(z  —  t  —  2h)  . . .  (z  —  £  —  nh) 

(-  1)"  2  in     (»),  F(t)  —  (w),  F(j  +  h) +  (n)iF(t  + 2h)  —  ■  ■  • 
1  .  2  .  .  .  n  '  ä" 

oder,  wenn  rechter  Hand  die  Anordnung  der  Summanden  umgekehrt 
wird, 

p .  F(s)  dz 

J  (#  —  »(*  — 6  — *)(*  —  £  — 2*)...  (*  —  :—»*) 

~~  X  .  2  .  3  .  .  .  n  '     ^fi»    '  6  ~~  *' 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  4%=h 
folgt  noch 


33) 


r  F(z)dz  2 in 


Der  hier  vorkommende  Ausnahmepunkt  ist  gewissermaassen  als 
ein  (n+  l)facher  zu  betrachten,  weil  sich  in  ihm  die  n  +  1  vor- 
herigen Auenahmepunkte  vereinigt  haben. 

VL  Die  vieldeutigen  Integrale. 

Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  stillschweigend  ange- 
nommen, dass  der  Integrationsweg  eine  einfache  geschlossene  Curve 
ßei,  welche  einen  gegebenen  Ausnahmepunkt  nur  einmal  umläuft- 
diese  Beschränkung  Rollen  wir  jetzt  aufheben,  »also  eine  mehrmalige 
Umkrei8ung  eines  Ausnahmepunktes  zulassen. 
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Als  Integrationsweg  nehmen  wir  zuerst  die  Curve  AB  CDECFA, 

welche 'sich  in  C  selber  schneidet  und  'den 
Ausnahmepunkt  T  zweimal  umkreist  (Fig.  24). 
Zieht  man  die  beiden  Verbindungslinien  AD 
und  AE  so,  dass  der  Raum  ADE  den  Aus- 
nahmepunkt T  nicht  enthält,  was  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich  ist,  so  lässt  sich  der 
von  D  bis  E  reichende  Theil  des  ganzen  In- 
tegrationsweges durch  flen  Weg  DAE  er- 
setzen, man  erhält  daher  als  gesam raten  neuen 
Integrationsweg  die  Curve  ABCDAECFA, 
welche  in  die  beiden  einfachen  Curven  AB  CDA  und  AECFA  zer- 
fallt.    Nun  ist 

I(AB  CD  AECFA)  =  I(ABCDA)  +  I(AECFA)\ 

jedes  der  Integrale  rechter  Hand  reducirt  sich  wie  früher  auf  das 
Integral  längs  eines  unendlich  kleinen  um  T  beschriebenen  Kreises, 
und  hat  den  Werth  2inX\  der  Werth  des  ganzen  IntegraleB  ist  da- 
her =  4ink,  da  beide  Umläufe  nach  derselben  Richtung  vor  sich 
gehen. 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  ein  dreimaliger  Umgang  ABCDEFG 

(Fig.  25)  in  den  Doppelumgang  A B  CD EA  und  in  den  einfachen 

Fig.  25/  Umgang  AFGA  zerlegen;   der  Werth 

des  Integrales  ist  dann  6i7ck.  Ueber- 
haupt  entspricht  einem  %- maligen  Um- 
gange der  Integral  werth  2ni%k  oder 
—  2ni7tl,  jenachdem  der  Umgang  in 
der  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
richtung erfolgt  ist. 

Hieran  knüpft  sich  gine  allgemeine 
Bemerkung  rücksichtlich   des  zwischen 
gegebenen  Grenzen  z  =  #0  und  z  =  Z\  genommenen  Integrales 


/■ 


f(z)  dz 


*u 


fär  den  Fall,  dass/(je)  bei  irgend  welchen  Werthen  von  z  discon- 
änuirlich  oder  unendlich  werden  kann.  Ist  nämlich  nur  ein  .Aus- 
lahmepunkt  für  z  =  £  vorhanden  und  sind  die  Punkte  A,  H,  Tdie 
Repräsentanten  der  Werthe  z  =  z0,  z  =  zu  z=%  (Fig.  26  a.f.S.),  so 
>esteht  die  allgemeinste  Art  des  Ueberganges  von  A  nach  H  in  der 
Verfolgung  einer  Curve,  welche  von  A  ausgeht,  den  Punkt  T  mehrfach, 
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etwa  n-mal,  umkreist  und  in  H  endigt.     Der  Specialfall,  wo  keine 
Fig.  26.  Umkreisung    des    Ausnahmepunktes 

stattfindet,  ist  hierin  mit  enthalten, 
weil  es  freisteht,  n  =  0  zu  nehmen. 
Man  kann  nun  von  A  aus  nach  einem 
gegen  das  Ende  des  Weges  hin  lie- 
genden Punkte  G  die  Verbindungs- 
linie A  G  so  ziehen ,  dass  der  von 
den  Linien  AG,  GH  und  von 
der  Geraden  AH  begrenzte  Raum 
AGH  den  AuBnahmepunkt  T  nicht 
enthält.  Der  Integrationsweg  GH 
lässt  sich  dann  durch  den  Weg  GAH  ersetzen.  Der  gesammte 
Weg  des  z  zerfällt  hiermit  in  die  geschlossene,  von  A  ausgehende 
und  nach  n  Umläufen  wieder  in  A  anlangende  Gurve  ABGA  und 
in  die  Gerade  AH  Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Curve  ABGA 
dem  n- maligen  Umlaufe  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  äquiva- 
lent ist,  so  hat  man  den  Satz:  alle  möglichen  Integrationswege  zwi- 
schen A  und  H  reduciren  sich  zuletzt  auf  eine  beliebig  vielfache 
Durchlaufung  eines  um  T  beschriebenen  Elementarkreises  und  auf 
den  geradlinigen  Weg  AH  Dieses  Theorem  ist  leicht  in  einer  For- 
mel darzustellen,  wenn  man  mit 


— x 


*i 


i 


*Q 


/(*)  dz 


denjenigen  Werth  bezeichnet,  welchen  das  obige   Integral  bei  der 
Integration  längs  der  Geraden  AH  erreicht;  es  ist  dann 

*  / J{z)dz  =    HA*)**  ±  2nt*A, 


*0 


*0 


wobei  die  verschiedenen  Vorzeichen  den  verschiedenen  Drehungsrich- 
tungen entsprechen.  Wie  man  sieht,  ist  ein  Integral  unendlich  viel- 
deutig, sobald  ein  Ausnahmepunkt  vorkommt. 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die 
Function  f(z)  zwei  Ausnahmepunkte  besitzt.  Als  Integrationsweg  zwi- 
schen A  und  H  nehmen  wir  zunächst  eine  Curve,  die  von  A  ausgeht, 
erst  den  einen,  dann  den  anderen  Ausnahmepunkt  mehrmals  umwin- 
det und  in  H  endigt  (Fig.  27).  Ersetzt  man  den  Bogen  EF  durch 
EAF  und  analog  Gif  durch  GAH,  so  zerfällt  der  gesammte  Integra- 
tionsweg in  zwei  geschlossene  Curven,  von  denen  die  eine  den  ersten, 
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lie  andere  den  zweiten  Ausnahinepunkt  mehrfach  umkreist,  und  in  die 

Fig.  27.  gerade  Linie  AH.  Das  all- 

gemeine Integral  besteht 
daher  aus  dreiTheilen;  die 
beiden  ersten  Theile  ent- 
sprechen beliebig  vielen  Um- 
läufen in  Elementarkreisen 
um  die  Ausnahmepunkte; 
der  letzte  Theil  ist  das  ge- 
radlinige Integral  zwischen 
den  gegebenen  Grenzen.  Bei 
umgekehrter  Anordnung  hat 
man  demnach,  wenn  n±  UQd 

«2  die  Umlaufszahlen  bedeuten, 

f(js)dz  =    I f(js)dz  +  2ejr(+tt1Ä1+tt2A2). 

Man  kann  sich  auch  vorstellen,  dass  der  Integrationsweg,  von  A  aus- 
gehend, zunächst  den  ersten  Ausnahmepunkt '  p» mal  umkreise,  dann 
den  zweiten  Ausnahmepunkt  ft2-mal,  hierauf  wieder  den  ersten  g-mal 
und  nun  erst  dem  Punkte  H  zulaufe.  Dies  ändert  aber  nichts  an  der 
obigen  Formel.  Wie  leicht  zu  sehen  ist,  besteht  das  Integral  in  die- 
sem Falle  aus  vier  Theilen;  die  ersten  drei  sind  +  2inpX^  +  2i7cn2  A2, 
+  2i7tqX1,  den  letzten  bildet  wieder  das  geradlinige  Integral.  Durch 
Zusammenziehung  von  +  p  i  q  in  +  n±  erhält  man  wieder  die  vo- 
rige Gleichung. 

Sind  überhaupt  Je  Ausnahmepunkte  vorhanden,  so  gilt  die  allge- 
meine Formel 


l 


»/ 


34)  /  /(*) de  ==    Uf{e) de  -f  2ia(±n1X1±n2li  ±---± nkXt), 

und  es  ist  dabei  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Umläufe  um 
die  Ausnahmepunkte  gedacht  werden.  Nur  mag  noch  einmal  daran 
erinnert  sein,  dass  die  ganze  Betrachtung  eine  monodrome  Function 
f(z)  voraussetzt,  weil  im  Gegenfalle  die  vorgenommenen  Wegever- 
legungen (z.  B.  EAF  statt  EF  in  Fig.  23)  nicht  erlaubt  sein  würden. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die  Function 


/(*)  =  T, 
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welche  nur  einen  Ausnahmepunkt  für  b  =  0  besitzt.  Hier  ist  k  ==  l 
mithin  für  z0  =  l  und  Z\  =  z 

z  z 

I  —  dz  =     I — dz  +  2init. 
i  i 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  der  eindeutige  Logarithmus  von  *, 
d.  h.  derjenige  Logarithmus  von  z,  welcher  für  z  =  1  verschwindet; 
das  Integral  linker  Hand  ist  der  allgemeine  Logarithmus  von  z%  den 
wir  mit  Lz  bezeichnen  und  durch  die  Gleichung  eL*  =  z  definiren. 
Die  Formel  lautet  demnach 
35)  Lz  =  lz  +  2iniz, 

und  enthält  den  bekannten  Satz  von  der  unendlichen  Vieldeutigkeit 
des  allgemeinen  Logarithmus.     Wäre  diese  Function  nicht  schon  aus 
der  Algebra  bekannt,  so  würde  man  sie  durch  die  Integralrechnung* 
kennen  gelernt  und  mittelst  der  Gleichung 

t 

Lz  =    I — dz 


=n 


i 

definirt  haben;  diese  Definition  hätte  dann  auch  die  Vieldeutigkeit 
von  Lz  gezeigt,  sobald  nur  alle  möglichen  Integrationswege  zwischen 
z  =  1  und  z  =  z  berücksichtigt  wurden. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

welche  zwei  Ausnahmepunkte  an  den  Stellen  z=  -j-  %  und  z  =  —  4 
besitzt.     Es  ist  hier 


mithin  für  z0  =  0,  zx  =  z, 

*  z 

■     jTT7*de  =  Jrhfi*'  +  ff(±Wl  ±Mj)' 

0  0 

wobei  +  ni  +  n>2  zu  einer  beliebigen  ganzen  positiven  oder 
tiven  Zahl  n  zusammengezogen  werden  kann.  Das  Integral  rechte " 
Hand  ist  =  aretan  z  in  dem  gewöhnlichen  eindeutigen  Sinne,  wonach  \ 
aretan  0  verschwindet;  das  Integral  linker  Hand  bezeichnen  wir  nnV 
Aretan  z  und  verstehen  darunter  irgend  einen  Bogen,  der  ß  zur  Tan- 
gente hat.     Die  Gleichung 
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36)  Arctanz  =  arctanz  +  n% 

enthält  nun  den  bekannten  Satz,  dass  einer  gegebenen  Tangente  un- 
endlich viele  Bögen  entsprechen,  die  um  je  n  von  einander  diffe- 
riren. 

Eine  etwas  andere  Behandlung  verlangt  die  Function 

1 


/(')  = 


Fig.  28. 


,  > 


Vi  -V   - 

I 

weil  dieselbe  nicht  mono- 
chrom ist  und  für  z  =  + 1 
sowie  für  z  =  -1-  1  gleich- 
zeitig Ausnahmepunkte  und 

Verzweigungspunkte  be- 
sitzt, welche,  in  Fig.  28  mit 
Fi  und  F2  bezeichnet  sind. 
Analog  dem  vorigen  Bei- 
spiele soll  hier  der  Werth 
des  allgemeinen  Integrales 


'/ 


dz 


Vi  —  z* 

für  einen  ganz  beliebigen  Integrationsweg  untersucht  werden,  oder, 
was  dasselbe  ist,  man  verlangt  alle  möglichen  Werthe  von  Aresin  z, 
wenn  unter  diesem  Zeichen  irgend  ein  Bogen  verstanden  wird,  der* 
zum  Sinus  hat. 

Dem  Werthe  z  =  0  entspricht  der  Anfangswerth /(0)  =il; 
um  diese  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden ,  wollen  wir  /(0)  =  -f-  1 
nehmen,  also  nur  den  einen  Zweig  der  Curve  beachten.  Ferner  sei 
der  Punkt  P  der  Repräsentant  der  oberen  Integrationsgrenze  z\  wir 
haben  dann  wieder  zu  untersuchen,  welche  Werthe  das  vorige  Inte- 
gral annimmt,  wenn  der  Integrationsweg,  von  0  ausgehend,  die  Punkte 
2*1  und  F2  mehrfach  umwindet  und  in  P  endigt. 

Lassen  wir  zunächst  die  Variabele  z  von  0  aus  die  geschlos- 
sene Curve  OMiNi  0  durchlaufen,  welche  den  Punkt  Fi  einmal  um- 
kreist, so  können  wir  wie  früher  diesen  Weg  mittelst  zweier  Hülfs- 
Knien  auf  die  Gerade  OAi,  den  Kreis  A\Bi  C\  und  die  Gerade  A\0 
forückführen.     Bei  einer  monodroraen  Function  würde  der  Werth, 
den  f{z)  im  Anfangspunkte  A\  des  Kreises  hat,  derselbe  sein,  wie  der 
Endwerth,  den  f(z)  nach  Durchlaufung  des  Kreises  bei  der  Rückkehr 
in  Ai    erhält;   bei  der  vorliegenden  Function  verhält  sich  aber  die 

Sache  gerade  umgekehrt,  weil  Vi  —  z2  beim  Umlaufe  um  den  Ver- 
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zweigungspunkt  sein  Vorzeichen  ändert  (Seite  45).  Die  Function 
ist  daher  positiv  auf  dem  Hinwege  OAi,  negativ  auf  dem  Rückwege 
Ai,0,  und  wenn  z  wieder  nach  0  zurückgelangt  ist,  hat  f{£)  den 
Werth  —  1  angenommen.     Dieser  Umstand   influirt  wesentlich  auf 

das  Integral  ff(z)dz,  wenn  dasselbe  längs  der  Curve  OJ^JViO  ge- 
nommen wird;  in  der  Gleichung 

IiOM.N,  0)  =  1(0 AJ  +  IiAiB,  (hAx)  +  I(AY  0) 
heben  sich  nämlich  die  Integrale  1(0 Ax)  und  I(AX  0)  nicht  auf, 
vielmehr  geben  sie  zusammen  2I(OAx).  Setzen  wir  AXFX  =  r , 
schreiben  im  ersten  und  letzten  Integrale  x  statt  #,  substituiren  im 
zweiten  Integrale  e  =  1  —  re»0  und  bezeichnen  den  absoluten  Werth 
von  Vi  —  *2  mit  (Vi  —  ^2) ,  so  haben  wir 

IiOMxNxO) 

;1— r  *  27T  0 

0    +(Vi— *»)  J  V2-r<*e        ^Jr-(VT=&) 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für"  unendlich  abnehmende  r  wird 
hieraus 

J(OJfiiViO)  =  ?r. 

Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi  bleibt  diese  Betrachtung  im  We- 
sentlichen dieselbe,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen,  weil  jetzt  f(z) 
mit  dem  vorhin  erwähnten  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  -f"  1  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also  der  In» 
tegralwerth  —  %.  Bezeichnet  ln(F\)  den  Werth,  welchen  das  In- 
tegral nach  n  Umläufen  um  Fj  erhält,  so  ist 

l8(*i)  =  0,    2a(*i)  =  *.    J4(^i)  =  0,    Ib(F0  =  *, 

Eine  gerade  Anzahl  von  Umläufen  giebt  demnach  Dasselbe  wie  kein 
Umlauf,  und  wenn  daher  überhaupt  von  Umkreisungen  des  Punktes 
Fi  die  Hede  sein  soll,  so  muss  deren  Anzahl  eine  ungerade  Zahl  aus* 
machen. 

Nach  einer  solchen  Reihe  von  Umläufen  ist  z  wieder  zu  Null* 
f(z)  zu  —  1  geworden,  und  man  kann  jetzt  zu  Umläufen  um  F% 
übergehen.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  er- 
giebt  sich  hierbei,  wenn  für  das  Integral  längs  des  Kreises  A2B2  C%A? 
die  Substitution  z  =  —  1  +  re'O  benutzt  wird, 

— (1— r)  271  0 

— (1-r) 

und  bei  verschwindenden  r 
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I,(F2)  =  *r. 
Nach  diesem  Umgange  hat  die  Function  den  Werth  +  1  erhalten, 
welcher  dem  Anfangswerthe  entgegengesetzt  ist.      Geht  man  wieder 
von  diesem  Werthe  aus,  so  findet  man  für  den  zweiten  Umlauf  den 
Integral  werth  —  n,  folglich 

12(F2)  =  Q,    J8(JF2)  =  jr,    I4(J?2)  =  0,    J5(jP2)  =  ä, 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  zwischen  z  =  0  und  z  =  z 
besteht  nun  darin,  dass  man  erst  a-mal  den  Punkt  Fi  umkreist,  dann 
/3-mal  den  Punkt  JP2,  hierauf  wieder  y-mal  um  Fu  Ä- mal.  um  F2 
u.  s.  f.  und  zuletzt  längs  der  Geraden  von  0  nach  P  geht.  Der 
Werth  des  allgemeinen  Integrales  ist  hiernach  gleich  der  Summe  von 

vermehrt  um  das  geradlinige  Integral  zwischen  0  und  z.  Hierbei  sind 
aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Hört  man  mit  Umkreisungen  des 
Punktes  F2  auf,  so  enthält  die  vorstehende  Reihe  der  I  eine  gerade 
Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iu(F2)  l8^  un(*  wobei  cc,  ß, 
y,  .  .  .  ft  ungerade  Zahlen  bedeuten,  weil  sonst  diebetreffenden  Um- 
läufe gar  nicht  zu  rechnen  wären;  als  Summe  der  obigen  Reihe  hat 
man  jetzt  2nft,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Nach  diesen 
Umläufen  kommt  f(z)  mit  dem  Werthe  /(0)  =  -\-  1  in  0  &n,  mit- 
hin ist 

/n/ dz  =>2nn  -f    II —     ,  .  dz. 

o   vr^-  **  f  +  (VT31  *2) 

Hört  man  dagegen  mit  Umgängen  um  Fi  auf,  so  enthält  die  Reihe 
der  /eine  ungerade  Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iy(Fi) 
ist;  die  Summe  beträgt  daher  (2n  -\-  1)jt.  Dann  kommt  aber  f(z) 
mit  dem  Werthe  /(0)  =  —  1  in  ö  an  und  es  wird 

*  t 

fvT^de  =  p»+1>'+/-(Vi-*)'* 

Zu  untersuchen  ist  nur  noch,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  umgekehrt  verfährt,  d.  h.  mit  /(0)  =  +  1  anfangend ,  zuerst 
^j,  dann  Fly  dann  wieder  F2  u.  s.  w.  umkreist,  so  dass  die  Reihe 
der  I  lautet 

Ja(F2)  +  Iß(F1)  +  Iy(F2)  +  Id(F1)  +  .... 
Man  findet  nun  leicht  1(0  M2  N2  0)  =  Jt  (F2)  =  —  n  und  ersieht 
daraus  ohne  Rechnung,  dass  es  in  den  obigen  Gleichungen  nur  einer 
Vorzeichenänderung  bedarf,  um  sie  dem  jetzigen  Falle  anzupassen. 
Alles  Bisherige  zusammen  führt  zu  den  zwei  Formeln 
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37)  Aresin  z  =  +  2nit  +  aresin  z, 

38)  Aresin  z  =  +  (2n  +  1)#  —  arcsm*, 
welche  sich  in  die  eine  Gleichung 

39)  Aresine  =  |ä  =f  (|ä  —  aresinz)  +  2wi» 
zusammenziehen  lassen. 

An  diese  Beispiele  knüpft  sich  noch  eine  allgemeine  Bemerkung. 
Man  sieht  nämlich,  dass  das  Integral  einer  Function,  die  Ausnahme- 
punkte oder  Verzweigungspunkte  enthält,  im  Allgemeinen  unendlich 
vieldeutig  ist  und  dass  sich  die  verschiedenen  Werthe  desselben  um 
Vielfache  einer  gewissen  Constanten  unterscheiden.  Bei  Lz  ist  2  in 
diese  Constante,  bei  Arctanz  ist  sie  7t,  bei  Aresin  z  beträgt  sie  2#. 
Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral 


z 

ß 


/(*)  dz 
als  Function  seiner  oberen  Grenze  z  und  setzen  demgemäss 


I 


f(z)dz=?  <p(z), 

nennen  wir  ferner  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  und  f 
jene  Constante,  so  ist  bei  geradliniger  Integration 

<p(z)  =  w, 
dagegen  hat  man  als  allgemeinen  Werth  des  Integrales 

<p(z)  =  w  +  ny. 

Hieraus  folgt  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  der  inversen  Func- 
tion von  qp,  d.  h.  derjenigen  Function  ^,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  Gleichung  (p(z)  =  t  nach  z  auflöst,  was  ein  Resultat  von  der 
Form  z  =  il>(t)  giebt.  Man  erhält  nämlich  für  den  Fall  der  gerad- 
linigen Integration 

z  =  x)j(w) 
dagegen  im  Allgemeinen 

z  =  $(10  +  wy), 
mithin ,   weil  z  als  obere  Integrationsgrenze  in  beiden  Gleichungen 
dasselbe  ist, 

H>  (w  +  n  y)  =  $  (w). 

Diese  Relation  zeigt,  dass  die  Function  tl>  immer  wieder  dieselben 
Werthe  bekommt,  sobald  die  Variabele  w  um  y,  2y%  3y,  etc.  zu- 
oder  abnimmt,  dass  also  i\)  eine  periodische  Function  von  tc  ist« 
Die  Constante  y  heisst  dann  der  Index  (auch  Modulus)  derPeriodi- 
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cität.  Demnach  muss  z.  B„  wenn  Lz  =  w  gesetzt  wird,  die  inverse 
Function  z  =  ew  als  periodisch  gelten,  und  zwar  ist  hier  der  Perio- 
dicitätsindex  y  imaginär  =  2iit.  Ebenso  führt  die  Gleichung 
Ardanz  =  w  zu  der  inversen  Function  tanw  mit  der  Periode  ä, 
endlich  giebt  Aresin  z  '=  w  die  Function  sin 10,  deren  Periodicitäts- 
index  =2ft  ist.  Wir  kommen  später  auf  diese  Betrachtungen  zurück. 


VIL    Die  Potenzenreüen. 

Eine  unendliche,  nach  Potenzen  der  complexen  Variabelen 
z  =  x  -f"  iy  fortschreitende  Reihe,  also  eine  Reihe  von  der  allge- 
meinen Form 

40)  Co  +  d*  +  C***  +  dz*  + 

nennen  wir  convergent,  wenn  sowohl  ihr  reeller  als  imaginärer  Theil 
für  sich  eine  convergirende  Reihe  bildet.  Diese  beiden  Bestandteile 
sind  leicht  zu  sondern  mittelst  der  Substitutionen 

Gn  =  Kn(cosyn  +  isinyn),    z  =  r(cosd  +  isinO), 
von  welchen  die  erste  selbstverständlich  nur  für  den  Fall  gilt,  dass 
die  Coefficienten  complexe  Zahlen  sind;  die  erwähnte  Reihe  wird  dann 
zor  folgenden 

K0  +  Kxrcos{yx  +  0)  +  K2r*cos{y2  +  20)  + 

■f  i{Kxrsin(yx  +  ö)  +  K2rHin(y2  +  20)  -f }. 

Wie  man  leicht  bemerken  wird  (vergl.  Bd.  I,  §.  40),  convergirt  jede 
dieser  Reihen  unter  der  Bedingung  Lim(Knrn)  =  0,  welche  sicher 
erfüllt  ist,  wenn  die  Reihe 

K0  +  Kxr  +  K2r*  -f 

convergirt4').    Dazu  gehört  nach  Bd.  I,  Seite  173,  dass 

*)  Es  möge  hier  folgende  allgemeinere  Bemerkung  Platz  finden. 
Bezeichnen  *0,  tl9  t2j  .  .  .  reelle  positive  Zahlen,  welche  eine  conver- 
girende Reihe 

T  =  t0  +-  *!  +  t2  +  t8  H 

bilden,  sind  ferner  Aq,  &l,  A2,  .  .  .  positive  echte  Brüche,  so  bildet  der 
Ausdruck 

Sn  =  Vo  +  Vi  H h  *»-i*»-i 

eine  Function  von  n,  welche  gleichzeitig  mit  n  fortwährend  wächst,  aber 
immer  kleiner  als  T  bleibt;  dies  beweist,  dass  die  Reihe 

V*0  +  Vi  +  V2  +  •  •  •  • 
mit  der  vorigen  zugleich  convergirt.    Sind  ferner  f/0,  jux,  ^2>*««  irgend 
welche  theils  positive,  theils  negative  echte  Brüche,  so  bilden  nach  dem 
Vorigen  die  positiven  Glieder  der  Reihe 

Schlömilch,  Analysia.  II.  6 


41) 


•     •    • 
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r  <  Lim  -J±- 

ist;  die  anfangs  erwähnte  Reibe  convergirt  demnach  unzweifelhaft, 
and  zwar  stärker  als  eine  geometrische  Progression,  wenn 

mode  <^  tnod  (  Lim      n    ) 

\         ^»  + 1/ 

genommen  wird.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

modllAm      w    )  =  jß, 

so  kann  man  auch  sagen :  die  fragliche  Reihe  convergirt  für  alle  *, 
deren  entsprechende  Punkte  innerhalb  eines  mit  dem  Halbmesser  B 
beschriebenen  Kreises  liegen.  Diesen  Kreis  pflegt  man  den  Conver- 
genzkreis  der  Reihe  zu  nennen. 

Mittelst  der  soeben  benutzten  Schlussweise  ergiebt  sich  auch, 
dass  die  Reihen 

1  Q  +  2  02z  +  3  C3e*  +  4  C4*»  + 

1.2<%-{-2.3(%*-f  3.4  C4£2  + 

u.  s.  w. 

convergiren,  sobald  die  entsprechenden  Reihen 

lZi  +  2K2r  +  3K3r*  +  ±K±r*  + , 

1.2Ä2  +  2.3Ä3f2  -f  3.4Ä4r2  +  .•••, 

u.  s.  w. 

die  nämliche  Eigenschaft  besitzen;  nach  einer  bekannten  ConvergenZ* 
regel  ist  dies  unter  der  gleichen  Bedingung 

r  <C  Lim--- — 

der  Fall,  mithin  convergiren  die  Reihen  40)  und  41)  innerhalb  eines 
und  desselben  Convergenzkreises. 

Definirt  man  die  Functionen/^),  /i(^),  fai?),  etc.  als  Summet 
der  vorigen  Reihen,  nämlich 

--  -  '  ■       —  0 

Mo  +  Pih  +  (*%*%  +-•••• 
für  sich  genommen  eine  convergirende  Reihe;  dasselbe  gilt  von  deö 
negativen  Gliedern,  mithin  convergirt  auch  die  ganze  Reihe  und  zw** 
unbedingt,  weil  die  Convergenz  ungestört  bleibt,  wenn  statt  der  Facto- 
ren  /i/0,  /ju  fj2  etc.  ihre  absoluten  Werthe  genommen  werden.  Endlich 
folgt  noch,  dass  die  Convergenz  der  aus  positiven  Gliedern  bestehenden 
Reihe 

*o  H~  h  4"  *2  +  h  H~  '  •  *  • 
die  Convergenz  der  complexen  Reihe 

(^O  +  ^oK  +  (Pl  +  *>'l)*l  +  (^2  +  *"2)*2  +   *   •   '   • 

nach  sich  zieht,  falls  alle  p  und  v  zwischen  —  1  und  -f- 1  enthalten  sitf^' 
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/(*)  =  C0  +  Gxz  +    ft*»  +       C3^| , 

42)^/!^)=  lCi     -f2C2*    +     3Ca**  + , 

f%(z)  —  1.2  C2      +  2.3C3*    -f 


•  •  • 


so  sind  dieselben  innerhalb  des  Convergenzkreises  endliche  Functio- 
nen von  £;  dass  sie  auch  eindeutig  sind,  versteht  sich  von  selbst, 
weil  eine  convergirende  Reihe  nicht  zwei  verschiedene  Summen  haben 
kann.  Wohl  aber  bedarf  es  einer  speciellen  Untersuchung,  ob  jene 
Functionen  stetig  und  monogen  sind.  Dieser  Discussion  wollen  wir 
erst  eine  Bemerkung  voranschicken. 

Bei  ganzen  positiven  m  hat  man  nach  dem  binomischen  Satze 

(z  +  4e)m  —  *•»  =  mem—x  dz  +  |w(w  —  l)zm-2dz2S, 

worin  zur  Abkürzung 

_        ,     ,    m  —  2  dz    .    (m  —  2)  (m  —  3)  (d z\*    , 

8=1+—*-—  + 871 l7J  +"■•• 

gesetzt  worden  ist.     Nennt  man  p  den  Modulus  von ,  wonach 

z 

dz 

=  q  (cos  0"  -j-  i  sin  #) 

sein  möge,  so  erhält  S  die  Form 

.     S  =  ü  +  i  V  =  P(cos6  +  isinö) 
und  zwar  ist 

^       ,     ,    m  —  2  o.   ,    (w»  —  2)  (w  —  3)     ,       Ä  o.    , 

Ü=  1  H QC0S&  +  i ^Li_ ^cos2#  -f  •  •  •  •  , 

r  *»  —  2      .        ,    (m  —  2)  (w  —  3)    9  .      a 

Der  absolute  Werth  von  CT  beträgt  weniger  als 

.    .    m  —  2  (m  —  2)  (m  —  3)    0    ,  ^  „    .     .m_2 

toan  hat  folglich 

CT2  <  (1  +  e)2w-4. 
^«rner  beträgt  der  absolute  Werth  von  V  woniger  als  (1  -f-  (?)m~~ 2  —  1 
°der  es  ist 

^<[(i  +  e)m-2-ip, 

und  mit  der  vorigen  Ungleichung  zusammen 

ü*  +  F2  <  2(1  -f  p)2^-*  —  2(1  +  Q)m~2  +  1. 
Wie  man  leicht  bemerkt,  gilt  für  jede  reelle  Zahl  q,  wenn  sie  mehr 
als  1  beträgt,  die  Ungleichung  6  * 
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2g'-  23  +  l<2a», 

daher  ist 

CT2  +   ^2  <  f  (1  +  ?)am""4 
oder,  wenn  die  Wurzel  ausgezogen  wird, 

Man  darf  daher 

P=  2A(l+p)*-9 

setzen,  wo  X  einen  positiven,  weniger  als  {  betragenden  echten  Bruch 
bezeichnet.     Hiernach  ist 

8  =  2X(l  +  Q)m-*(cosö  +  isin6) 
und 

43)  (z+dz)m  — zm=mzm-1dz  +  m(m—  l)zm-*dz*k(l+Q)'»-*(fir^> 

In  der  Gleichung 

44)  /(-er)  =  Co  +  G*  +  G*2  +  C8*3  -| 

ertheilen  wir  nun  der  Variabelen  z  einen  Zuwachs  dz  von  solcher*-* 
Kleinheit,  dass 

dz                  B 
mod —  =  0  <; 1 

Z  T 

ist,  was  immer  geschehen  kann,  weil  r  <i  R  vorausgesetzt  wird  und 
daher 1  einen  positiven  die  Null  übersteigenden  Werth  hat 

T 

Es  ist  dann 
mod(z  +  dz)  =  mod\z{\  -\ jl  =  modz  .  modl  1  -| j 

=  rVl  -f-  2qcos&  +  p2  <  r(l  +  o) 

mithin  um  so  mehr 

mod  (z  +  dz)  <i  R; 

demzufolge  liegt  z  +  dz  noch  innerhalb  des  Convergenzkreises,  und 
es  gilt  daher  die  Gleichung 

f(z  +  dz)=  Co  +  d(z  +  dz)  +  C2(z  +  dz¥  + 

Diese  giebt  in  Verbindung  mit  Nro.  44)  und  unter  Anwendung  des 
Hülfssatzes  in  Nro.  43) 

/(* + ^*)  -  m 

=  dz[ld  +  2C2Z  +  3C3z*  +  4C4z*  + ] 

+  dz^[G2+2.3G9k1z(l+Q)e^+3AC^2z^l+Qyei^^...]9 

worin  kx ,  A9 ,  .  .  .  positive  echte  Brüche,  <5X ,  0*2 1  •  •  •  irgend  welche 
Bögen  bedeuten.     Die  erste  der  obigen  Reihen  convergirt  und   hat 


•    • 


•    •    •    • 
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eine  bestimmte  endliche  Summe,  die  schon  mit/i(#)  bezeichnet  wor- 
den ist.     In  der  zweiten  Reihe  kann  man  den  allgemeinen  Tarm 

n(n  +  1)  Cn+a*n*tt(l  +  Q)n(cosön  +  isin<Sn) 
durch  Einführung  der  Werthe 

ft  +  2  =  Kn  +  2(cosyn+2  +  isw»yn  +  2),    z  =  r(cosO +  isinff) 
uniformen;  derselbe  erhält  »dann  die  Gestalt 

n(n  +  l)Kn  +  2[r(l  +  Q)]nK(costn  +  istnr»), 

wobei  es  auf  den  Winkel  rn  nicht  weiter  ankommt.  Die  zweite  Reihe 
wird  jetzt 

C2  +  2 . 3  Ki  r(l  +  (?)  h  (costx  +  isinti) 
+  3.4Jr3[r(l  +  Q)]2k2(cosr2  +isint2)  + 
Wegen  r(l  +  q)  <;  B  convergirt  die  Reihe 

2  .3K3r(l+Q)  +  3.4ü[r(l+f)p  + 

und  da  sich  die  vorhergehende  nur  durch  die  echt  gebrochenen  Fac- 
toren 

X\  cos  %\ ,     ki  lin  t\ ,     A2  cos  r2 ,     A2  s«w  r2 ,  .  .  .  . 

davon  unterscheidet,   so   convergirt  auch  jene  Reihe.     Nach  diesen 

Erörterungen  kann  man 

45)  /(,  4.  Jz)  —  /(*)  =  /,  (,)  Jz  +   TF^*» 

setzen ,  wo  /i  (#)  und  W  endliche  Grössen  sind,  so  lange  e  +  de 
i      innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt. 

Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  Zweierlei  Einmal  folgt  dar- 
aus für  unendlich  abnehmende  8  und  € 

Lim  (/(#  +  d)  -  f{ß  -  «)]  =  0; 
die  Function  f(z)  ändert  sich  demnach  stetig  für  alle  innerhalb  des 
Convergenzkreises  liegenden  e.     Zweitens  ergiebt  sich  bei  unendlich 
abnehmenden  de 

Lim    ji — ±±J=M*)  oder  "rf7^=^W5 

die  Function  besitzt  demnach  einen  eindeutigen  Differentialquotien- 
ten, cL  h.  sie  ist  monogen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  beweisen  zusammen,  dass  die 
Summe  einer  unendlichen  Potenzenreihe  eine  synektische  Function 
ihrer  Variabelen  ist,  so  lange  die  letztere  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises bleibt. 

Hieran  knüpfen  sich  noch  zwei  andere  Bemerkungen.  Die  Reihe 
^  f\  (?)  war  aus  den  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  von 
/(^gebildet;  nachher  fand  sich,  dass  fi(e)  der  Differentialquotient 
von /(er),  also  =  /'(#)  ist,  mithin  besteht  der  Differentialquotient  von 
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der  Summe  einer  Potenzenreihe  aus  der  Summe  von  den  Differential- 
quotienten der  einzelnen  Glieder.    Kürzer  heisst  dies,  eine  Gleichung 

von  der  Form 

/(*)  =  Cd  +  Cxz  +  C,**  +  G*z*  +  ■  •  •  • 
darf  ohne  Weiteres  differenzirt  werden,  und  es  ist 

/(*)=      1(4+      2C2*+      BC3z*  + , 

dann  wieder 

/"(*)  =  1.2  4  +  2.3  C3z  +  3ACAz*  H , 

U.  8.  W. 

Geht  man  umgekehrt  vom  Differentialen otienten  f(z)  zu  f(z)  zu- 
rück, so  folgt,  dass  eine  Potenzenreihe  ohne  Weiteres  zwischen  sol- 
chen Grenzen  integrirt.  werden  darf,  die  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises  liegen;  der  Integrationsweg  bleibt  dabei  willkürlich  inner- 
halb des  Convergenzkreises. 

Wir  discutiren  noch  die  verwandte  Frage,  ob  ein  Integral  von 
der  Form 

t\ 

/°F(*)(0>  +  C'i*  +  C3*2  +  C3z*  H )dz, 

worin  F(z)  eine  synektische  Function  bedeuten  möge,  auf  die  Summe 
von  den  Integralen  der  einzelnen  Glieder  zurückkommt,  ob  es  also 
der  Reihe 

*i  *i  *i 

C0  j  F(z)äz  +  Gif F(z)zdz  +  G2  J  F(z)z*dz  +  •  •  • 

*o  *0  *0 

gleich  gesetzt  werden  darf;  wobei  natürlich  anzunehmen  ist,  dass  der 
Integrationsweg  innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt.  Noch  allge- 
meiner wird  diese  Untersuchung,  wenn  man  sich  statt  der  Potenzen- 
reihe irgend  eine  andere  Reihe  denkt,  etwa 

Zq  +  %i  +  %i  +  Z3  +*•••» 

welche  innerhalb  eines,  den  Integrationsweg  einschliessenden  Raumes 
convergiren  möge.     Zerlegt  man  die  vorliegende  Reihe  in 

Zq  +  %\  +  Z%  +  Z3  +  •  •  •  • 
=  Z0  +  Zx  +  Z2  +  •  .  •  +  Zn_!  +  iJn, 

worin  selbstverständlich  Bn  =  Zn  +  Zn  + 1  +  etc.  ist,  so  erhält  man 
durch  Integration  der  einzelnen  Ausdrücke  rechter  Hand 
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j F(z){Z0  +  Zl  +  Z2  H )dz  —  JF(z)Bndz 

*0  *0 


/ 


Aus  der  Gleichung 

Bn  =  Z0  +  Z[  +  Z^  +  •  *  *  —  C^ö  +  Z>\  +  •  •  •  +  ^n— l) 

folgt  nun,  weil  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Subtrahend  densel- 
ben und  zwar  endlichen  Werth  erlangt,  welchen  der  Minuend  schon 
besitzt,  IAmBn  =  0;  ea  kann  daher  auch  das  Product  aus  der  end- 
lich bleibenden  Function  F(z)  und  der  unendlich  abnehmenden  Grösse 
5«  beliebig  klein  gemacht  werden.  In  Folge  dieses  Umstandes  ist 
wieder  *) 

z\ 


lAm 


J  F(z)Rndz\  =  0, 


*0 


*)  Um  jedem  etwaigen  Zweifel  an  diesem  Schlüsse  zu  begegnen,  fu- 
gen wir  noch  folgende  Erläuterung  bei.  Es  sei  z  =  x  -f*  **/>  F(z)Bn 
=  Un  -|-  %Vny  so  wird 


j  F(z)Rndz  =    j(Un  +  ivn)(dx+  idy) 


*o 


=    I  undx  -f-  *  /  Vndx 

i  j  Undy  —     I  vndy, 


und  hierin  sind  u»,  vn  Functionen  von  x,  y,  n,  welche  für  unendliche 
n  gegen  die  Null  convergiren.  Zufolge  des  gegebenen  oder  willkürlich 
gewählten  Integrationsweges  kann  man  sich  ferner  y  als  Function  von 
x  vorstellen,  etwa  y  =  g>(x)t  und  diesen  Werth  im  ersten  Integrale  rech- 
ter Hand  substituiren;  letzteres  erhält  dann  die  Form 

» 

Undx 


f 


und  darin  ist  u»  nur  von  x  und  n  abhängig.  Dass  nun  dieses  Integral 
gleichzeitig  mit  i*»  gegen  die  Null  convergirt,  folgt  sehr  leicht,  namentlich 
wenn  man  sich  das  Integral  als  Fläche  einer  Curve  denkt.  Für  das  nächste 
Integral  gelten  genau  dieselben  Schlüsse.  Bei  den  letzten  zwei  Integra- 
len bedarf  es  nur  der  kleinen  Modifikation,  dass  man  umgekehrt  x  durch 
y  ausdrückt,  also  auch  Un  und  vn  als  Functionen  von  y  und  n  darstellt. 
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und  es  gilt  demnach  die  Gleichung 


/ 


46)                 /  F(z){Z0  +  Zl  +  Z2  +  Zz  +  •  •  -)ä* 
=  JF(z)Z0dz  +  jF(z)Zl  dz  +  jF(z)Ztdz  -f 

*0  Zq  *0 

vorausgesetzt,  dass  der  Integrationsweg  innerhalb  des  Convergenz- 
raumes  der  Reihe  Z0  -f  Zx  +  ©tc  liegt,  und  dass  F(z)  innerhalb 
des  Integrationsweges  synektisch  bleibt. 

Die  vorigen  Betrachtungen  lassen  sich  mit  geringen  Modifica- 
tionen  auf  solche  Reihen  ausdehnen,  welche  nach  absteigenden  Po- 
tenzen von  z  fortschreiten,  d.  h.  auf  Reihen  von  der  Form 

Zunächst  findet  man  leicht,  dass  die  vorliegende  Reihe  unter  der  Be- 
dingung 

modz  >>  modllAm  „  n    J 
convergirt,  dass  sie   also  ausserhalb  des  Kreises  convergent  bleibt, 
innerhalb  dessen  die  frühere  Reihe  convergirte.  Setzt  man  —  =  t*, 

sind  F(  — )  für  z  >  B,  sowie  F(u)  für  u  <  B  gleichzeitig 

synektisch,  und  es   reicht  diese  Bemerkung  aus,  um  die  früheren 
Sätze  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen. 

Um  nun  die  allgemeinen  Bedingungen  zu  erhalten,  unter  wel- 
chen eine  Function  F(z)  in  einer  Potenzenreihe  entwickelbar  ist,  er- 
innern wir  an  die  am  Ende  des  Abschnittes  V.  bewiesenen  Formeln 
22)  und  24).  Bleibt  nämlich  die  Function  F(z)  synektisch  innerhalb 
eines  bestimmten  Raumes  und  wählt  man  ferner  als  Integrationsweg 
für  z  eine  innerhalb  desselben  Raumes  liegende  geschlossene  Curve, 
welche  den  Punkt  £  einmal  umkreist,  so  hat  man  die  beiden  Formeln 

F<*Ht)      =  _J__  r    f(z) 

1  .  2  .  3  .  .  .  n         2inJ  (*  —  g)^1      ' 

und  wie  leicht  zu  sehen  ist,  enthalten  die  Gültigkeitsbedingungen  der- 
selben keine  überflüssige  Einschränkung.  Wenn  nun  F(z)  synektisch 


so 
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bleibt  für  jedes  z ,  dessen  Modulus  weniger  als  eine  bekannte  Grösse 
R  beträgt,  und  wenn  zugleich  modt>  <^  R  ist,  so  kann  man  als  In- 
tegrationsweg einen  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreis 
wählen,  dessen  Radius  ]>  mod£  aber  <Z  B  ist;  dieser  Kreis  um- 
schliesst  den  Punkt  £,  und  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  ist 
modz  >  mod%.  Zufolge  des  letzteren  Umstandes  gilt  die  Reihen- 
entwickelung *) 

i        i       i         i  ,  c  ,  e2  , 

z  -  i  z       X__S_  Z    ^    Z*    ^    Z*   ^ 

z 
und  man  hat  daher  nach  der  ersten  der  vorigen  Formeln 

w        2iitJ     z  1     2%nJ     z* 


iL  fF(z) 
inj 


+  ITT-  /  ^-r^dz  + 

^   2iitJ     z*  ^ 


oder,  wenn  man  beide  Formeln  für  6  =  0  anwendet, 


m =m  +  im  + eqa  + 


Barch  diese  Formel  wird  der  Satz  von  Mac  Laurin  auf  com pl exe 
Variabele  ausgedehnt,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  der  Mo- 
dulus von  £  kleiner  als  der  Radius  des  Kreises  ist,  innerhalb  dessen 
die  zu  entwickelnde  Function  synektisch  bleibt.  Die  Convergenz  der 
erhaltenen  Reihe  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Reihe  einer  end- 
lichen Grösse  F(£)  gleich  ist  **). 

Dieses  einfache  Theorem  gewährt  dadurch  einen  wesentlichen 
Vortheil,  dass  es  die  Untersuchung  über  den  Rest  der  Mac  Laurin '- 


*)  Als  identische  Gleichung  gilt  die  Formel 

j-E-J-  =  1  +  0  +  22  +  •  •  •  +  2*-1 

ebenso  rar  compleze  wie  für  reelle  q.    Setzt  man 

q  =  r  (cos  0  +  i  sind) , 
80  ist  hei  echt  gebrochenen  r  und  unendlich  wachsenden  n 

Limij*)  =  0, 
mithin  auch 

Lim(qn)  =  Lim[rn(cosn$^-t8inn$)]  =  0, 

und  man  erhält  die  Formel 

ri_  =  l+g  +  g2  +  38+ f 

Heren  Gültigkeit  hiernach  an  die  Bedingung  modq  <  1  gebunden  ist. 

**)  Ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  rühren  diese  Betrachtungen  von 
Cauchy  her  (Considerations  nouvelles  sur  la  theorie  des  suites  et  sur 
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sehen  Reihe  völlig  erspart  und  unmittelbar  aus  der  Natur  einer  ge- 
gebenen Function  die  Bedingungen  ihrer  Entwickelbarkeit  erkennen 
lässt.  Ist  z.  B.  [I  keine  ganze  positive  Zahl,  so  bleibt  die  Function 
(1  +  *)"  eindeutig,  endlich  und  stetig,  wenn  man  von  dem  Anfang»- 
werthe  W  =  1  ausgeht  und  den  Mcdulus  von  e  die  Einheit  nicht  er- 
reichen lässt,  während  für  »wort  £=1  ein  Verzweigungspunkt  auftritt. 
Der  allgemeine  binomische  Satz  gilt  daher  für  jedes  0,  dessen  Modulus 
unter  der  Einheit  liegt.     Ein  anderes  Beispiel  liefert  die  Function 


ez  —  1 ' 
welche  für  z  =  i  .  2  n  discontinuirlich  und  zugleich  unendlich  wird, 
aber  für  jedes  z,  dessen  Modulus  weniger  als  2n  betrügt,  synektisch 
bleibt;  die  Entwickelung  dieser  Function  ist  daher  an  die  Bedingung 
modz  <^  2n  gebunden. 

Wir  kehren  noch  einmal  zu  den  vorigen  allgemeinen  Formeln 
zurück,  um  mit  wenigen  Worten  zu  zeigen,  wie  sich  auf  ähnliche 
Weise  die  Taylor1  sehe  Reihe  entwickeln  lässt.  Hält  man  nämlich  die 
früheren  Bedingungen  fest  und  ersetzt  den  Nenner  z  —  £  durch  e  —  y 
—  (£  —  y)»  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

pv.n  -  _L_  C       *'(-') dt 

w        2inJ  z-  y  -  (Z-y) 
=  _J_  fF(z)dz        t-y  PF(z)dz       (£-?)*  fF(z)d0 
2i3cJ  z  —  y   i"    2in  J  (z  —  y)'-         2i%   J  (s  —  y)*" 

=  F(y)  +  L=^F'(y)  +  <^Z^-V(y)  +  ••••, 

welche  f ür  £  =  y  -\-  h  den  Taylor'schen  Satz  darstellt.  Zur  Gül- 
tigkeit der  Entwickelung  gehört,  dass  modh  weniger  beträgt  als  der 
Modulus  desjenigen  z,  für  welches  F(y  + z)  aufhört  synektisch  zu 
sein. 

Die  vorigen  Betrachtungen,  welche  auf  der  Voraussetzung  be- 
ruhten, dass  F(z)  innerhalb  einer  Kreisfläche  synektisch  bleibe,  ge- 
statten noch  eine  wesentliche  Verallgemeinerung,  sobald  man  sich 
eine  Function  F(z)  denkt,  die  innerhalb  eines  ringförmigen  Raumes 
synektisch  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  um  den  Coordinatenanfang 
zwei  Kreise  von  der  Beschaffenheit  construiren,  dass  F(z)  sowohl  auf 


les  lois  de  Ieur  convergence  in  den  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique 
mathematique;  livraison  9,  Paris  1840).  Den  Herleitungen  von  Cauchy 
und  seinen  Nachfolgern  (Puiseux,  Briot  und  Bouquet)  fehlt  indes- 
sen der  jedenfalls  erforderliche  Nachweis,  dass  man  unendliche  complexe 
Reihen  ohne  Weiteres  integriren  darf. 
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als  zwischen  beiden  Kreisumföngen  synektisch  bleibt;  innerhalb  des 
entstandenen  Kreisringes  möge  wieder  der  Punkt  %  liegen.  Bezeich- 
net r0  den  Radius  des  inneren  Kreises  und  wird  die  Peripherie  des 
letzteren  als  Integrationsweg  des  z  genommen,  so  hat  das  Integral 

F(0) 


f: 


<r0) 


dz 


einen  gewissen  Werth  W,  welcher  nur  von  den  etwaigen  innerhalb 
des  Kreises  (r0)  liegenden  Ausnahmepunkten,  nicht  aber  von  £  ab- 
hängt, weil  dieser  Punkt  ausserhalb  des  genannten  Kreises  liegt. 
Nimmt  man  dagegen  den  grösseren,  mit  dem  Radius  rx  beschriebe- 
nen Kreis  zum  Integrationsweg,  so  enthält  das  Integral 


f: 


(ri) 


dz 


nicht  nur  alle  vorherigen  Ausnahmepunkte,  sondern  auch  den  Aus- 
nahmepuskt  %  und  zwar  nur  diesen  einen  mehr,  weil  F(z)  innerhalb 
des  Kreisringes  synektisch  ist  und  daher  F(z)  :  (z  —  £)  innerhalb 
dieses  Raumes  nur  für  z  =  £  unendlich  wird.  Zufolge  dieser  Be- 
merkungen gelten  die  beiden  Formeln 

F(z)    ,  „ 

ß  —  £ 

(r„) 

li?Ldz=  TF+2i*F(£), 
und  man  erhält  daraus  durch  Subtraction 


/; 


(Tl) 


^LdB—    f^-^rdz=z2iitF(S) 
z  —  t  J  z  —  £  w 


r    *  —  £  J  z  —  t> 

ri)  (ro) 


oder 


Hn)  D  (r0)  * 

Im  ersten  Integrale  ist  rx  =  modz  >  mod£,  also  wie  früher 

1  1  £  £2 


z  —  £         z     '    z2     '     ßt 
im  zweiten  Integrale  ist  rQ  =  modz  <C  mod£,  mithin 

l  1  b  z2 


t—*        £     '    £2    '     £3 

und  nach  Substitution  dieser  Reihen  erhält  man  durch  Integration 
der  einzelnen  Glieder  ein  Resultat  von  der  Form 


+  -r-  +  tt  +  ~4~  +  •  •  •  • 
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F(Q  =  o,  +  (ht  +  a,&  +  ag^  +  .  .  . 

g  -1-  g2    ,    p 

Ist  also  F(z)  synektisch  innerhalb  eines  Kreisringes  und  liegt  (  in- 
nerhalb desselben  Ringes,  so  läset  sich  F(£)  in  eine  Doppelreihe  ver- 
wandeln, die  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  yon  £  fort- 
schreitet*). Die  Coefficienten  a0,  «i,  a2  etc.  sind  die  nämlichen  wie 
in  der  Mac  Lau r in' sehen  Reihe;  die  Coefficienten  &l9  fcj  etc.  be- 
stimmen sich  mittelst  der  Formel 

bn  =  -r4—  [zn-lF{z)de. 


%7lJ 

(ro) 


Als  Beispiel  kann  man  die  Function 


(a-g)(/J-e) 

nehmen,  wenn  man  woda  <  wodg  <  wod/J  voraussetzt;  es  ist  dann  r0 
zwischen  fwöda  und  mod£,  rx  zwischen  mod%  und  modß  zu  wählen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  F(e)  ausserhalb 
eines  mit  dem  Radius  rQ  beschriebenen  Kreises  synektisch  bleibt,  so 
dass  T\  beliebig  gross  genommen  werden  darf.  Das  erste  Integral 
in  Nro.  47)  lässt  sich  dann  durch  Einführung  von  z  =  r\&&  folgen« 
dermaassen  darstellen: 

(ro  o    1 er%o 

ri 

und  wenn  F(ri  efO)  bei  unendlich  wachsenden  rx  die  Null  zur  Grenze 

hat,  so  convergirt  der  Werth  des  vorstehenden  Integrales  ebenfalls 

gegen  die  Null.     Die  Formel  47)  reducirt  sich  dann  auf 


(>o) 


und  giebt  die  Entwickelung 


*©  =  -£  +  £  +  £  +  •••• 

Letztere  gilt  demnach,  wenn  F(z)  ausserhalb  eines  bestimmten  Krei- 
ses (re)  synektisch  bleibt,  wenn  zweitens  .Ffae'Ö)  für  rx  =  cd   ver- 
schwindet, und  wenn  drittens  rnodt,  >  modr^  ist. 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  wieder  die  Function  . 


*)  Das  obige  Theorem  ist  von  Laurent  gefunden  worden;  s.  Briot 
und  Bouquet,  Theorie  d.  period.  Funct.  Nro.  30. 
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F®  =  («-00-0 

wenn  moda  <  modß  <C  wwe?£  genommen  wird,  in  welchem  Falle 
r0  einen  beliebigen,  zwischen  möd/i  und  moä%  einzuschaltenden  Werth 
besitzt. 


VUX    Die  Facultätenreihen. 

Bereits  in  ThL  I,  S.  169  wurde  für  einen  speciellen  Zweck  eine 
Reihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder  Quotienten  aus  je  zwei 
Facultäten  sind;  wir  betrachten  hier  diese  Reihe  noch  einmal  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  vorkommenden  Grössen  complexe  Zahlen 
sind,  und  wollen  nachher  die  allgemeinere  Frage  erörtern,  unter  wel- 
chen Umständen  eine  gegebene  Function  in  eine  solche  Facultäten- 
reihe  entwickelbar  ist. 

Aus  der  früheren  Formel 

'  _x      HL  _  /*03  +  l)0*  +  2)...(/?+n-l)1 
*  —  ßla        a(a  +  l)(a  +  2)...(a  +  n  —  1)J 

ß  ß(ß  +  l)         ,         .ß(ß  +  l)...(ß+n-2) 


~~  a(a  +  l)  '  a(a  +  l)(a  +  2)  '        ^  a(a  +  1)  .  .  .  (a  -f  n  —  1) 
folgt  für  a  =  A,  ß  =  t  und  durch  Addition  der  Gleichung 


±-(1-JL)  =  ± 


die  neue  Formel 

Ato  _J_  |"l  _   «(«+!)(«  +«)••.(«  +»-tt1 

*^  A  — <L  A(A-f  l)(A  +  2)...(A+n-l)J 

_    1    ,         *         ,  <(*+!)         ,  <(t +!)...(< +n— 2) 

—  A  ~*~Xß+l)~tl(K  +  l)(X  +  2)~*  l"A(A  +  l)...(A+n— 1)' 
und  darin  sei 

t  =  u  +  iv9  -  k  =  p  -f-  iv. 
Um  den  Grenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sich  das  Product 

_  t(t  +l)(t  +2) (f  +  n-l) 

^"  —  k(k  +  1)(A  +  2) (k  -f  n  —  1) 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert,  denken  wir  uns  n  als  die  Summe 
einer  constanten ,  nachher  zu  bestimmenden  Zahl  h  und  einer  ver- 
änderlichen Zahl  «n,  und  zerlegen  Pn  in  zwei  Producte,  von  denen 
Pk  das  erste  ist,  während  das  zweite  nach  Substitution  der  vorigen 
Werthe  von  t  und  A  folgende  Form  erhält : 
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V; 


(U+W  +  V*      (u  +  k+l¥  +  V*  («  +  *)*+»» 


wobei  es  auf  den  Werth  von  o  nicht  weiter  ankommt.     Der  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Ausdruck  heisse  Qm;  es  ist  dann 

50)  Pn  =  PjtVQn  .  <*<» 

und  ferner,  wenn  u-  -f"  *>2  =  f2>  f*2  +  v*  =  p2  gesetzt  wird, 

2m       r2  2t*  .  r2  2u       r- 

___JL_*1  *+*(&  +  l)2      _jw_»^ 

i  i  2^  i  ?2'i  i    2**    i      e2    "i  |Jü|^ 

Man  kann  nun  Je  so  gross  wählen,  dass  der  absolute  Werth  jedes  der 
beiden  Ausdrücke 

£  +  £    und    «C  +  |! 

» 

weniger  als  |  beträgt,  und  dann  läset  sich  l  Qm  mittelst  der  Formel 

1(1  +x)  =  x  —  ex2,         0  <  s  <  1, 

entwickeln,  welche  bei  positiven  und  negativen  x  gilt ,  wenn  x2  <C  \ 
ist  *).     Hiernach  erhält  man 

worin  «*,  .  .  .  am  und  /}*,  .  .  .  ßm  nicht  näher  bestimmte  positive 
echte  Brüche  bedeuten.  Bei  unendlich  wachsenden  m  divergirt  die 
erste  der  obigen  vier  Reihen;  die  übrigen  convergiren,  mithin  ist 


*)  Bezeichnet  nämlich  I  den  ansohlten  Werth  von  x}  so  ist  bei  echt 
gebrochenen  £ 

Kl  +  Qssl-PG  —  jg  +  Jp ) 

und  die    Summe   der    eingeklammerten  Reihe  <  \  oder  gleich   einem 
echten  Bruche  t.    Ferner  hat  man 

i(i-D  =  -  e  -  p<§+§5+|p  +  . . . .), 

und  für  |  <C  |  ist  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe 

<  i  +  ©*  +  ®8  +  •  •  •  • 

d.  h.  <  1.    Beides  zusammen  giebt  die  obige  Formel. 
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■       *«.=  2(tf-fi)(+«) 
und  hieraus  folgt  dass  Qm  die  Null  zur  Grenze  bat,  sobald  u  —  [i 
negativ  ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  die  Gleichung  50) 

IAmPn  =  0, 

wofern  nicht  P*  unendlich  ist,  was  nur  dann  vorkommen  könnte, 
wenn  v  =  0  und  ji  eine  negative  ganze  Zahl  wäre.  Schliessen  wir 
diesen  Fall  aus,  so  haben  wir  nach  Nro.  49)  die  Gleichung 

*l>     x  —  t         X   ^  A(A  +  1)        A(A  +  l)(A  +  2)  ^ 

und  zwar  unter  der  doppelten  Bedingung,  dass  der  reelle  Theil  von 
A,  vermindert  um  den  reellen  Theil  von  tt  einen  positiven  die  Null 
übersteigenden  Rest  giebt,  und  dass  keine  der  Grössen  A,  X  -(-  1, 
Ä  -\-  2,  etc.  verschwindet. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  erinnern  wir  wieder  an  die  unter 
Nro.  47)  bewiesene  Formel 

l(n)  (r0)  J 

worin  sich  die  erste  Integration  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  rlt 
die  zweite  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  r0  beschriebenen  Kreis  be- 
zieht, während  F(z)  auf  und  zwischen  beiden  Integrationswegen  syn- 
ektisch  bleiben  muss.  Das  erste  Integral  lässt  sich  nach  Formel  51) 
för  A  =  z  =  ri&O  und  t  =  £  =  I;  -{-  irj  nicht  entwickeln,  weil 
der  Punkt  %  zwischen  beiden  Kreisen  liegt  und  ebendeshalb  die  Be- 
dingungen t*!2  >>  |2  -f"  V2  un<^  r^cosO  —  |  >  0  innerhalb  des  In- 
ternales 0  =  0  bis  0  =  2«  mit  einander  unverträglich  sind.    Viel 

§ 

günstiger  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  dem  zweiten  Integrale, 
wenn  in  Nro.  51)  X  =  £  =  |  -f-  irj,  t  =  #  =  r0e'0  genommen 
wird;  die  Bedingungen 

*e2  <  I2  +  n2  <  ns    und    |  —  rocos0  >  0 
lassen  sich  nämlich  dadurch  erfüllen,  dass  man  f  positiv  und  grösser 
als  r0  wählt,  womit  die  Möglichkeit,  dass  eine  der  Grössen  £,  £  -(-  1, 
£  -f-  2,  etc.  verschwindet,  von  selber  ausgeschlossen  ist.    Man  erhält 
jetzt  ein  Resultat  von  der  Form 

(ri) 

Cl_  C2 Cs  , 

^     £     "*"    £(£+1)    ^    g(g+l)(g  +  2)   ^"    "" 

und  zwar  gilt  dasselbe  so  lange,  als  r0  <C  Vi2  +  *?2  <C  ri  un(*  zu" 
gleich  |  >  r0    ist,   d.  h.  wenn  der  Punkt  £  innerhalb    des  Kreis- 
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abschnittes  liegt,  der  einerseits  von  dem  mit  dem  Radius  fi  beschrie- 
benen Kreise,  andererseits  von  der  im  Abstände  r0  parallel  zur 
y- Achse  gezogenen  Geraden  begrenzt  wird.  Die  Coefficienten  eif  Cj, 
etc.  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel 

(ro) 

und  können  leicht  auf  die  Coefficienten  b\ ,  b2l  bs  etc.  zurückgeführt 
werden,  welche  bei  der  Ent Wickelung  von  F(£)  nach  absteigenden 
Potenzen  von  £  vorkommen.  Setzt  man  nämlich  gemäss  einer  frühe- 
ren Bezeichnung 

*(*  +  1)(*  +  2)(*  +  3)  .  .  .  (*  +  m  —  1) 

m  m  m  m 

=  C0*m  +  G*"-1  +  fti*-*  H +  ft— 1#, 

so  erhält  man  durch  Entwickelung  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Facultät 

n — 1  n — 1  n — 1 

Cn  =   G0bn   4"    Cibn-i   -f   •  •  •'•   4"    C»— *fc- 

Die  vorige  Entwickelung  vereinfacht  sich  noch,  wenn  F(?)  W* 
jedes  ausserhalb  des  Kreises  (r0)  liegende  #  synektisch  bleibt  uüd 
wenn  zugleich  F(rie'0)  für  ^=00  verschwindet;  das  Anfangsinte" 
gral  fällt  dann  weg  und  es  bleibt 

63)      F(t)  =  f  +  j^^-jj  +  c  a  +  *  ff  +  2)  +  • . .  • , 

wobei  der  reelle  Bestandtheil  von  £  grösser  als  f*o  sein  muss.     Di^ 
Coefficienten  Cx ,  C2 ,  etc.  behalten  dieselben  Werthe  wie  vorhin  *). 

Ein  passendes  Beispiel  hierzu  liefert  die  Function 


m  =  1(1  + 1) 


falls  der  Logarithmus  eindeutig,  d.  h.  so  genommen  wird,  dass  1 1  =  0 
ist,  und  wenn  man  dem  r0  einen,  die  Null  übersteigenden  sonst  aber 
beliebig  kleinen  Werth  ertheilt.  Die  Bedingungen  für  F(z)  sind 
dann  erfüllt,  auch  kennt  man  unmittelbar  die  Werthe  von  bly  62, 
etc.  zufolge  der  Entwickelung 

7A     .      X\_    *     *  11,11 

modi  >  1 , 


*)  Der  Verfasser  hat  die  obige  Untersuchung  zuerst  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  mitgetheilt 
(Bericht  vom  1.  November  1863.) 


•    •     •    • 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  97 

und   es  ist  daher  für  jedes  £,  dessen  reeller  Theil  einen  positiven 
Werth  besitzt, 

Für  die  Coefficienten  hat  man  C\  =  1  und 

s 

oder  in  kürzerer  Fassung 

i 

'  Cn+i  =  (-lY  /<(*  —  !)(*  —  2)...(f  —  n^i)d[(. 

0 

Setzt  man  den  positiven  Ausdruck 

l 

Jt(l—t)(2—f)...(n—l—t)dt  =  an, 
w    o 
so  wird  cn+i  =  —  a„,  mithin 

\i(\  +  ±\  _  1  _  _?[! 5 

nnd  die  Werthe  der  Coefficienten  sind: 

al  =  a»        #2   =  gl        a3    =   4»         a4   ^  80»        «5   =  Jt   •   •   •   • 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Function 

4    *3 

welche  den  Bedingungen    für  die  Gleichung  53)    ebenfalls  genügt, 
'Wenn  der  Logarithmus  eindeutig  wie  vorhin  genommen  wird.    Setzt 
man  zur  Abkürzung 

i 

P(l—  0(2—  *)..•(»  —  1—  t)dt  =  ßn, 
o 
bo  findet  man,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  £  po- 
sitiv und  von  Null  verschieden  isfy 

nnd  zwar  sind  die  Werthe  der  Coefficienten: 

ßl  =  8»       A   ==  n»       A   =  601       A   =  60»       Ä   =§»•••  • 

Gelegentlich,  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  Entwicklun- 
gen dieser  Art  zu  einer  vorteilhaften  Transformation  mancher  endli- 
ehen Reihen  benutzen  lassen.  Ertheilt  man  nämlich  in  dem  Ausdrucke 

Sohlömilch,  Analysis.  II.  j 


w  \  */         2    e         3  z*  ^ 


I' 
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1 

*ff  +  l)ff  +  2)...tt+*-l) 
dem  g  der  Reibe  nach  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  p  und  addirt  alle 
entstellenden  Brüche,  so  erhält  man 

1   +. ,  '..+-+■ 


1.2...*    '    2  .  3  .  .  .  (Ä+-1)   '  i>(i>  +  l)...(i>  +  *  — 1) 

—  1  ...(Ä— 1)U  ^  fc(*+  1)        Ä(ft  +  l)(Ä-{-2)  ^  "  '  " 

,  1  .  2  .  3  . . .  (p  —  1) 


Ä  —  1 


h(k+l)(k  +  2)...Qt+p-l)\ 
and  hier  lässt  sich  die  in  Parenthese  stehende  Reihe  nach  Formel  49) 
für  X  =  Je,  t  =  l,n  =  p  summiren;  dies  giebt 

56)  1.2...&  +  2.3...(&-f  1)  "'  +  p(p+l)...(p  +  h—l) 

1 l ) 

1.2...(fc-l)        (p  +  l)(p  +  2).  ..(p  +  k—  1)/' 

wobei  selbstverständlich  %  >  1  sein  muss.    Nehmen  wir  jetzt  in  der" 
Gleichung  54)  §  =  1 ,  2,  .  .  .  p  and  addiren  alle  Ergebnisse,  so  kön- 
nen wir  rechter  Hand  die  Formel  56)  anwenden  und  erhalten 

i(p+i>f=T  +  7  +  y+-"+i- 

_  «1 II  _  .  i  |  _  «* r_i i      i 

1  \l        p+lj         2|1.2        CP  +  l)(l>  +  2)| 
oder,  wenn  die  von  p  unabhängige  Summe 

ax      1         Oj        1  a3  1         ,  . 

1       1    ^    2      1.2  ^    3      1.2.3  T 
gesetzt  wird, 

57)  i-  +  -1  +  -L  +  ...  +  -L 
'  1    T  2  ^  3   T  T  jp 

=  ,1  +  ^+1)  _|     «i  *  «3 


.  •  • 


li>  +  l         2  (p  +  l)(p  +  2) 
Mittelst  der  vorhin  angegebenen  Werthe  der  Coeföcienten  au  o, ,  etc. 
findet  man 

A  =  0,5772156649  .  .  . 
Die  Gleichung  57)  bietet  den  Yortheil,   dass  die  vorkommende  Fa- 
cultätenreihe  immer  convergirt  und  zwar  um  so  stärker,  je  grösser  p 
ist.  Eine  Summe  wie  z.  B.  \  +■  5  +  •  •  •  +  ikö  lässt  s*cn  hiernach 
mit  grosser  Leichtigkeit  berechnen« 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung  54)  mit  J,  subtrahirt  davon  die 
Gleichung  55)  und  setzt  zur  Abkürzung 

i**  —  ß». 
l 

=t/ö-0'(i  -0(2 -t) . . .  (n-  1  -t)ät  =  yn, 

o 
80  kann  man  dem  Resultate  folgende  Form  ertheilen 

«+D»«+i)  -  (t-m  -  n  -  i 

1_        Vi n_ n 

~   t(t+i)    :«  +  i)(c+a)    :«+i)tt+2)G;t-8)   "" 

Durch  Addition  aller  der  Gleichungen,  welche  hieraus  für  %  =  1, 
2 ,  .  .  .  p  hervorgehen,  erhält  man 

(i>-H)*(P+l)-*(l-2.3   ..p)-p 

i      p  +  i]      2  \i.a      (p  +  i)(p  +  2)j 

oder,  wenn  die  von  j?  unabhängige  Summe 

1       1^2       1.2  ^8       1.2.3  ^ 
gesetzt  wird, 
68)      1(1. 2. 3. .  .p)  =  B  +  (p  +  \)l(p  +l)-jp 


r 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


ip  +  i      a(p  +  i)(p  +  a) 

Die  Werthe  der  Coefficienten  sind 

Vi  =  —  h   72  =  0,  y8  =  iiö»  V*  =  h*  V*  =  m* 

und  mittelst  derselben  findet  sich 

B  = —  0,0810614668  .  .  . 
Eine  etwas  bessere  Gestalt  bekommt  die  Formel  58),  wenn  man 
P  =  q  —  1 ,  ferner 

1  -f  B  =  0,9189385332  =  C 

setzt  und  beiderseits  Iq  addirt;  es  wird  dann 
59)      I(1.2.8...g)  =  0  +  (q  +  $lq  —  q 

1  Vi       1       Y*  1  Yb 

1    q       2q(q+l)       3  q(q+l)q+2) 

Mittelst  der  auf  Seite  437  des  ersten  Theiles  ausgeführten  Betrach- 
tung kann  man  sich  übrigens  leicht  überzeugen,  dass  G  hier  densel- 
ben Werth  besitzt,  wie  dort,  nämlich  0  =  £Z(2*r)*). 

*)  Von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehend,  hat  der  Verfasser 
die  Facultatenreihen  behandelt  im  Jahrgänge  1859  der  Sitzungsberichte 

63^51  k 
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IX.  Die  Reihen  von  Bürmann  und  Lagranga 

•  - 

I.    Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Reihenentwickelung 

60)  F(t)  =  C0  +  Crf  +  C2t*  +  dt*  -\ 

zurück,  deren  Convergenzkreis  oder  Gültigkeitskreis  durch  die  eine 
Bedingung  bestimmt  ist,  dass  F(t)  innerhalb  desselben  synektisch 
bleiben  muss.  Die  Fläche  dieses  Kreises,  also  den  Spielraum  der 
complexen  Variabelen  £,  denken  wir  uns  auf  die  Weise  entstanden, 
dass  zunächst  modt  von  Null  an  bis  zu  dem  grössten  erlaubten 
Werthe  wächst  und  dass  nachher  der  so  erhaltene  Radius  des  Con- 
vergenzkreises  eine  volle  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  ausführt. 
Demzufolge  ist  modt  eine  endliche  und  eindeutige  Variabele,  wel- 
che von  Null  bis  zu  einem,  durch  die  Natur  von  F(t)  bestimmten 
Maximum  continuirlich  zunimmt.  —  Setzen  wir  nun 

t  =  V(#),     F(t)  =  FW]  =/(#), 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  60)  die  folgende 

61)  /(*)  =  C0  +  d<p(z)  +  ftvW1  +  Cs<p(*)*  + , 

und  für  diese  sind  noch  die  Bedingungen  der  Gültigkeit  zu  ermit- 
teln. In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  erstens  an  den  Umstand, 
dass  t  und  F(t)  endliche,  eindeutige  und  stetige  Variabele  waren;  ea 
müssen  daher  auch  <p  (z)  und  f(z)  innerhalb  eines  gemeinschaftlichen 
Spielraumes  synektische  Functionen  sein.  Weil  ferner  in  Nro.  60) 
modt  sein  Wachsthum  mit  dem  Werthe  Null  anfangt,  so  muss  es 
wenigstens  einen  speciellen  Werth  z  =  z0  geben,  für  welchen 
mod<p(z)  den  Anfangswerth  Null  erhält,  mithin  auch  op(^)  =  0wird; 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  liefert  die  verschiedenen  Werthe  von 
#0.  Lassen  wir  jetzt  die  Variabele  #,  von  z  =  zQ  ausgehend,  irgend 
einen  Weg  in  der  xy- Ebene  durchlaufen,  so  muss  die  immer  positive 
Grösse  modq>(z)  von  Null  an  eine  Zeit  lang  wachsen  (denn  eine  mit 
Null  beginnende  Abnahme  würde  in's  Gebiet  des  Negativen  führen), 
wohl  aber  kann  es  geschehen,  dass  mod  q)  (z)  späterhin  wieder  abnimmt, 
dann  nochmals  wächst  u.  s.  w.  Die  verschiedenen  Maxima  und  Minima, 
welche  modt '■  =  modq)(z)  erreichen  kann,  lassen  sich  auf  gewöhnli- 
chem Wege  ermitteln,  indem  man  modt  =  mod(p(x  -f-  fy)  als  Func- 
tion der  beiden  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ansieht;  sie  mögen 
Bq,  JRi,  R2  •  •  •  heissen  und  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sein,  so  dass 


der  Eönigl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  wovon  ein  Abdruck 
in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IV,  S.  390. 
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i?o  das  kleinste  jener  Maxima  und  Minima  ist.  Da  nun  modt  in 
Nro.  60)  nur  wächst,  so  muss  der  Weg  des  z  an  die  Bedingung 
modq)(z)  <^  Bq  geknüpft  werden,  denn  in  jedem  anderen  Falle,  z.  B. 
fnodg>(z)<^I^,  könnte  man  den  Weg  des  z  so  wählen,  dass  mod<p(z) 
anfangs  zwar  zunähme,  zuletzt  aber  bis  Bq  abnähme,  was  dem  steti- 
gen Wachsthume  von  modt  widerspräche.  Indem  man  mod(p(z)  = 
modq>(x  -\-iy)  durch  x  und  y  ausdrückt,  erhält  man  statt  der  Be- 
dingung m od  q>  (z)  <C  J?0  e>ne  Ungleichung  von  der  Form  0  <C  ^  (#,#)  <C  -Ro» 
und  diese  bestimmt  denjenigen  Raum  der  xy- Ebene,  innerhalb  des- 
sen der  Punkt  xy  bleiben  und  auch  der  Anfangspunkt  z0  liegen 
muss. 

Um  diese  Betrachtungen  zu  vervollständigen,  untersuchen  wir 
die  Maxima  und  Minima  von  modq)(z)  etwas  genauer.  Es  sei  zu 
diesem  Zwecke 

g>(z)  =  (p(x  -\-  iy)  =  u  -\-  iv 
mithin 


mod(p(z)  =  ]/u2  -f-  v\ 
so  haben  wir  als   Bedingungen    für    die  Maxima  und   Minima  von 

Vw*  4-  f>2: 

du    t       dv         .  du  dv 

u^ \-  v-%—  =  0,      w-ä h  ^ö—  =  0, 

dx  dx  dy  dy 

oder  kürzer  die  eine  Gleichung 

du  dv_  __  ./    du_    ,       dv\  

dx  dx  \    dy  dyj 

Weil    ferner  u  +   iv  eine   (monogene)   Function   von    x  +  iy   ist 
(Seite  47),  so  gelten  die  Beziehungen 

du         dv         dv  du 

'dx~'dyy      "dx  ~  ~~  dy 

und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in  t 

e        .  ./dv         ,du\ 

Dies  giebt,  weil  «  —  iv  nicht  =  0  ist, 

dv  du  j_  d<p(e)  _ 

mit  anderen  Worten:  diejenigen  Werthe  von  z,  welche  mod<p(z)  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  Wurzeln  der  Gleichung 
y\e)  =  0. 

Alles  Bisherige  zusammen  liefert  folgende  Regel  zur  Beurthei«. 


102  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

long  der  Gültigkeit  von  Nro.  61):  man  bestimme  zuerst  die  Wurzeln 
der  GleichuDg  (p(z)  =  0,  von  denen  e0  eine  sein  möge;  man  löse 
ferner  die  Gleichung  <p'(z)  =  0  auf,  deren  Wurzeln  Zq,  Z\%  Z%,  .  . . 
heissen  sollen,  berechne  hieraus  die  Moduli 

B0  =  mod<p(Z0)t    Bi  =  moäyfä),    B*  =  mod<p(Zi)t 

und  ordne  dieselben  nach  ihrer  Grösse;  die  Ungleichung 

mod<p(z)  <C  Bq, 

verbunden  mit  dem  Anfangswerthe  z  =  #©,  bestimmt  dann  alle  zu- 
lässigen Wege  des  z,  vorausgesetzt,  dass  auf  jedem  derselben  /(*) 
und  (p(z)  synektisch  bleiben. 

Um  endlich  noch  die  Coefficienten  der  Reihe  in  Nro.  61)  zu  be- 
stimmen, geben  wir  letzterer  die  bequemere  Form 

62)  /(*)  =  A0  +  ii  rt,)  +  j^9(#)»  +  j^täVW  +  "- 

Daraus  folgt  zunächst  für  e  =  zü 

63)  A0  =/(*„); 

ferner  ist 

d*F(t) 
l'  =  ~dF~    fur<  =  ° 

_  d«m       _ 

—  T5 — Tvi:    *ur  e  =  g0 

I 

und  nach  der  Lehre  von  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Varia- 
belen (Seite  19,  Formel  34) 

wobei  die  angehangene  Gleichung  z  =  z0  bedeutet,  dass  nach  ge- 
schehener Differentiation  z  =  Zq  zu  setzen  ist*). 

•)  Die  Formeln  62),  63)  und  64)  wurden  1796  von  Bürmann  (in 
Mannheim)  auf  anderem  Wege  entwickelt  (Memoires  de  llnstitut,  tome 
II,  pag.  14)  jedoch,  dem  damaligen  Standpunkte  der  Wissenschaft  gemäss, 
ohne  Angabe  der  Gültigkeitsbedingungen  für  die  Gleichung  62).  Neuer- 
dings ist  Puiseux  (Liouville's  Journal  Bd.  15)  von  der  leicht  be- 
weisbaren Formel 

9(m)  -  (P(C)  ~~  M  ?'(C) 

ausgegangen,  worin  sich  die  Integration  auf  eine  geschlossene  Gurve  be- 
zieht, innerhalb  deren  f'(z)  und  g>{e)  synektisch  bleiben  und  wobei  y(z) 
so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Gleichung  g>(z)  —  £>(£)  =  0  nur  durch 
*  =  (  erfüllt  werden  kann.   Unter  der  Voraussetzung  mod(p(t)<mod<p(z) 


h 
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Wir  geben  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Beispielen  zu'  diesen 
allgemeinen  Erörterungen. 

a.  Es  sei  <p(z)  =  z(c —  z)  und  xr0  =  0.  Die  Gleichung  <p'fr)  =  0  x 
hat  dann  nur  die  eine  Wurzel  Zq  =  §c,  welcher  <p(Z0)  =  }c3  ent- 
spricht.    Denken  wir  uns  der  Allgemeinheit  wegen  c  als  complexe 
Zahl,  nämlich 

c  =  a  +  *&  =  h(coss  +  isins)%  . 
bo  ist 

Ro  =5  mod g>(Z0)  =  J(a»  +  62)  =  J*»f 

and  als  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Entwickelung 
65)    /(*)  =  Ao  +  ^  #(«-*)  +  ^ #»(«-*)!  + 


.    •    •    • 


A.  =  D 


,n— 1 


f       /'fr)         1 

Ifr  —  xr)»j(,«0) 


Ao=/(0), 

erhalten  wir 

mod[*(c  —  z)]  <  |ä3, 

vorausgesetzt,  dass  /fr)  innerhalb  des  so  bestimmten  Raumes  synek- 

tisch  bleibt.     Der  geometrische  Sinn  hiervon  tritt  am  deutlichsten 

hervor,  wenn  man  statt  rechtwinkeliger  Coordinaten  Polarcoordinaten 

benutzt,  also 

z  =  x  +  iy  =  r(cosO  +  isind) 

setzt;  es  ergiebt  sich  nämlich 

r  V/»2  _  2hrcos(d  —  €)  +  r*  <  Ja». 
Fig.  29.  Ist  nun  (Fig.  29)  OP=r,  ZPOX 

=  0,  OG  —  h,  z.  COX  =  a, 
OD  =  |Ä,  so  muss  hiernach  der 
Punkt  P  im  Innern  der  halben  Lern» 
niscate  DEF  liegen,  und  /fr)  für 
alle  solche  Punkte  synektisch  bleiben. 
Statt  der  Wurzel  z0  =  0  könnte  man 
auch  z0  =  c  nehmen,  doch  erhält 
man  dabei  kein  wesentlich  neues  Re- 
sultat. 

kann  man  linker  Hand  nach  Potenzen  von  -4\  entwickeln  und  erhält 
ein  Resultat  von  der  Form 


•  •  •  •  i 


/'(ö  =  <p'(o  [n  +  ya «»({)  +  n  9(oa  + 

welches,  wenn  *  für  £  geschrieben  wird,  den  Differentialquotienten  der 
Gleichung  62)  darstellt  Die  Bedingungen  für  die  Entwickelung  stimmen 
mit  den  eben  angegebenen  überein;  die  Coefncienten  y1}  y2#,  e*c«  ber 
rtimnit  Puiseux  nur  als  sogenannte  Residuen,  ohne  sie  auf  Differential- 
quotienten zurückzuführen. 
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Die  oben  angegebene  Bedingung  läset  sich  in  speciellen  Fällen 
mittelst  der  gewöhnlichen  Convergcnzregeln  leicht  verificiren.  80 
erhält  man  z.  B.  aus  Nro.  65)  für  c  =  1  und/(#)  =  (1  — ^V,  wo- 
bei diese  Potenz  eindeutig  und  zwar  so  genommen  werden  möge, 
dass  dem  Werthe  z  =  0  der  Anfangs werth  1^  =  1  entspricht, 


f 


H((i  —  S) 


(l-#y=  1-^(1-*)  +  ^    2  '  **(!-*)» 


li(ti— 4)(f*  — 6) 
1.2.3 


Xf»(l — ^f)3 


Lim 


ft(^  —  5)(^~ 6)(fi— 7)  . 

+ 1.2.3.4)      '     **(1-*)*— 

Es  sei  ferner  z{\  —  z)  =  t(cosco  +  isina),  so  convergirt  diese  Reihe 
gleichzeitig  mit  der  folgenden 

1      ^       1.2  1.2.3  T 

und  in  dieser  nähert  sich  der  Quotient  aus  dem  (n  +  l)ten  Gliede, 
dividirt  durch  das  wte,  der  Grenze 

l       in  +  1)  (ft  —  n  —  1)  J 
woraus  die  Convergenzbedingung 

£  <C  J    oder    m0tZ[>(l  — z)]  <C  J 
folgt,  welche  mit  der  früheren  Angabe  übereinstimmt.   Bei  Beschrän- 
kung auf  reelle  z  ist  hiernach  0  5j=  z  <^  J  zu  nehmen. 

b.  Für  eine  zweite  Anwendung  der  Formel  62)  sei  <p(z)  =s 
z(l  +  #2)  und  zQ  =  0.  Die  Gleichung  q>'(z)  =  0,  d.h.  1  +  3z*  =  & 
giebt  in  diesem  Falle  Zq=  -\-  i  .  \]/3,  Z{  =  —  «  .  | Vo,  und  es  ist 
mod(p(Z0)  =  mod(p(Zi)  =  §1/3.     Die  Reihenentwickelung 

66)     /(*)  =  A0  +  ^-*(1  +  £r2)  +  ^^(1  +  *2)2  +  •  '  •  • 


*o=/(0),        A 


»  =  *r{ 


-1/    /'(*) 


'>(*-<>) 


[(1  +  B*f 

gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

mod[*(l +**)]<§  VI", 
vorausgesetzt,  dass  f(z)  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenzen  synek- 
tisch  bleibt. 

Als  speciellen  Fall  betrachten  wir  die  Annahme  f(z)=arctunjst 
wobei  der  Einfachheit  wegen  z  reell  sein  möge.     Dies  giebt 
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8.9.10^(1  +  *2)' 


i     •     • 


1.2.3  7 

und  ans  der  Bedingung,  dass  der  absolute  Werth  von  z  (1  +  z*)  we- 
niger' als  |  V 3  betragen  muss,  folgt  dann 

—  0,34401  .  .  <  *  <  +  0,34401  ... 

Auch  hier  ist  die  Verification  mittelst  der  gewöhnlichen  Convergenz- 
regeln  sehr  leicht.  Als  Grenz  werth  des  Verhältnisses  zweier  aufein- 
ander folgenden  Glieder  findet  man  nämlich  (dem  absoluten  Werthe 
nach) 


Lim 


r.Tffflr,t "  tt** + -'■)  -  *"<■ + ">•■ 


(2w+l)        2n  + 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  obige  Reihe,  je  nachdem 
*2(1  -f-  z2)2  weniger  oder  mehr  als  ^  beträgt,  was  mit  dem  Früheren 
übereinstimmt. 

c.  Für  <p(z)=zer*  und  z0  —  0  wird  2^  =  1,  modq>(Z0)  =  er1; 
die  Reihenentwickelung 

67)  /(*)  =  A0  +  ^ze"  +  T*2*2e~2'  +  "" 

Ao=/(o),     a,  =  d;-1U/w} 

gilt  daher  unter  der  Bedingung 

mod(zerM)  <C  — , 

falls /(j?)  für  alle  solche  *  synektisch  bleibt. 

Hieraus  folgen  z.  B.  die  speciellen  Formeln 
19  21  32 

§  =  7""  +  O*2*""  +  1T2T3  ^36r""  +  ••"• 

0(0  +  4)3  # 

Tl,2,3.4  ^ 

wobei  sich  die  unter  der  vorigen  Bedingung  stattfindende  Conver- 
genz  der  Reihen  auf  gewöhnliche  Weise  verificiren  lässt.  Bei  reellen 
e  geht  jene  Bedingung  in  0  ^  z  <C  1  über.  , 
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d.    Wir  betrachten  noch  den  sehr  bemerkenswerthen  Fall 

xv  cosz 

Die  Gleichung  <p'(z)  =  0  wird  jetzt 

cosz  -4-  zsinz  _  ... 
!— =  0,    oder    cosz  +  zstnz  =  0 

COS2* 

welche  man,  weil  sin 8  nicht  =  0  sein  kann,  durch  sinz  dividiren 
darf.     Um  die  complexen  Wurzeln  der  nunmehrigen  Gleichung 

cotz  -f-  z  =  0 
zu  finden,  substituiren  wir  z  =  x  -\-  iy  und  erhalten  dadurch  die 
beiden  Gleichungen 

2sin2x 

68)  *  +  <**  +  e-*»  -  2cos2x  =  °' 

69)  y  —  e2'  +  e-*v  —  2cos2x  =  0f 

aus  denen  durch  Elimination  des  gemeinschaftlichen  Nenners  folgt 

x(e2*  —  e~2")  +  2ysin2x  =  0. 

Vorausgesetzt,  dass  weder  x  =  0  noch  y  =  0  ist,  giebt  die  Division 
mit  4#y 

e*y  —  er-gy       sin  2s 

4y         +     2a? 
oder  nach  bekannten  Reihen 

+     2a?     +  1.2.3  ^  1.2... 6  + 

Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  weil  sowohl  1  -| als 

2x 

die  nachfolgende  Reihe  nur  positive,  die  Null  übersteigende  Werthe 

annehmen   kann;  die  Gleichungen   68)  und  69)  besitzen  daher  keine 

Auflösungen ,  bei  denen  x  und  y  gleichzeitig  von  Null  verschieden 

sind.     Ist  nun  erstens  y  =  0,  so  wird  aus  Nro.  68) 

x  +  cotx  =  0,     - 

und  diese  Gleichung  hat  unendlich  viele  positive  und  negative  Wur- 
zeln, deren  absolute  Werthe  zwischen  \n  und  &,  \%  und  2ft,  \% 
und  3ft  etc.  enthalten  sind;  man  kann  also  die  Wurzeln  unter  der 
Form 

±G*+«),  ±(i*  +  0),  ±(|*  +  r) 

darstellen,  worin  a,  j8,  y,  .  .  .  gewisse  Bögen  des  ersten  Quadranten 
bezeichnen,     Ist  zweitens  X  =  0,  so  folgt  aus  Nro.  69) 
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und  dieser  Gleichung   genügt  nur  der   eine  "Werth  y  =  1,199678, 
so  dass 

z  =  i.  1,199678 
die  einzige  imaginäre  Wurzel  von  z  -\-  cotz  =  0  ist.     Die  mit  22o, 
fej    Ai  #2»  •  •  bezeichneten  Werthe  von  mod(p(z)  sind  hiernach 

|*  +  «       jfo  +  j8       jfo  +  y 

«na    '        sinß    '        swy     ' 

dif    und 

'    ^M99678 1,199  .  .  .  _     ßßorr 

WOtf  co«  (t.  1,199678)""  J^MfiTT+T^»-)  ~  °'662742' 

wobei  man  gleich  bemerkt,  dass  der  letzte  Modulus  der  kleinste  ist. 
Die  Reihenentwickelung 

,0)    m  =  K  +  i  (^)  +  i  (_£_)•  + 

a0  =/(o),     An  =  ^"VW^U 

gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

mod(-^\  <  0,662742, 
\cosz/ 

falls  /(*)  für  derartige  z  synektisch  bleibt. 

Die  zur  Bestimmung  von  An  dienende  Differentiation  ist  u.  A. 
in  dem  Falle  f(z)  =  z  leicht  ausfuhrbar,  wenn  man  die  auf  Seite  261 
des  ersten  Theiles  angegebenen  Formeln  9)  und  10)  benutzt.  Bei 
geraden  n  findet  man  An  =  0,  bei  ungeraden  n 

K  =  y    2;_t       |(n),n»-'+(n)1(W-2)'-i  +  (n)2 (»^ 4)» -.»+.. 

+  (V^1  +  (V«1'",1 


•    •    .    • 


•    .    • 


mithin 

*i  =  + 1, 

*,=  -  J(3»  +  4.1»)  =  -3, 

*»  —  +  &(54  +  5  •  3*  +  10  .  V)  =  +  65, 
A,  =  —  &(7«  +  7  .  5«  +  21  .  3«  +  35  . 1«)  =  —  3787, 

u.  s.  w. 

die'Yollftänclige  Entwickelung  ist  also 
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*  =  -2 — L_f_f_y +_5»_/_L.y_  »i!L(_i_y+... 

cosz      \.2.Z\cosz/        1.2..5\cosz/       l.2..7\cosz/ 

mod(-—\  <  0,662742. 
\coszJ 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  in  dem  Falle  f(z)  =  stn*» 
dass  An  bei  geraden  n  verschwindet  und  bei  ungeraden  n  durch  die 
Formel 

(-i)»(B_I)(    « 

*»  =  s — ^ —  {(»  +  i)b (»  +  i)"-1  +  («  4- 1).  (»- 1)—1 

+  (»  +  l>i  (»  -  3)—1  +  •  •  •  +  (»  +  1),;       * 
bestimmt  wird;  es  ist  daher 

™,=_i i_  (-LV+ _±l  f-?_y_ 5888  f « y  ■ ... 

cosz      1.2.3  \coszJ       l.2..5\cosz/       \.2.J\cosz) 

Beschränkt  man  z  auf  reelle  Wert  he,  so  darf  zsecz  höchstens  = 
0,662742  werden,  woraus  folgt,  dass  der  absolute  Werth  von  z  we- 
niger als  0,561118  =  arc  32°  8'  58"  8  betragen  muss. 

II.  Unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  enthalten 
Reihenverwandlungen  der  vorigen  Art  zugleich  die  Lösung  eines» 
Problemes,  welches  die  Umkehrung  gegebener  Functionen 
genannt  wird.  Besteht  nämlich  zwischen  den  beiden  Variabelen  t* 
und  z  eine  Gleichung  von  der  Form 

u  =  y(z), 
so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Function  von  u>  etwa 

*  =  zW. 

und  es  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  z  durch  u  auszudrücken,  oder 
allgemeiner,  irgend  eine  vorgeschriebene  Function  von  z ,  etwa  /(*), 
durch  u  auszudrücken.  In  so  weit  nun  J(z)  nach  Potenzen  von  ff 
entwickelbar  ist,  ergiebt  sich  f(z)  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

/(*)  =  *o  +  -y  9«  +  O*«'  +  "  '  "  " 
und  zwar  durch  Substitution  von  u  für  (p(z);  man  hat  also 
/W  =  A0  +  ^«  +  ^  +  TA1«3+.....i 

wobei  die  Gültigkeitsgrenzen  und  Coefficienten  ebenso  wie  früher  be- 
stimmt werden. 

Hierbei  ist  noqb  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  u  =  q>{z) 
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mehrere  Umkehrungen  haben  kann*),  dass  also   entschieden  werden 
mußs,  welche  dieser  Umkehrungen  durch  die  obige  Reih enent Wicke- 
lung geliefert  wird.     Aus  der   Untersuchung   über  die  Gültigkeits- 
grenzen weiss  man  aber,  welche  Wurzel  der  Gleichung   (p(z)  =  0 
den  Anfangs werth  des  z  bildet,  man  kennt  also  dasjenige  z  =  #0, 
welches  dem  Falle  u  =  Ö  entspricht,  und  damit  ist  z  eindeutig  be- 
stimmt.    (Geometrisch  heisst  dies:  von  den  möglichen  verschiedenen 
Zweigen  des  z  ist  derjenige  zu  nehmen,  welcher  durch  den  Punkt  z0 
geht).     Dasselbe  gilt  von  der  Function  f(z),  weil  diese  synektisch 
sein  muss.  + 

a.  Beispielsweis  betrachten  wir  die  Gleichung 

u  =  ze~~* 
und  beschränken  der  Einfachheit  wegen  u  und  z  auf  reelle  Werthe. 
Da  w,  als  Function  von  0  angesehen,  für  z  =  0  verschwindet ,  für 

*=1  sein  Maximum —  erreicht  und  für  z  =  oo   gegen  die  Null 

*  1 

convergirt,  so  entsprechen  umgekehrt  jedem  u  <C  —   zwei  positive 

*,  von  denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  als  die  Einheit  ist. 

jrjg  30  Die  nebenstehende  Figur 

(Fig.  30)  wird  dies  ver- 
anschaulichen; in  ihr  ist 
04  =  1,  OB^=AO= 

1 
— ,  und  zu  einer  gege- 


benen Ordinate  ON—u 
gehören  die  beiden  Ab- 

«riaeen  NP  und  NPi.     Nach  den  in  I,  c  gegebenen  Entwickelungen 

hat  man  nun  für  f{z)  =  z,  ze~*  ==  U\ 


1°  21 

0  <  u  < 


32 


1.2.3 
1 

e 


u*  + 


wobei  0=  0  als  Anfangswerth  des  0  genommen  ist  Die  Formel  giebt 
daher  dasjenige  *,  welches  f Ür  u  =  0  verschwindet,  sie  liefert  also 
von  den  beiden  vorhandenen  Umkehrungen  nur  die  kleinere  z  =  NP* 


*)  Aus  der  Gleichung  z.  B. 


i»  = 


jra  —  1 

2* 


folgen  die  beiden  Umkehrungen 


z  =  i»  +  Vi  +  «*2   und    *  s=  u  —  Vi  +  n\ 
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b.    Als  zweites  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  sinz  aus  der  Glei- 
chung 


8 
U  = 


cosz 

zu  berechnen.     Nach  den  in  I,  d.  gegebenen  Entwicklungen  hat 
man  sofort  .  , 

4         3    .         96  5888   ^ 

modu  <  0,662742, 
und  dabei  ist  unter  z  diejenige  Umkfehrung  zu  verstehen,  welche  für 
u  =  0  verschwindet.  ' 

III.    Mit  einer  geringen  Modifikation  fuhren  die  Betrachtungen 
in  I.  auch  zur  Lösung  des  Problemes,  eine  Gleichung  von  der  Form  j 

e  =  uty(z)  +  c 
umzukehren,  d.  h.  aus  ihr  z,  oder  allgemeiner  f(z\  als  Function  von 
u  herzuleiten.     Schreibt  man  nämlich  statt  dieser  Gleichung  die  mit 
ihr  identische 

SS  —  c 

u  =  — T-r-r-    oder  kurz  u  =  <»(#), 
tl>(z) 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  es  sich  eigentlich  um  dasselbe 
Problem  wie  in  Nro.  II.  handelt,  dass  also  eine  Reihenentwickelung 
von  der  Form 

herzustellen  ist.     Der  Ausdruck 

verschwindet  nun  für  #  =  c,   wobei  jedoch  vorausgesetzt  werden 
muss,  dass  ^(c)  nicht  ==  0  sei;  es  ist  daher  z$  ==  c.     Wenn  ferner 

V  W  ~  *(ir)» 

in  Null  übergehen  soll,  so  muss,  falls  der  Nenner  endlich  bleibt,  die 
Gleichung 

stattfinden,   deren  Wurzeln  Ze ,  ^ ,  etc.   heissen  mögen.     Die  gefor- 
derte Entwickelt^  besteht  dann  unter  der  Bedingung,  dass 

mod    , ,  x  ,    d.  h.    inodtt 
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weniger  beträgt,  als  die  kleinste  der  Grössen 

,  Zq  —  c       •       Zx  —  c 

Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  unter  dem  kleinsten  tt  dasjenige 
verstehen,  welches  den  kleinsten  Modulus  besitzt;  ausserdem  möge 
zur  Ersparung  der  Anhangsgleichung  z  =  c  statt  c  der  Buchstabe  v 
geschrieben  werden;  man  hat  dann  folgenden  Satz:  aus  der  Gleichung 

71)  0  =  uil>(z)  +  v 

folgt  durch  Umkehrung 

72)  /(*)  =  *0  +  ±-u  +  ^«*  +  Y^3mS  +  '  '  '  * 

Xo  =  /(*),        ln  =  2)--»  {i>(v)"/(v)}, 

t 

und  zwar  gilt  diese  Formel  unter  der  dreifachen  Voraussetzung,  dass 
erstens  M>(v)  weder  Null  noch  unendlich  wird,  dass  zweitens  der  Mo- 
dulus von  u  weniger  beträgt  als  der  Modulus  des  kleinsten  u,  wel- 
ches durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

73)  *  (#)  =  (*-«)  «/(*),       u  =  *-=£ 

gefanden  wird,  und  dass  endlich  f(z)  innerhalb  der  hiermit  bestimm- 
ten Grenzen  synektisch  bleibt  *). 

a.  Ein  einfaches  Beispiel  liefert  die  Annahme /(#)  =  g%  ty(z) 
=  #>,  wobei  p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge.  Die  Glei- 
chungen 73)  geben  dann 

und  als  Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

0  —  UM*   +  V 

erhalt  man 

1 

8 
(ff—  1)1-1 


+  \(?phu*ifip-*  + 


modu  <  wod 


pp& 


— i 


♦)  Die  obige  Umkehrungsformel  findet  man,  jedoch  ohne  die  zu- 
gehörigen Bedingungen,  zuerst  bei  Lag  ränge  (Memoires  de  PAe#d6mie 
de  Berlin,  an.  1768^p.  275);  die  Grenzen  der  Gültigkeit  hat  auf  etwas 
anderem  Wege  Cauohy  entwickelt  (Moigno,  Lecons  de  oalcul  differen- 
tiel  et*de  calcul  integral,  tome  I,  legon  18,  p.  162). 
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Für  u  =  — ,  v  =  —  liegt  hierin  eine  Auflösung  der  trinomischen 

Gleichung  p-ten  Grades 

ß*  —  az  \-  b  =  0, 
nämlich 

a    "*"     1     a*  +  *  ■*"     2     a»*+i 

+  (^5!!l!    .      ... 
T     3     a»*  +  l  ^ 

and  zwar  mnss  bei  reellen  a  und  6  der  absolute  Werth  von 

&p-1  <  (P-I)'"1 


sein.     Nach  der  gewöhnlichen  Convergenzregel  und  mit  Hülfe  der 
leicht  beweisbaren  Formel 

TA**  (**+*)»  _  **  *  —  ^ 

kann  man  sich  auch  a  posteriori  leicht  überzeugen ,  dass  die  Reihe 
jen seit  der  angegebenen  Grenze  divergirt. 

In  dem  speciellen  Falle  p  =  2  wird  die  obige  trinomische  Glei- 
chung quadratisch,    mithin  ihre  kleinste  Wurzel 

£r  =  |(a  —  VV  —  4b); 
man  kommt  dann  auf  eine  binomische  Entwickelung  zurück. 

b.    Nimmt  man  in  der  Gleichung  71) 

*(,)  =  !(,•_  1) 

und  nachher  /(#)  =  #,  so  lässt  sich  die  Gleichung  71)  direct  auf* 
lösen  und  es  entsteht 

1  —  V  1  —  2uv  +  u* 
74)  u 


wobei  die  Coefficienten  durch  folgende  Formeln  bestimmt  sind 

**-*>         k'  =  2Ü J*^ 

Die  Gleichungen  73)  werden 

*  —  v 


*(*»- !)  =  (*-»)*,        «  =  ,- 


§(**-!) 
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l  liefern  unter  Voraussetzung  eines  positiven  v  die  Bedingung 

modz  <  mod(v —  Vv2  —  1). 
Jerenzirt  man  die  Gleichung  74)  in  Beziehung  auf  v  und  setzt 
chher 


dln  f*i 


dv 


u  =  ht\         v  = 


1  +  k* 

2  k    ' 


•  entsteht  die  folgende,  unter  der  Bedingung  modt  <  1  gültige 

ntwickeluBg 

1 


V(l  —  V)  (1  —  fc*  *2) 


2.4 


2.4.6 


nd  darin  ist 


l*>n  = 


dn[(v*-m 

dtP 


1  +  fc2 
renn  nach  ausgeführter  Differentiation  v  =  — — —  gesetzt  wird. 

c    In  mancher  Hinsicht  bemerkenswerth  ist  die  Auflösung  der 
anscendenten  Gleichung 


o 


z  =  usinz  +  v, 


siehe  bei  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  vorkommt  *). 
ie  erste  der  Gleichungen  73)  wird  hier 

:)  sinz  =  (z  —  v)  cos  z  oder    z  —  tan  z  =  v, 

Iche  für  z  =  x  +  ty  und  bei  reellen  v  in  die  beiden  Gleichungen 
•fallt: 


Fig.  31. 


♦)  Soll  z.B.  in  einer  Ellipse  AOB 
der  Radiusvector  FP  so  gelegt 
werden,  dass  derSector  -4JFPeine 
gegebene*  Grösse  S  hat,  so  ist 
</.AOQ=g>  mittelst  der  Gleichung 

28 


©  —  c  stn  ©  = 


ab 


zu  bestimmen  (Theil  I,  Seite  375, 
Formel  2).  In  der  Theorie  der 
Planetenbewegung  heisst  diese  Auf- 
gabe das  Kepler' sehe  Problem. 


ehlömilch)  Analygis.    II. 


* 
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2sin2x 

X  ""  2cos2x  +  e*'  +  er-*»  ~  ** 

77^  */  -  *' ""  *~"  -  0 

Man  übersieht  sofort,  dass  x  und  y  von  v  abhängen,  und  dass  < 
deshalb  eine  vollständige  Auflösung  der  vorigen  zwei  Gleichu 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  v  einen  gegebenen  Zahlwerth  hat. 
aber  hierbei  nicht  stehen  zu  bleiben,  wollen  wir  auf  die  genaue 
gäbe  des  kleinsten  Modulus  von  u  verzichten  und  dagegen  ü 
suchen,  wie  viel  modu  wenigstens  betragen  muss,  gleichgültig, 
chen  Werth  v  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der 
chung  76)  die  Form 

cos2x  = 

2y  2  * 

und  ziehen  hieraus 

sm*x  =  1 H \ 

J  4y  4 

oder  nach  bekannten  Reihen 

worin  rechter  Hand  alle  Glieder  positiv  sind.  Diese  Gleichung  ' 
dass  jedem  y  unendlich  viele  x  entsprechen,  ausgenommen  in 
Falle,  wo  die  Summe  der  Reihe  (ganz  abgesehen  von  der  linken ! 
mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Weil  ferner  jene  Summe  gleich: 
mit  y  wächst,  so  ist  der  grösstmögliche  Werth  von  y  derjenige 
welchem  die  erwähnte  Summe  =  1  wird;  der  Maximal  werth 
y,  welcher  Y  heissen  möge,  bestimmt  sich  daher  durch  dieGlek 

5  Jy  +  l  -1 

oder 

78)        r-£±s;-i+  2 


er  —  e~r  '    e27  —  1 

Wie  in  I,  d.  folgt  hieraus 

Y=  1,199678.. 
Auf  u  zurückgehend,  können  wir  die  Gleichung 

z  — v 

u  —  —^~r 

•  ^   ,  .    8inz 

mittelst  Nro.  75)  einfacher  schreiben : 


s 

II 

aei-1 


r  fo 
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u  =  secz  =  sec{x  -f-  iy) 

(e*  -\-e-v)cosx  +  i(eP  —  e~v)sinx 

~  2cos2x  +  e2*  +  e-2*  5 

wir  erhalten  hieraus  für  den  Modulus  von  w,  welcher  B  heissen  möge, 

2 


JR  = 


V2cos2x  +  e*v  +  e~2v 


oder,  unter  Zuhülfenahme  von  Nro.  76), 


y* 


#*  -  *-2y    Vi  +  §y2  +  y*  + 


4# 


Der  Nenner  dieses  Bruches  wächst  gleichzeitig  mit  y  und  wird  am 
grauten  für  y  =  JT;  es  ist  daher 

1 


JB 


v^ 


_*-*r' 


lc 
]  des] 

Sern! 

«.•  i 

e,  bal 
t  rsl 

hmcl 


wo  Ar  man  wegen  Nro.  78)  schreiben  darf 

B  ^  w  v    l =r,    d.  i.  B  >:  0,662742. 

Das  kleinste  w,  welches  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

z  —  v 


sinz  =  (z —  v)cosz,         w  = 


swxr 


finden  könnte,  besitzt  demnach  einen  Modulus  von  wenigstens 
0,662742;  die  gesuchte  Reihenentwickelung  gilt  daher  ohne  Zweifel, 
sobald  modu  <^  0,662742  genommen  wird*).    Aus  der  Gleichung 

z  —  usinz  =  v 

folgt  nunmehr  für  jedes  reelle  v 

modu  <  0,662742, 
wobei  die  Coefficienten  mittelst  der  Formeln 


•)  Die  Uebereinstimmung  der  obigen  Bedingung  mit  den  Bedingungen 
in  I,  d.  und  II,  b.  erklärt  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  Gleichung 

z  —  usinz  =  v 
für  v  =  \n  und  z  =  \n  -}-  C  mit  der  dortigen  Gleichung 

C  —  UC08C  =  0 

identisch  wird.    Der  Modulus  des  kleinsten,  den  Bedingungsgleichungen 
genügenden  u  erreicht  dann  gerade  die  untere  Grenze  0,662742. 

8* 
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Ae  =  /(*),         lH  =  D—1  [f'(v)sivrv\ 

zu  bestimmen  sind. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  hat  z.  B.  in 
dem  Falle /(/)  =  z  keine  Schwierigkeit;  sie  giebt 

jBr  ===  t?  -f-  usinv  +  \u*sin2v 

-f-  \uz(3sin3v —  sinv)  +  f«*4(2stn4t; —  sin2v) 

+  ^gu5(125sin5v  —  81  sin 3 v-{- 2 sinv)  -f-  •  •  •  • 

und  bei  reellen  u  ist  0  ^  u  <  0,662742  zu  nehmen  *). 


*)  Die  Bedingungen  für  die  Convergenz  der  obigen  und  einer 
ähnlichen  Reihe  sind  zuerst  von  Laplace  mittelst  eines  ziemlich  weit- 
läufigen Verfahrens  entwickelt  worden  (Memoires  de  l'Academie  des 
sciences,  tome  VI,  an.  1823,  p.  61),  welches  auf  einer  bei  grossen  n  ange- 
näherten Bestimmung  des  Werthes  von  JU+i  :  (nA»)  beruht.  Eine  ge- 
nauere, von  der  Theorie  complexer  Variabelen  aasgehende  Untersuchung 
hatCauchy  geliefert  (Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  mathematique, 
1841);  sie  ist  später  von  Puiseux  vervollständigt  worden  (Liouville, 
Journal  de  Mathem.  tome  XTV). 
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Die   periodischen   Reihen, 


I.    Einleitende  Betrachtungen. 

Wenn  eine  Function  der  Variabelen  z  in  eine  Potenzenreihe  ver- 
wandelbar ist,  wenn  demnach  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

f(z)  =  c0  +  cx z  +  C^Z*  -f  c3z*  +  •  •  •  • 

existirt,  so  bietet  die  Substitution  z  =  r(cosu-{-v —  1  sin  u)  ein 
Mittel,  um  zwei  neue  Gleichungen  abzuleiten,  in  denen  die  vorkom- 
menden Reiben  nicht  nur  die  successiven  Potenzen  von  r,  sondern  auch 
die  Cosinus  und  Sinus  der  aufeinander  folgenden  Multipla  von  u  ent- 
halten.    Es  ergeben  sich  nämlich,  wenn 

/(rcosu  -f-  V  —  1  rsinu)  =  q>(r9u)  +  V —  l^(r,w) 
gesetzt  wird,    durch   Yergleichung    der  beiderseitigen  reellen  und 
imaginären  Bestandteile  die  neuen  Formeln 

<p(r,u)  =  Co  +  cxrcosu  +  Ctr2cos2u  +  cBrBcos3u-{-'  •  • 
^ (r,u)  =  C\  rsinu  -f-  c% r2sin2u  +  c& rzsin  3 u  +  •  •  • 
So  erhält  man  z.  B.  aus  der  bekannten  Reihe  für  1(1 — z)  die 
Gleichungen 

—  -^1(1  —  2rcosu  +  r2) 
=  —  r  cos  u  -+-  —  r2eos  2  u  +  —  r8cos  3  u  + 


•     •     »     • 
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/     rsinu     \ 

arctan  [  - ) 

\1  —  rcosuj 

=  --rsinu  +  -r-r2sm2w  -f  —  r3sinSu  -f » 

wobei  jedoch  der  absolute  Werth  von  r  ein  echter  Bruch  «ein  muss*). 
Gleichungen  dieser  Formen  gestatten  eine  doppelte  Ansicht,  je- 
nachdem  man  nämlich  r  oder  u  als  die  Hauptvariabele  ansieht.    Im 
ersten  Falle  handelt  es  sich  nur  um  Potenzenreihen,  und  dann  müssen 
selbstverständlich    die   Coefficienten    derselben    nach   der    für  den 
Mac-Laurin'schen  Satz  geltenden  Regel  gebildet  sein,  also 

1  dnq>(r,u) 


cncosnu  = 


1.2...»         dt 


n 


1           dnil>(r,u) 
C«smnU  =  ÜITTn d*~> 

wobei  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  =  0  zu  setzen  ist. 
Während  man  hier  auf  Bekanntes  zurückkommt,  bietet  dagegen  der 
zweite  Fall  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Untersuchung;  denn  schreibt 
man  zur  Vereinfachung 

1)  <p(u)  =  cb  -|-  Ax  cosu  +  At  cos  2u  -f-  Az  cos  Su  +  •  •  •  •» 

2)  i>(u)  =  Bisinu  -f  B2sin  2u  +  B3 sin 3u  +  ••••, 

80  kann  die  Frage  nach  dem  Bildungsgesetze  der  Coefficienten  Cfe, 
Ai^A^eio.,  B\,B*  etc.  gestellt  werden.  Dieselbe  lässt  sich  mittelst  des 
leicht  beweisbaren  Satzes  beantworten,  dass  die  bestimmten  In- 
tegrale 

^  n 

—  /  cosmu  cosnu  du  =  —  /  [cos(m  —  n)u  +  cos(m  -f-  n)u]du 

0  0 

und 

n  n 

—  I  sin mu  sinnu  du  =  —  I  [cos (m  —  n) u  —  cos (m  -f-  n)u] du 
o  o 

den  gemeinschaftlichen  Werth  Null  besitzen,  so  lange  die  beiden 
ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  dass  sie 
hingegen   für  m  =  n   den  gemeinschaftlichen    Werth   1    erhalten. 

2 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  1)  mit  — cosnu  du  und  integrirt 

7t 

zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  it%  so  verschwinden  rechter 


*)  Hinsichtlich  der  Bedingungen,  unter  denen  die  Substitution 
e  =  r(co*u-hV—  1  ffe«)  et-lmbt  ist,  verweisen  wir  auf  den  vorher- 
gehen^ 
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Hand  alle  Integrale  mit  Ausnahme  des  einen,  welches  AH  als  Factor 

enthält?  und  es  ist  hei  umgekehrter  Schreibweise 

n 

,    cosnudu. 
ö 
Für  den  ersten  Coefficienten  Cq  findet  man  ähnlich 


71 

3)  Au  =  ^J<p(u), 


n 


eo 


=  lf<p(u)du=\Av 


0 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  Nro.  2)  durch  Multiplication  mit 
-sinnudu  und  Integration  von  u  =  0  bis  u  =  n 


n 


2   r 

5)  Bn  =  —  /  i>(u)sinnudu. 

0 

Hiernach  ist  z.  6.  mit  Rücksicht  auf  das  vorhin  gegebene  Beispiel 
för»>  0 


n 


f*  2    C 1 

—  = /  -zrl(l — 2rcosu  -\-r*)cosnudu 


o 

71 


2   C    ^      /    rs«nw    \   . 

=  —  /  ardan  ( )sinnudu. 

nj  \1 — rcosuj 

o 

Biese  Betrachtungen  bedürfen  einer  wesentlichen  Modifikation, 
sobald  die  Existenz  der  Gleichungen  1)  und  2)  nicht  sicher  ist;  dieser 
Fall  tritt  aber  ein,  wenn  die  Functionen  qp  und  ^  nicht  erst  aus  einer 
Function/  mittelst  der  anfangs  erwähnten  Substitution  abgeleitet,  son- 
dern unmittelbar  gegeben  sind.  So  läset  sich  z.  B.  schon  in  dem  ein- 
fachen Falle  ty(u)  =  u  nicht  absehen,  ob  die  Gleichung 

u  =i  Bx  sinu  -{-  B%  sin  2u  •]-  Bö  sin  3u  -\-  •  •  •  • 
überhaupt  bestehen  kann;  gewiss  ist  sogar,  dass  die  etwaige  Gültig- 
keit derselben  auf  bestimmte  Grenzen  eingeschränkt  sein  muss ,  weil 
die  Reihe,  für  sich  betrachtet,  eine  periodische  Function  von  u  bil- 
det, welche  f  ür  w  =  t>,  «  =  2ä  +  v,  m  =  4  #  +  t;  etc.  dieselben 
Werthe  annimmt,  während  die  linke  Seite  diese  Eigenschaft  nicht 
besitzt.     Um  alle  derartigen  Fragen  zu  entscheiden,  wollen  wir  von 
den  linken  Seiten  der  Gleichungen  1)  und  2)  abstrahiren  und  die 
Summen  der  vorkommenden  Reihen  direct  aufsuchen,  wobei  wir  den 
Coefficienten  Cb,  An,  Bn  die  in  Nro.  3),  4)  und  5)  gefundenen  Werthe 
!  geben«  Schreiben  wir  in  den  letzten  drei  Formeln  t  statt  u,  so  haben 
wir  unmittelbar 
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Y^O  +  AiCOSU-^-  Ä2C08  2U  -j-  •••  +i»C08tttt 
n  n  n 

=— I  /  (f(t)dt  +  2  I  <p(t)cosucostdt,  +  2  /  <p(t)cos2ucos2tdt-\~ 


oo  o 

n 


•  •  •  +  2  /  q>(t)cosnucosntdt 
o 
Hier  können  wir  alle  Integrale  in  ein  einziges  zusammenziehen  und 
zugleich  jedes  doppelte  Product  zweier  Cosinus  in  eine  Summe  zweier 
Cosinus  zerlegen;  die  rechte  Seite  wird  dann 
n 

—  /  ?(J)[1  +  cos(t  —  u)  +  cos2(t  —  u)  +  -  •  •  +cosn(t — u) 

0 

+  cos (t  -j-  u)  +  cos 2(t  +■  u)  +  •  •  •  +  cosn(t  +  u)] dt, 
und  wenn  die  Reihen  der  Cosinus   mittelst  der  bekannten  Formel*) 

cos oj  +  cos 2 co  +  cos 3 co  4-  •  ••4-C0snco  = —  —H — _    .  .  r 

1  2  2sen|© 

summirt  werden,  so  erhält  jene  rechte  Seite  die  Form 


1    rmffl(«*K»-J)(*--«0  i  sin(n+\)(t  +  u)\ 
% J  9W1    2sin\(t  —  u)     ~*~     2  *»£(*  +  «) 


dt. 


Für  unendlich  wachsende  n  ist  daher 

2 


iÄo  +  AiC0Su-\-  A2cos2u-\-  AsC0s3u  -)-.••• 


n  n 


lf_.      Atn(w  +  |)(^— u)-  n.  Am(n+t)(*+w)     /x\^ 

*rl       o/      2sin|(£  —  w)      w  «/     2s«n5(<+w)    xw   ) 

und  auf  ganz  gleiche  Weise  findet  sich 

Bi  sin  u  +  -#2  $iw  2  it  -f-  2?3  sin  3  u  +  •  •  •  • 

rcl       «/      2sw§(*  — w)      w  7      2sztt|(*+tt)    ^w 

Wie  man  sieht,  kommt  die  Summirung  der  Reihen  in  1)  und  2)  aal 
die  Ermittelung  der  Grenzwerthe  zurück,  welchen  sich,  zwei  Integrale 


*)  Von  der  Richtigkeit  derselben  überzeugt  man  sich  leicht  dadurch 
dass  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  2sin~(o  multiplicirt  und  linke 
Hand  die  Formel 

2  cos  a  sin  b  ==  8tn(a  +  &)  —  8tn(a  —  b) 
f ür  a  =  o>,  2  o),  3  w, . . .  ww  und  6  =  |a>  in  Anwendung  bringt. 
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ron  ähnlicher  Zusammensetzung  hei  unendlich  wachsenden  n  nähern. 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  |(£  —  u)  =  0,  im  zweiten 
\{t  +  w)  =  0,  so  erhalten  beide  Integrale  die  gemeinschaftliche 
Form 


/ 


a 

und  es  bleibt  demnach  unsere  Aufgabe,  den  Grenzwerth  zu  finden, 
gegen  welchen  der  vorliegende  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden 
n  convergirt.  Dieses  Problem  steht  übrigens,  wie  sich  nachher 
zeigen  wird,  mit  einem  anderen  und  etwas  einfacheren  in  nahem 
Zusammenhange;  wir  werden  uns  daher  zunächst  mit  dem  letzteren 
beschäftigen. 


IL    Bestimmung  von  Lim  if^lF{ß)de  für  p  =  «>. 


e 

a 


Wir  betrachten  zunächst  das  Integral 

i)  8p  =  h™M.  f(0)  de 

o 
und  setzen   dabei  voraus,  dass  y  und  p  beliebige  positive  Grössen 
sind,  und  dass  die  Function  F(0)  von  0  =  0  bis  0  =  y  eindeutig, 
endlich  und  stetig  bleibt  und  fortwährend  abnimmt,  ohne  jedoch 

negativ  zu  werden. 

Mittelst  der  Substitution  pd  =  X  ergiebt  sich  zunächst 


o 


Das  Product  py  kann  man  in  ein  Vielfaches  von  %  und  in  einen 
Rest  zerlegen,  der  weniger  als  %  beträgt,  man  darf  also 

py  =  q%  -{-  p,  0  ^  Q  <  # 

setzen,  wo  q  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  welche,  beiläufig 
bemerkt,  gleichzeitig  mit  der  beliebigen  positiven  Zahl  p  ins  Unend- 
liche wächst.    Das  Integral 


124  Die  periodischen  Reihen.  \ 

gestattet  nun  eine  Zerlegung  nach  folgendem  Schema 

r  -/+/+/+■ -Ar 

o  o  n  2w  (q—l)n      fn 

es  besteht  also  aus  q  Integralen  von  gleichem  Integrationsintervalle 
und  aus  einem  Bestintegrale,  welches  wir  mit  Eq  bezeichnen  wollen. 
Da  sin  x  von  0  bis  n  positiv,  von  n  bis  2  n  negativ,  von  2  *  bis  3« 

wieder  positiv  ist  u.  s.  w. ,  da  ferner  der  Factor  —  F  ( — )  i 

positiv  bleibt,  so  hat  das  erste  jener  q  Integrale  einen  positiven,  das 
zweite  einen  negativen  Werth  und  so  alternirend  weiter;  man  darf 
hiernach  schreiben 

3)    Sp  =  17,  -  ü2  +  Di  -  üt  + +  (—  1)*+1  üq  +  B, 

wobei  selbstverständlich  Di,  U2,  U3  etc.  die  absoluten  Werthe  der 
einzelnen  Integrale  bezeichnen.  So  ist  z.  B.  ün  gleich  dem  abso- 
luten Werthe  von 

n 


immer 


/ 


sinx  w/%\ 
x        Vp") 


dx, 


oder,  wie  die  Substitution  x  =  (n  —  1)  3t  +  £  zeigt, 

ün  =  /    **      r/(»-i)*+i\  d|. 

7  (n-l)jr  +  |     V         p         ) 

Vergleicht  man  hiermit  das  nächstfolgende  Integral 

n 

und  beachtet,  dass  die  Function  Fabnimmt,  ohne  negativ  zu  werden, 
so  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

»inj*  v  /(n  —  1)  3t  +  g\  sing  /njrJ-JX 

(*-l)*  +  r\  p  J^nTt+t       \     p     )'     ' 

woraus  folgt  v 

U«  >  ün+i. 

Die  Werthe  der  U  bilden  hiernach  eine    fallende  Beihe ,  der  Art, 
dass  Di  >  U2  ^>  ü3  •  •  •  ist. 
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Sehr  anschaulich  werden  diese  Schlüsse,  wenn  man  sich  8P  als 
e  von  x  ==  0  bis  x  =  qn  +  q  gehende  Fläche  derjenigen  Curve 
Bükt,  welche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  durch  die  Gleichung    . 

8inx 


y  =  F 


x. 


a) 


estimmt  ist  (Fig.  32).     Die  Curve  beginnt  mit  der  Ordinate  OB 
=  F(0),  durchschneidet  die  Abscissenachse  an  den  Stellen  OA\  =x, 

Fig.  32. 


*At  =  2jt,  OAz  =  3*r,  •  •  •  •  OAq  =  qn,  und  bildet  demnach 
ne  Reihe  von  Zügen  BAi,  A1B1A2,  A2B2A^  etc.,  welche  ab- 
echselnd  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegen.  Abgesehen 
>m  Vorzeichen  ist  die  Maximalordinate  jedes  Zuges  grösser  als 
ie  Maximalördinate  des  nächsten  Zuges,  so  dass  die  einzelnen  Züge 
ch  mehr  und  mehr  der  Abscissenachse  nähern.  Die  Grössen  Uu 
2,  XJZ  etc.  sind  die  absoluten  Werthe  der  Flächen  der  einzelnen 
üge  und  zwar  beträgt  jede  solche  Fläche  mehr  als  die  folgende ; 
as  Restintegral  Bq  bedeutet  die  über  Ag  C  =  Q  stehende  Fläche 
l,CD. 

Wenn  in  einer,  aus  beliebig  vielen  alternirenden.  Gliedern  ge- 
rieten Reihe 

ffi  ~  U2  +  U*  +  Vi  +  •  •  •  •  +  (—  1)*+1  U9 
xler  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  so  beträgt  die  Summe 
er  Reihe  bekanntlich  mehr,  als  irgend  eine  gerade,  dagegen  weniger, 
\b  irgend  eine  ungerade  Anzahl  von  Gliedern ;  bezeichnet  demnach 
fc  +  1  eine  ungerade  Zahl  <  2,  so  ist  nach  Nr.  3) 

üi  —  Di  +  0s  —  0*  + U2k 

<:sP  —  Bq< 

üi  —  Di  +  Ds  —  04  + +  02*+i 

ier,  vermöge  der  Bedeutung  der  U, 
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0  o 

Bequemer  ist  es,  statt  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  zu  schrei- 
ben, indem  man  den  Satz  benutzt,  dass  irgend  eine  Ungleichung 
A  <  M  <  B  durch  die  Gleichung  M  =  A  +  e(B  —  A)  ersetzt 
werden  kann,  worin  £  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch  bezeichnet ;  man  hat  daher 

U7l  (2*+l)7T 

0  2*71  s 

Wendet  man  auf  das  Restintegral 

tpt+Q 
q7l  ^ 

die  bekannte  Formel  an 

b 

ff(x)dx  =  (6  —  a)/(a  +  #[6  —  a]),       0<fr<  1, 


IC 


a 

so  erhält  man 


q  q%  +  &Q  \       p        ) 

=  (_1)g      *»g       yfy-a-^M 


und  auf  gleiche  Weise  findet  man 

(2t+l)7I 


J  ~  F\j)dx  =  2k  +  *F\ p > 

« 
Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zur  folgenden 

B,  -  (-  l)t  ^f  -F(y  -ILHW 


2kn 


lässt  man  hier  h  constant  bleiben,  dagegen  jp,  mithin  auch  g,  un- 

endlich  wachsen  und  beachtet,  dass —<; gegen  die  Null  con- 

p  p     - 

vergirt,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
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2k7l 


s.  =  mfüs.  s,  +  £  F(o), 


o 
wobei  das  Product  der  drei  echten  Brüche 

65         2*+*'        Sm**' 

kurz  mit  £*  bezeichnet  worden  ist.     Aus  der  vorigen  Gleichung  er- 
bellt nun  unmittelbar,  dass  die  Differenz 

0 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,   wenn    man  die  willkürliche 
ganze  Zahl  h  gross  genug  wählt;  es  ist  daher  für  k  =  00 


S„-F(0)/^*  =  0 


0 

,  oder  vermöge  der  Bedeutung  von  S« 

00 


/ 


*?*lF(9)aO  =  F(0)f™^dx. 


0 

Im  Folgenden  sei  zur  Abkürzung 


OL 

sinx   ,  _ 

dx  =  2T; 


J     x 

0 


man  kennt  zwar  diesen  Integfalwerth  aus  anderen  Untersuchungen, 
jedoch  ist  diese  Kenntniss  vorläufig  nicht  erforderlich ,  vielmehr  ge- 
nügt die  Bemerkung,  dass  K  einen  endlichen  Werth  hat,  wie  sich 
leicht  ergiebt ,  wenn  man  die  vorige  Untersuchung  für  den  Fall 
F(fl)=  1  wiederholt  und  dabei  berücksichtigt,  dass2£  einer  fallenden 
Reihe  gleichkommt,  deren  Glieder  alternirende  Yorzeiohen  besitzen. 
In  der  bis  jetzt  entwickelten  Formel 

5)  ~  Limj^-F(d)dd  =  KF(0) 

0 

ist  die  Function  F(0)  an  die  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnten 
Bedingungen  gebunden;  es  gilt  nun,  jene  Bedingungen  so  Weit  als 
möglich  wegzuschaffen. 

Wenn  die  Function  F{ß)  bei'  ihrer  continuirlichen  Abnahme 
negative  endliche  Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  immer  eine  positive 


r». 
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endliche  Constante  A  der  Art  wählen,  dass  A  -\-  F(ff)  nur  poaitWe 
Werthe  erhält.  Die  Formel  5)  ist  dann  anf  die  positiy  abnehmende 
Function  A  +  F(0)  anwendbar  und  giebt 

UmJ^ll^A  +  F(6)]d6  =  K  [A+  F(0)], 

0 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 
A.  UmJ8^-dd  +  UmJ^^  F(0)dO  =  RA  +  KF(0). 

0  0 

Man  bemerkt  nun  leicht,  dass  die  Formel  5)  noch  für  den  Fall 
F(0)  =  1  gilt,  dass  also 


*•/- 


0 


ist,  was  man  übrigens  auch  mittelst  der  Substitution  pd  =  x  finden 
kann;  die  vorhergehende  Gleichung  reducirt  sich  daher  auf 

UmJsmpl  F(e)dd  =  ffF(0)^ 

o 
d.  h.  die  Gleichung  5)  bleibt  auch  für  solche  continuirlich  abneh- 
mende F(ß)  richtig,  welche  das  Gebiet  des  Negativen  betreten. 

Wenn  die  Function  F(0)  von  0  =  0  bis  0  =  y  continuirlich 
zunimmt,  ohne  jedoch  unendlich  zu  werden,  so  ist  B  —  ^(0)  eine 
abnehmende  Function,  wobei  B  eine  beliebige  Constante  bezeichnet 
Die  Formel  5)  kann  nun  auf  die  Function  B  —  ^(0)  angewendet 
werden  und  liefert 

y 

o 

Durch  Integration  der  einzelnen  Theile  gelangt  man  analog  dem 
Vorigen  zu  dem  Satze,  dass  die  Formel  5)  auch  für  zunehmende 
Functionen  richtig  bleibt,  dass  sie  also  überhaupt  für  solche  F(6) 
gilt,  welche  von  0  =  0  bis  0  =  y  eindeutig,  endlich  und  stetig 
bleiben  und  entweder  nur  abnehmen  oder  nur  wachsen. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  der  Betrag  von 


,/- 


LimJ  '^  F<fi)d6, 

« 
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für  ß  >  a  >  0  bestimmen,  falls  F(0)  von  0  =  a  bis  0  =  0  die- 
selben Eigenschaften  besitzt,  die  soeben  für  das  Intervall  0  =  0  bis 
fl=y  vorausgesetzt  wtfrden.  Wenn  F(0)  von  0  =  0  bis  0=a  =  ÖA 
in  Fig.  33  einen  beliebigen  Verlauf  FG  hat,    dagegen  von  0  =  a 


Fig.  33. 


Fig.  84. 


bis  fl  =  ß  =  OB  continuirlich  abnimmt  und  demnach  längs  AB 
durch  die  fallende  Curve  GH  repräsentirt  wird,  so  kann  man  sich 
eine  andere  Function  F\  (0)  denken ,  welche  auoh  von  0  =  0  bis 
0  =  a  nur  abnimmt  und  von  0  =  a  bis  0  =  ß  mit  F(ff)  identisch 
ist,  deren  Bild  also  die  immer  fallende  Curve  Fi  GH  ist.  Ebenso 
läset  sich  einer  von  0  =  0  bis  0  =  a  beliebig  verlaufenden  und 
Ton  0  =  et  bis  0  =  ß  zunehmenden  Function  .F(0)  (in  der  Fig.  34 
der  Curve  FGH)  eine  durchaus  wachsende  Function  Fi  (0)  (die 
Curve  FxGH)  Substituten,  die  von  0  =  a  bis  0  =  ß  mit  F(0) 
zusammenfällt.     Es  ist  nun 

sinpd  ^  /m  j/)         7-.._  I   /  sinpd 


Lim  I  — 


0 


Fx(d)dd 


a 
a 


0 


*\(0)dö 


-/■ 


sinpd 


Fx  (0)  dd  \  =  KFX  (0)  —  KFX  (0)  =  0, 


mithin,   wenn  im  ersten  Integrale  Fx  (0)  durch  die  innerhalb  des 
Integrationsintervalles  mit  Fx  (0)  identische  Function  F(ß)  ersetzt 

wird, 

fi 
^  r„    /sinpd 


/sii 
— 


ö 


jF(ö)  de  =  o,     ß  >  « 


o. 


« 


Schlömilch,   Analysia.   II. 
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Die  Formeln  5)  und  6)  lassen  sich  durch  folgende  Bemerkungen 
wesentlich  erweitern.  Wenn  die  Function  F(ß)  ron  ö  =  0  bis 
0  =  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  bleibt,  im  Uebrigen  aber  bald 
wächst,  bald  abnimmt,  so  besitzt  sie  zwischen  0  und  y  etliche 
Maxima  und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  an  den  Stellen  ßi, 
fi2,  •  •  •  ftr_1,  ftr  eintreten  mögen.     Das  Integral 


/ 


8inpd  F(6)d6 


6 

o 

lässt  sich  nun  nach  folgendem  Schema  zerlegen: 


y         p  #«  Hr         y 

J  =J   +/+•  ••+/  +f 

0  0  (Ai  [Ar-1  fir 

und  dabei  sind  die  einzelnen,  rechter  Hand  vorkommenden  Inte- 
grationsintervalle so  beschaffen,  dass  F(ff)  innerhalb  eines  solchen 
Intervalles  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Zufolge  dieses 
Umstandes  convergirt  das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  die 
Grenze  KF(0),  alle  folgenden  Integrale  dagegen  verschwinden  bei 
wachsenden  p  (nach  Formel  6);  damit  kommt  man  wieder  auf  die 
Gleichung  5)  zurück.  Durch  ganz  dieselben  Schlüsse  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  ausgedehnt 
werden  kann,  die  zwischen  a  und  ß  bald  wachsen,  bald  abnehmen. 
Um  noch  den  Fall  einer  etwaigen  Discontinuität  von  .F(ö)  in 
Betracht  zu  ziehen,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sich  F(ß)  an  den 
zwischen  0  und  y  liegenden  Stellen  Älf  A2,  •  •  •  X8  sprungweis  än- 
dere, ohne  jedoch  unendlich  zu  werden.  Jedem  solchen  A  entsprechen 
dann  zwei  Functions werthe  F(K  —  0)  und  JP(A  -\-  0),  während  im 
Uebrigen  zu  jedem  0  nur  ein  Functionswerth  gehört.  Zerlegt  man 
nun  das  Integral  nach  folgendem  Schema: 

y  ki— 0       ^-0       V-o  y 

f  =f  V  +/  +•••+/• 

so  istJF(Ö)  in  jedem  der  rechts  vorkommenden  Integrationsintervalle, 
für  sich  genommen,  eindeutig",  endlich  und  stetig,  mithin  eonvergirt 
das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  den  Grenzwerth  KF  (Q), 
während  die  folgenden  Integrale  verschwinden.  Damit  wird .  man 
wieder  auf  die  Formel  5)  zurückgeführt.  Mittelst  ganz  derselben 
Zerlegung  lässt  sich  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  F(ß) 
ausdehnen,  die  zwischen  a  und  ß  beliebig  oft  discontinuirlich,  aber 
nicht  unendlich  werden. 
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Zur  vollständigen  Erledigung  des  Gegenstandes  gehört  schliess- 
lich die  Bestimmung  der  Constanten  K.  Da  diese  weder  von  p  noch 
von  y,  noch  von  der  Natur  der  Function  -F(ö)  abhängt,  so  kann 
irgend  eine  Specialisirung  von  y,  p  und  F(ß)  zur  Ermittelung  von 
K  benutzt  werden. 

Am  besten  eignet  sich  hierzu  die  Wahl 

wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge,  und  F(ff)  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  \it  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und 
Endlichkeit  genügt.    Es  ist  nun 


>  • 


J  sin  6  ' 


o 
oder,  wenn  man  die  Gleichung 

^sm(2n+l)0  _  x  +  2[cos20  +  cos40  +  cos60-l \-cos2nff] 

Sltlu 

zur  Ausfuhrung  der  Integration  benutzt 

K=\it. 

Das  Gesammtresultat  der  vorigen  Untersuchung  besteht  in  dem 
Satze,  dass  für  beliebige  positive ,  unendlich  wachsende  p  die  For- 
meln gelten 


.      i si 

o 


sinp  0 
0 


8)  Lim  I  -^F^  F(0)dO  =  \%  F(0),     y  >  0, 


%m  I  — 


9)  LimJ^^  F(0)e*0  =  O,  ß  >  a  >  0, 

a 

wenn  .F(0)  innerhalb  des  betreffenden   Integrationsintervalles   ein- 
deutig und  endlich  bleibt. 

Um  hier  gleich  ein  paar  Anwendungen  zu  zeigen,  wollen  wir 
die  vorige  Summenformel  7)  allgemeiner  zwischen  den  Grenzen 
0  =  0  und  0  =  y  integriren ;  diess  giebt 

y  -|-  -sin2y  -f-  -sinAy  +  •  *  •  +  ~sin  2ny 

rsin(2n  +  1)0  jn         Tsm(2n  +  1)        0     ,Ä 

=J  — iSTö d0  =J o         "  ^Tod0' 

0  0 

9* 
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Unter  der  Voraussetzung  y<iit  bleibt  die  Function'0:sw0  endlich 
von  0  =  0  bis  0  =  y ,  mithin  ist  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  n 

y  +  \sin2y  +  \sin4y  -f  \sin6y  +  •  •  •  •  =  £», 

0  <  y  <  *, 
oder  für  y  =  |w 

|(7r  — -  u)  =  Js«nw  +■  \sin2u  +  §sin3tt  +  ••••, 

0  <  u  <  2ä. 
Man  gelangt  zu  einem  analogen  Resultate,  wenn  man  die  leicht 
beweisbare  Gleichung  *) 

2  [sin  26  +  sin  40  +  sin  60  +  •  •  •  +  sin2n0) 
=  cot  6  +  sin2nd  —  cos2ndcotd 

=  cot  6  +  *tn2nd ! — '      .  n    —  cotd 

2  sind 

mit  dO  multiplicirt  und  zwischen  zwei,  vorläufig  noch  nicht  näher 

bestimmten  Grenzen  0  =  cc  und  0  =  ß  integrirt.  Zunächst  ergiebt  sich 

cos2a  —  cos2ß      cos4a — coslß   .  cos2na  —  cos2nß 

i + 2 +•'•-," n 

,  .   Q      _  .       ,   cos2wa  —  cos2nß 

=  lsmp  —  Isma  A 

2n 

lf*K2n+l)6m    etedd+i  f^n-lW^ß 
2J  0  sind  2J  0  sind 

cc  a 

und  wenn  hierO<^a<^/J<C#  genommen  wird,  so  bleibt  die  Function 

F(0)=  4-trcotB 
v  sind 

endlich  innerhalb  des  Integrationsintervalles.     Nach  Formel  9)  hat 

man  nun  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n 

cos 2a  —  cos2ß        cosku  —  co$4ß    ,    cosGa  —  cosßß 

-I 4-  —  -4-  . . . 

1  ^  2  ^  3 

=  lsinß  —  Isina,  0  <  <s  <  ß  <  #• 

Specieller  für  /3  =  |?r,  a  =  |w  und  unter  Anwendung  der  bekann- 
ten Formel  1  —  §  "t~  §  """  I  +  e*c«  —  ^2  folgt  hieraus 

— l(2sin\u)= \cosu  -f-  \cos2 u  +§ cos  3 u -\-  . . .,        0  <  w <  *r. 
Die  beiden  erhaltenen  Summenformeln  geben  zu  erkennen,  dass  die 
auf  S.  119  beispielsweis  angeführten  Reihenentwickelungen  auch  in 
dem  Grenzfalle  r  =  1  gelten,  sobald  die  (sonst  beliebige)  Variabele 
u  auf  ein  bestimmtes  Intervall  eingeschränkt  wird. 

*)  Wird  nämlich  beiderseits  mit  sind  multiplicirt  und  linker  Hand 
jedes  doppelte  Product  zweier  Sinus  in  die  Differenz  zweier  Cosinus  um- 
gesetzt, so  entsteht  eine  identische  Gleichung. 
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y 


/sitifuß 
—r-n-f(Q)dO  für  m  =  oo, 
sino 

0 


Im  Folgenden  wollen  wir  die  Gleichung  9)  auf  den  Fall 

anwenden  und  dabei  voraussetzen,  dass  /(0)  eine  von  0  =  0  bis 
0  =  y  endlich  bleibende  Function  sei.  Für  0  =  0  erhält  F(ti) 
den  endlichen  Werth  JF(0)  =/(0),  für  0  =  »,  2?r,  3?r,  etc.  wird 
dagegen  F(ö)  im  Allgemeinen  unendlich;  um  diese  Fälle  auszu- 
ßchliessen,  müssen  wir  vorläufig  y  <^  n  voraussetzen  und  haben 
dann 

y  . 

10)  LimJS^f(e)d6  =  \7tf(0\        0  <  y  <  n. 

0 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  y  =  n.  Da  hier  die  Glei- 
chung 9)  nicht  unmittelbar  zur  Anwendung  kommen  darf,  so  be- 
nutzen wir  erst  die  Zerlegung 

J    smti  J    sind  J    sind 

0  0  1« 


und  substituiren  im  zweiten   Integrale    rechter  Hand  0  =  %  —  17, 
wodurch 

f*£*md6  =  -  cosm*  FS^f(n  -  V)dV 
J    smti  J    smri     v 

wird.    Hiernach  ist,  wenn  wir  m  als  ungerade  Zahl  voraussetzen  und 
statt  ri  wieder  0  schreiben 


In  in 


f*2j*m  dti  =  f^fiti)  dti  +  fr-^f  (*  -  0)dti 
J    smti  J    smti  J    Sinti 


In 


0 
Das  letzte  Integral  ist  ebenso  gebildet,  als  wenn  in  Nro.  9) 
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SU/Uhu 

gesetzt  worden  wäre,  und  da  diese  Function  von  0  =  0  big  0  =  \n 
endlich  bleibt,  so  folgt 

n 

1 1)  lAmf^^f(ß)  de  =  \n  [/(0)  +/(*  -  0)]. 

0 

Durch  die  genaue  Schreibweise  /(ä  —  0)  wird  hier  angedeutet,  wel- 
chen Werth  von/(ft)  man  in  dem  Falle  zu  nehmen  hat,  wo  etwa 
f(ß)  für  0  =  n  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet. 

Mittelst  der  Formel  11)  ist  leicht  zu  entscheiden,  wie  sich  die 
Sache  gestaltet,   sobald    y  ein    Vielfaches    von  TL   ausmacht,   etwa 
y  =z  hit.     Die  Zerlegung  des  Integrationsintervalles  giebt  zunächst 
hn  n  In 

/sinmO  -//A  jn        fsinmd  x/n.  ja    .     CsinmB  -//A  .n    , 
-zß/mio  =J  -^m«°  +J  n^-f^de  +  -• 


n 

hn 


I  sin 

'  •  •  +    I    — • 


sind 


(Ä— 1)71 

und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  0  =  17,  im  zweiten 
0  =  %  +  *?>  im  dritten  0  =  2%  +  r\  etc.  substituiren,  so  erhal- 
ten wir 


J      SIM 

0 


71 


,     rsinmrj N 


0  • 

Die  Integrale  rechter  Hand  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammen- 
ziehen, wobei  wir  wieder  0  statt  r\  schreiben  wollen.  In  der  so  ent- 
stehenden Gleichung 


n. 

ß 


s%n\ 
0 

71 


=/l^[/(ö)+/(sr+ö)+/(2sr +0)+-  +/(A  ~ 1  *+W\*o 
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ißt  die  rechte  Seite  ebenso  gebildet,  als  wäre  in  Nro.  11)  statt /(Ö) 
die  endliehe  Reihe  /(0)  +/(#  +0)  +  etc.  gesetzt  worden;  der 
Uebergang  zur  Grenze  für  m  =  oo  liefert  demnach 

12)  U~ß%$m ä6  =  »{1/(0)  +/(»-0)+/(*+0) 


/(2  g— 0)+/(2»  +  0)  f(h-l„-Q)+f(h-ln+0) 

2  "*  2 

4-  J/(**  -  o)J. 

Wir  haben  endlich  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  y  zwischen 
zwei  benachbarten  Vielfachen  von  %  liegt,  mithin  y  =  JiTt  -^-  q  und 
0  <d  Q  <C  it  ißt.    Unter  dieser  Voraussetzung  zerlegen  wir  wie  folgt 
hn  +  Q  hn  hn  +  q 

J    Sinti  J    sind  J    sind 

o  o  hn 

und  substituiren  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  0  =  hn  +  ty 
wobei  wir  zuletzt  wieder  0  statt  rj  schreiben;  diess  giebt 
hn  +  Q  hn  Q 

1*2»  MdB  =  fS-^f(6)d8  +  fS^ff(Kn  +  0)d0. 
J    sind  J    sind  J    Sinti 

0  0  0 

Für  das  erste  der  rechts  verzeichneten  Integrale  benutzen  wir  die 
Formel  12),  für  das  zweite  die  Formel  10),  indem  wir  das  in  letzterer 
vorkommende /(0)  durch  f{h%  -f-  0)  ersetzen;  wir  erhalten  so*) 

|0/(2g--0)+/(2*r  +  0)t  /(**  -  0)  +  /(»*  + 0)1 


2  '  2 

0  <  Q  <  11. 

Hiernach  läset  sich  auch  der  Fall  y  =  oo  behandeln,  indem 
man  sich  h  als  unendlich  wachsende  Zahl  denkt,  also  die  Reihen  in 
12)  und  13)  ins  Unendliche  fortsetzt.  Wenn  diese  Reihen  diver- 
giren,  so  hat  das  Resultat  keine  Bedeutung,  convergiren  sie  aber, 
so  muBs  f(h  ri)  bei  unendlich  wachsenden  h  ins  Unendliche  abnehmen, 


*)  Die  Formeln  10)  bis  13)  hat  zuerst  Lejeune-Dirichlet  ent- 
wickelt in  Cr  eile's  Journal  Bd.  IV,  S.  94  und  mit  mehrfachen  Erläu- 
terungen reproducirt  in  Dove's  Repertorium  der  Physik  Bd.  I,  S.  152. 
An  beiden  Orten  transformirt  der  Erfinder  das  oben  betrachtete  Integral 
mittelst  derselben  Methoden,  welche  wir  auf  das  einfachere  Integral  in 
I  angewendet  haben ;  der  hier  eingeschlagene  Weg  dürfte  indessen  be- 
quemer sein. 
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und  dann  ist  es  gleichgültig,  welche  von  den  Formeln  12)  und  13) 
in  Anspruch  genommen  wird.     So  erhält  man  z.  B.  für  f(ß)  =  0~ö 

J    sind 
o 


IV.   Summirung  periodischer  Reihen. 

Durch  die  vorigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  Summen  solcher  unendlicher  Reihen  zu  finden,  deren  allge- 
meiner Term  durch  das  Integral 

n 


f. 


f(t)cosn(t  +  x)  dt 
o 

dargestellt  wird;  zur  Abkürzung  benutzen  wir  hierbei  folgende  Be- 
zeichnungen 


n  n  n 


14)  Un=lff(t)dt  +Jf(t)cos(t—x)dt+ff(t)co82(t—x)dt+' 


0 

n 


o 
n  n  n 


+  J/(t)casn(t— x)dt, 


15)  Vn  —  \Jf{t)dt  +J%f(f)cos(t  +  x)dt  +ff(f)cos2(t  +  x)dt+» 

0  0  0 

n 

••  •  +Jf(t)cosn(t  +  x)dL 
o 
Was  nun  die  erste  Reihe  betrifft,  so  können  wir  dieselbe  auf 
folgende  Form  bringen 

n 

Un  =Jf(t)[l  +  cos(t  —  x)  +  cos  2(t  —  x)  H 1-  cosn(t  —  x)]dt 

0 

und  erhalten  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Summenformel 

n  • 


Un  =  fmsJ^L+M^dt 

</  2sm\{t  —  x) 


o 
Statt  t  fuhren  wir  eine  neue  Yariabele  <o  ein  mittelst  der  Substitution 
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—  x)  =  <p  oder  t  =  2a  -\-  x  und  bezeichnen  die  ungerade  Zahl 
i  -\-  1  kurz  mit  m ;  es  ist  dann 


i(n-x) 


ü»  —  ha 

J    st 


stnma./ex      ,     x, 
f(2o  -f  x)d(o. 


sin  co 
a* 


ieees  Integral  lässt  sich  in  die  beiden  Theile 

0  1(71— x) 

/sinmco-,     ,    _    N  ,      ,     f'sinma  ..     .    .    . 
—r—f(x  +  2a)dG>-\-      — f(x  +  2  to) 


de? 


2* 


biegen,  und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  o  =  —  ö,  im  zweiten 
=  0  setzen,  so  wird 

0  0 

Mittelst  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  können 
tzt  die  Grenz werthe  bestimmt  werden,  gegen  welche  die  beiden 
itegrale  convergiren,  sobald  n  und  m  unendlich  wachsen.  Jene 
renzwerthe  hängen  aber,  von  dem  Betrage  des  x  ab,  und  daher  müs- 
n  wir  hinsichtlich  des  letzteren  bestimmte  Voraussetzungen  inachen. 
rir  beschränken  uns  dabei  auf  drei  Fälle,  ob  nämlich  x  =  0, 
ler  zwischen  0  und  %  enthalten,  oder  =  it  ist.  Im  ersten  Falle 
mschwindet  das  erste  Integral  wegen  der  gleichen  Integrationsgren- 
sn,  und  das  zweite  convergirt  gegen  den  Werth  |jt/(+  0).  Liegt 
reitens  x  zwischen  0  und  %,  so  hat  man  gleichzeitig  0  <i\x  <^  % 
1<1  0  <  \{%  —  x)  <  jr,  mithin  convergirt  das  erste  Integral  gegen 
»l  Grenzwert  h  \itf(x —  0),  das  zweite  gegen  \itf(x  +  0).  End- 
sh  für  x  =  it  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  16)  und 
is  erste  convergirt  gegen  \itf{it  —  0).     Demnach  ist 

(fürz  =  0,  Um=\*f(+Q), 

/(*-0)+/(*  +  0) 


0 


0  <  <r  <jt,  U„=it  2 


„'  *  =  ff,  üao  =  \nf(p  —  0). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  Vn.     Man  findet  zu- 
ichst 

Vn—JM)     2sinl(t  +  x)    at 

0 

idfür  \(t  +  x)=2  6, 
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oder  durch  Zerlegung        a 

i(w+a?)  Ja? 

0  0 

Im  Falle  #  =  0  verschwindet  das  zweite  Integral  von  selbst, 
und  das  erste, convergirt  gegen  §#/(+  0).  Liegt  #  zwischen  0  und 
?r,  so  sind  §(#  +  #)  und  \%  gleichzeitig  zwischen  0  und  %  enthalten; 
dann  convergiren  beide  Integrale  gegen  einen  und  denselben  Grenz- 
werth.  Endlich  für  x  =  it  convergirt  das  erste  Integral  (nach  Nro. 
11)  gegen  \itf(it  —  0)  -f-  \itf(—  n  -(-  0),  das  zweite  gegen 
|  itf( —  it  -f-  0).     Zusammen  giebt  diess 

(für  x  =  0,  Vm  =  |*/(+  0), 

18)  |  „    0  <  x  <  *,  Fw  =  0, 

„   *  =  ar,  F«,  =  \itf{it  —  0). 

Addirt  man  jetzt  die  Gleichungen  14)  und  15)  für  w=  oo,  indem 
man  ihre  unter  Nro.  17)  und  18)  angegebenen  Summen  beachtet»  so 
findet  man  nach  beiderseitiger  Division  mit  #,  dass  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe 

71  71  71 

~Jf(t)dt+-lf(t)costdt.cosx  +  -ff(t)cos2tdt.cos2x+-' 

0  0  0 

durch  .,         ,v\    t     /.•     .    rt\ 

/(+0),     /(— °)+/e+o)t    /(Ä_0) 

ausgedrückt  wird,  jenachdem  x  =  0  oder  0  <C  #  <C  *  °der  x  =s  % 
ist.     Dieses  Resultat  lässt  sich,  wenn 

n 


19)  A"=lff® 


>x  cosntdt 
o 
gesetzt  wird,  zu  folgendem  Theoreme  zusammenfassen: 

Wenn  die  Function  f(x)  von  x  =  0  bis   #  =  #  end- 
lich und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  \Aq  -|-  Aicosx  -f-  AiCos2x  -f-  -^CösSa?  +  ••• 
für  alleWerthe  von  #  =  0  bis  as  =  it  inclusive  beide  Gren- 
zen;  erleidet  aber  f{x)    innerhalb  dieses    Intervalles  eine 
Unterbrechung  der  Continuität,  ohne  jedoch  unendlich  zu 
werden,    so   ist  die  Summe  der  obigen  Reihe    gleich    dem 
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arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen,  welche /(a?) 
an  der  betreffenden  Sprungstelle  besitzt. 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  15)  von  Nro.  14)  ergiebt  sich 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  dass  der  unendlichen  Reihe 
n  n 

—  I  f(t)sintdt  .sinx  -\-  —  I  f(t)sin2tdt.sin2x  +  ••• 


0 

die  Summen 


0>      /(^-0)+/(a'  +  0)i      0 


n 
20)  Bn  =^ff{t)sh 


zukommen,  jenachdem  x  =  0,  oder  0  <  x  «<  n   oder  x  =  %  ist. 

Mittelst  der  Abkürzung 

n 

,  sinnt  dt 
o 
gelangt  man  jetzt  zu  dem  analogen  Satze: 

Wenn  die   Function  f(x)  von  x  =  0  bis  x  =  %  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  Bx sinx  -(-  B2sin2x  -\-  B3  si n 3 x  -\ 

für  alle  zwischen  Oundft  liegenden  Werthe  vono?  e^OlUSive 
beide  Grenzen;  erleidet  aber  f(x)  innerhalb  dieses  Inter- 
valles  eine  Unterbrechung  der  Continuität,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen, 
welche  f(x)  an  der  betreffenden  Sprungstelle  besitzt. 

Zur  vollständigen  Discussion  der  vorigen  Reihen  gehört  noch 
die  Ermittelung  der  Reihensummen  für  den  Fall,  dass  x   ausserhalb 

Intervalles  0  bis  n  liegt.     Betrachtet  man  nun  in  der  Reihe 

\Aq  -\-  Ai  cosx  -f-  A2cos2x-\-  Ascos3x-\-  ••• 
x  als  willkührliche  Variabele  und  versteht  unter  £  irgend  eine  zwi- 
schen 0  und  %  liegende  Zahl,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jeder  ein- 
zelne der  vorkommenden  Cosinus  für 
x=  2%  —  £,  2jr-f-£,  4ä  —  £,  4 %  -f  £,  %n  —  g,  6 ?r  +  |,  — 

denselben  Werth  erhält  wie  für  x  =  £.  Das  Nämliche  gilt  auch  von 
der  Reihensumme,  welche  demnach  eine  periodische  Function  von 
x  ist  Für  negative  x  bleibt  die  Reihensumme  dieselbe  wie  für  gleich 
grosse  positive  x.  Diese  Verhältnisse  werden  sehr  anschaulich,  wenn 
man  sich  die  beiden  Curven  construirt  denkt,  deren  Gleichungen  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  sind  y  =  f(x)  und 

21)  Y  =  \A$  -f-  Ai  cosx  +  A2  cos  2 x  -f  •  •• 
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Die  erste  Curve  NP  Q{  B  ist  willkührlich,  (Fig.  35)  und  ei  sei  dam 
P  Qi   der  Bögen ,  welcher  der  Abscisse  OLi  =  n  entspricht.   Die 

Fig.  35. 

T 


zweite  Curve  fallt  von  x  =  0  bis  x  =  %  mit  der  ersten  Curve  zu- 
sammen, für  x  >  n  sowie  für  x  <^  0  besteht  sie  aus  einer  Reiho 
von  Bögen,  die  dem  Bogen  P  Ql  congruent  sind.  In  der  Gleichung 
21)  hat  man  daher  ein  Mittel  zur  Construction  einer  wellenförmigen 
Curve,  in  welcher  der  von  x  =  0  bis  x  =  rt  reichende  Bogen  mit 
dem  entsprechenden  Bogen  irgend  einer  gegebenen  Curve  überein- 
stimmt. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Reihe 

Bi  sin x  -f-  B2 sin  2x  +  Bssin  Sx  4-  •  •  • 
Auch  hier  besteht  die  Curve,  welche  die  Reihensamme  darstellt, 
aus  congruenten  Bögen,  jedoch  liegen  dieselben  abwechselnd  über  und 
unter  der  Abscissenachse  (Fig.  36).  So  oft  x  gleich  einem  Vielfachen 

Fig.  36. 


von  %  wird,  verschwindet  die  Reihensumme;  die  zweite  Curve  hat 
demnach  unendlich  viele  auf  der  Abscissenachse  liegende  isolirte 
Punkte  wie  z.  B.  0,  in  L-i  u.  s.  w. 

.  Bevor  wir  Anwendungen  der  beiden  Theoreme  zeigen,  wollen 
wir  erst  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Umständen  es  erlaubt  sein 
würde,  die  Gleichungen 


Die  periodischen  Reiben.  141 

22)  f{x)  =  \A0  +  A\C08x-\-  A2cos2x-\-  AsCOs3x-\ 

23)  fix)  —  Bisinx  +  B2sin2x  -f  B3$in3x-\ 

in  Beziehung  auf  x  zu  differenziren.  Die  Differentiation  der  ersten 
Gleichung  giebt 

24)  f{x)  =  —  lÄ1sinx  —  2A2sin2x  —  3A3sin3x , 

und  es  bedarf  nun  der  Entscheidung,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist 
oder  nicht.  Soll  aber  fix)  wie  eine  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe 
entwickelbar  sein,  so  muss  erstens  fix)  von  x  =  0  bis  x=  %  end- 
lich bleiben  und  zweitens  ist  der  Coefücient  von  sinnx  mittelst  der 

Formel 

n 

-  f  fit)  sinnt  dt 
o 
su  bestimmen ;  die  Gleichung  24)  würde  daher  richtig  sein,  wenn  der 
vorliegende  Coefficient  =  —  nAn  wäre.     Durch  theilweise  Integra- 
tion ergiebt  sich  leicht 

n  n 

-  I  fit)sinntdt  =  -\fiit)sinnn  — /(O)smO  —  n  I  f(t)cosntdt\ 


=  —  [firi)sin  nit  — /(O)smOJ  —  nAt 


und  wenn  hier  /(0)  und  /(ä)  endliche  Grössen  sind ,  so  ergiebt  sich 
index  That,  dass  der  gesuchte  Coefficient  denWerth  — nAn  hat.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  22)  ist  also  erlaubt,  wenn  fix)  und 
f'{x)  von  x  =  0  bis  x  =  it  endlich  bleiben. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Gleichung  23), 
deren  Differentialquotient  sein  würde 

25)       f(x)  =  lBiCOsr  +  2B2cos2x  +  3BZ  cos  3x  -\ 

Verwandelt  man  nämlich  fix)  in  eine  nach  Cosinus  fortschreitende 
Reihe,  so  hat  man  als  Coefficienten  von  co&nx  den  Ausdruck 
n  n 

xJ f'®casntdt  —  - \f fäcosnx  —  /(0)  +  n  I fit) sinnt dt\ 


=  |  yin)cos  nn  -f  (0)  j  +  n  BM 


7 

welcher  mit  dem  in  Nro.  25)  vorkommenden  Coefficienten  nBn  nicht 
fibereinstimmt,  ausgenommen  den  Fall  /(#)  =  /(0)  =  0.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  23)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn 
fix)  und  fix)  von  x  =  0  bis  x  =  n  endlich  bleiben  und  wenn 
ausserdem  /(0)  =  /(ur)  =  0  ist. 
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V.  Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 

A.   Beispiele  zu    Formel    22). 

Für  f(x)  =  x  erhält  man 

.                      .               2    1  —  cos  n  n 
Aq  =  x,        AH  =  —- -r 

mithin 

%        4  icosx        cosSx    ,    C08&X 

X  ~  2  ~~  *ri~17  "i       P~~  "*       5«       ^  '  ' 
oder 

26)        4^(5^  —  #)  =  Jcös;r  +  9CÖ^  3«  +  i cos 5a?  -f-  ••• 

0  ^  x  ^  ?r. 
Die  Specialisirungen  x  =  0  und  #  =  ä  fuhren  zu  Summenforme! 
welche  nach  §.  50  des  ersten  Theiles  schon  bekannt  sind. 
Die  Annahme 

fix)  =  e**  +  er-**, 
worin  A  eine  beliebige  Constante  bezeichnen  möge,  liefert 

2    eXn  —  e~Xn       .  2,,  x^(—  l)tt* 

^=i 1 •   ^  =  i^-^^5?+ii 

und  daraus  folgt 

%  e^x -\- e~^x 1         kcosx        kcos2x k cos Sx 

27>        2  V*  —  e-*n~ 2l~~12-(-A2"'"2i  +  A2  —  32  +  ^2+  ' 

Da  der  Ausdruck  linker  Hand  für  negative  x  derselbe  ist,  1 
für  gleich  grosse  positive  #,  so  gilt  die  Gleichung  unter  der  et\ 
erweiterten  Bedingung  —  %  ^  x  fS  11. 

Für  f(x)  =  cos  (ix,  wo  |Lt  keine  ganze  Zahl  sein  möge,  ergi 
sich 

.    2sinti7t  2 sin jiTt  ( — l)n+1  (i 

Ao~~^T'     An  —  ~1T  "  n»  —  (»«  ' 
mithin 

JT   COSflX 1  (ICOSX         [l  cos  2 %       p  cos  3 x 

'  2  'sinti7t~  2jÄ+l2  —  p*~  22  —  (i2  + 3*  —  ii*~~  " 

was  Dasselbe  ist,  als  wenn  man  in  Nr.  27)  A  =  pV —  1  gesi 
hätte.  Auch  diese  Formel  lässt  sich  auf  das  Intervall  x  =  —  ?r 
#  =  -[-  %  ausdehnen.  Die  speci eilen  Werthe  x  =  0  und  #  = 
fuhren  zu  Gleichungen,  welche  von  den  im  ersten  Theile  in  §.  50  < 
wickelten  Formeln  6)  und  3)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 
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B.  Beispiele  zu  Formel  23). 

Die  Annahme  f(x)  =  1  giebt 

_  2     1 — cosnit 

Jon  =  —  •  — — — — 
ft  n 

mithin 

29)  \%  =  \sinx  -(-  \sinSx  -\~\$in$x -\ •, 

0  <  x  <C  %, 

woraus  z.  E.  für  x  =  \%  die  bekannte  Leibnitz'sche  Reihe  folgt. 
Nimmt  man  f(x)  =  x,  so  erhalt  man 

n 

demnach 

30)  \x  =  \sinx  —  \sin2x  -\-\sin  3x  — 

Da  die  linke  Seite  für  x  =  0  verschwindet  und  für  negative  x  die 
nämlichen,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzten  Werthe  annimmt 
wie  für  gleich  grosse  positive  xt  so  lässt  sich  das  Gültigkeitsintervall 
der  Gleichung  ausdehnen  auf  —  %  <^  x  <^  -\-  it. 

Ersetzt  man   in  der  vorliegenden  Gleichung  x  durch  it  —  x, 
so  gelangt  man  zu  der  schon  auf  S.  129  entwickelten  Formel 

31)        |  fa  —  x)  =  \sinx  +  \sin2x  +  \sin  3x  +  •  •  •  •, 
welche  an  die  Bedingung  0  <  x  <^  2it  gebunden  ist.     Das  arith- 
metische Mittel  der  Gleichungen  30)  und  31)  führt  auf  Nro  29)  zurück. 
Durch  Substitution  von 

f{x)  =  £•*  —  eru 
erhält  man 

and  hieraus  die  Gleichung 

oa\         M   ^x — .er^x lsinx       2sin2x      3sinSx 

2>         2  "  <**—e-*>n~  l2  +  A2  —  2a  +  k2  +  32  + 1*  ' 

deren  Gültigkeit  sich  leicht  auf  — tt  <i  x  <  -\-  %  ausdehnen  l&sst. 
Dasselbe  Resultat  folgt  aus  Nro.  27)  durch  Differentiation  in  Be- 
ziehung auf  x. 

Mittelst  der  Substitution  f{x)  =  sin  ft  #,  wo  ft  keine  ganze  posi- 
tive Zahl  sein  möge,  findet  man 

_  2sin(i3t  (—  l)»*1!! 

%         n*  —  u2 
und  demgemäss 


n  sinpx lsinx       2 sin 2x      3  sm 3 x 

33'  2  'ito/äür-  1»  —  fi*"-~22—  ft2+  32— fta       * 


•  «  •  i 
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ein  Resultat,  dessen  Gültigkeit  auf  die  Grenzen  —  n  <Z  #  <  +  * 
ausgedehnt  werden  kann.  Man  erhält  übrigens  dieselbe  Gleichung 
aus  Nro.  32)  wenn  k  =  ftV —  1  gesetzt  wird. 

G.  Transformation  von  An. 

Für  manche  Anwendungen  der  Formel  22)  ist  eine  Transfor- 
mation von  Wichtigkeit,  welcher  das  Integral 

n 


f 


f(t)cosntdt 


in  dem  Falle  unterworfen  werden  kann,  wo  f(t)  eine  Function  von 
cos  t  darstellt,  wo  mithin  f(t)  =  <p  (cos  t)  gesetzt  werden  darf.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Bezeichnet  wie  gewöhnlich  gp(n)  (&)  den  M-ten  Differentialquotienten 
von  <p(#),  so  ist  durch  theilweise  Integration 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  H>  (js)  sowohl  für  z  =  » 
als  für  #  =  fc  verschwindet  und  dass  qp*""1^)  von  z  =  a  bis  £  =  & 
endlich  bleibt,  folgt  hieraus 

Ap00 (*)*(*)  **  =  —  / 9M,W  *'(*)  <**• 


a 


Wendet  man  rechter  Hand  wieder  dasselbe  Verfahren  an  und  seta* 
voraus,  dass  ^'(a)  =  0,  #'(&)  =  0  und  (p^n"2)(e)  innerhalb  der  In* 
tegrationsgrenzen  endlich  ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 

b  b 

J<pto(ß)1>(*)d*  =  -f-  J<p<n-V(s)il>"(e)d*. 


a  a 


Es  erhellt  von  selbst,  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  läset;  die 
n- malige  Anwendung  desselben  giebt 

b  b 

f  ¥**(*)${*) dB  =  (—  l)n  /  9 W*00 (*)**, 

a  « 

und  zwar  müssen  dabei  ^(#),  "^'O*),  .  .  .  ^(n_1>(*)  sowohl  für  e  =  <* 
als  für  z  =  fc  verschwinden  und  qp(#),  ?>'(*)»•••  9(n~1)(^)  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  endlich  bleiben.  Den  für  ty(z)  angegebenen 
Bedingungen  genügt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Function 

${b)  =  (1  —  **)*-«■ 
wenn  a  =  —  1,  ft  =  -J-  1  genommen  wird,  und  es  ist  daher 
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— 1  —1 

Andererseits  hat  man  (S.  7,  Formel  10) 

fr-\\—  **)«-§        (— l)»-1  1.3.5...  (2n- 1)  .    ,  N 
..      ,   —  =  v sin  (narc  cos  0) 

mithin  auch 

+  1 

J  <p<*>(*)(l  — **)*'*  d* 
—1 

1.3.5...(2n — 1)     P    .  .d  sin  (narc  cos  2)  , 

n  J  dz  - 

— 1 

and  daraus  wird  mittelst  der  Substitution  arccosz  =  t  oder  0=zcost, 

n 


0 
_1.3.5...(2n— 1) 


J<pW(cost)sin2ntdt 


I  <jp (cos t)d (sinnt) 


n 

0 

n 


=  1.3. 5. ..(2w —  1)  /  <p(cost)cosntdt. 


Demnach  ist  umgekehrt  0 

n  n 

34)  /  (p(cost)cosntdt  =  - — r— j- -r  /  (pin)(cost)sin2ntdty 

0  0 

und  hierin  besteht  die  abzuleitende  Transformation  *). 

Um  ihren  Gebrauch  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die 
Coefficienten  in  der  Reihenentwickelung 

=  \Aq  -+-  Aicosx  -f-  A2cos2x  -f-  •  •  •  • 


Vi  —  27CCOSX  +  k2 
näher  untersuchen;  es  bedeute  hierbei  x  einen  positiven  oder  nega- 
tiven echten  Bruch.  Die  linke  Seite  hat  die  Form  q>(cosx),  und 
swar  ist 

w(z)  =     .  = 

Vi  —  2x0  +  x* 

Mithin 

<jpW(#)  xn 

1  .  3  .  5  . ..  (2n  —  1)        V(l  —  2x^  +  ^2)2w  +  1 


*)  Sie  findet  sich  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Jacobi,  Crelle's 
Journal  Bd.  XV,  S.  1. 

8chlömilch,  Anatysis.  II.  10 
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und  nach  den  bisherigen  Formeln 

sm**tdt 


2^    r         cosntdt 2x?  C  sti 

_  *«/  Vi— 2*cos*-fx2_    *  */  V(l— 2x 


2%cost  +  x*         *  J  V(l—2xcost  +  %T*1 


n 

dt 


_  2&_  H sint V" 

_    n  /  \Vl  —  2xcost  +  *V    Vi  — 


2xcost  +  x8 

Behufs  einer  weiteren  Umwandlang  benutzen  wir  die  Substitution 

sint 
n/  t         =  stnu, 

Vi  —  2xcost  +  x2 

and  ziehen  ans  derselben  die  beiden  Gleichungen 

Vl—2xcost  +  x* 1  (l—xeosfjdt         . 

l—xcost  Vi"— x2stfc2tf'      !  —  %*cost  +  x2  ~~ 

deren  Product  ist 

Vi  —  2xcos*4-  x2       Vi  —  xasma« 

Die  Formel  für  ^  geht  jetzt  in  die  folgende  über*) 

n 


2xn  p     sin*nudu 

n~    %  i    Vi  —  x*sw2w' 


statt  deren  auch  geschrieben  werden  kann 


1* 


A         4xn  /      sw9nt*dtt 

n  J  Vi  —  x2sw2i* 

Zur  völligen  Entwicklung  von  J.„  kann  man  sich  von  hier  an  w 
endlicher  Reihen  bedienen,  indem  man  z.  B,  den  binomischen  Sats 

auf  (1  —  x2sin2w)   5  anwendet. 


VI.  Erweiterungen  der  Entwiökeliingsfoxmeln. 

Für  manche  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln 
f(x)  =  \Äq  -f-  Aicosx  +  A2cos2x  -f  AsCOs3x  +  ••••, 

cosntdt. 


- iy>«> 


*)  Auf  weit  mühsamerem  Wege  gelangt  Legen dre  zu  derselbe 
Formel  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  page  K 
formule  10. 
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f(x)  =  Bisinx  -(-  B2sin2A  +  B3sin3x  + 


•  •  •> 


n 


Bn  =  —  /  f(t)sinntdt 
o 
ist  es  ein  lästiger  Uebelstand,  dass  die  Variabele  x  auf  das  Intervall 
0  bis  ft  beschränkt  bleiben  muss,  und  es  verdient  deshalb  die  Frage, 
ob  sich  möglicherweise  das  Gültigkeitsintervall  erweitern  Hesse,  eine 
nähere  Untersuchung. 

a.    Setzt  man  in  der  ersten  Formel 

wo  h  eine*  willkührliche  positive  Grösse  bezeichnet,  so  erhält  man  die 
neue  Gleichung 

%y  A         2ny 


tp(y)  =  \A<>  +  Aicos-jjt-  +  A2cos—^-  + 


•  •  •  • 


7t  V 

und  zwar  gilt  letztere  unter  der  Bedingung  0  ^  -r—  ^  #,  d.  h. 

I  0  =  y  =  Ä;  man  gelangt  also  zu  einer  neuen,  innerhalb  beliebiger 
positiver  Grenzen  geltenden  Entwickelung.  Um  auch  An  entspre- 
chend umzuwandeln,  benutzen  wir  die  Substitution  t  ==  -7-;  sie  giebt 

n 

h  Ä, 

2    rv«^       nnu-  2    C    ,  v       mstw  , 

^ = x7  'UV«*— *"  =  »7  <*>(«)"*  —  <*«• 

0  0  , 

Schreiben  wir  endlich  in  den  gefundenen  Gleichungen  wieder/,  x,  t 
statt  (p,  y1  u,  so  haben  wir  den  Satz,  dass  die  Entwickelung 

35)  /(s)  =  |ila  +  ^i«w-^-  +  A2cos>- r — h-^s^s-Y-H • 

fär  alle  #  von  o?  =  0  bis  x  =  h  gilt,  wenn  die  Coefficienten  nach 
der  Formel 

Ä.  "  ■' 

36)  A.  =  jff®co8*^dt 

0 
bestimmt  werden. 

Mittelst  der  nämlichen  Substitutionen  gelangt  man  zu  dem  ana- 
logen Satze,  dass  die  Entwickelung 

37)     /(«)  =  BiSin— — \-  B^zin—rr (-  B3stn— \-  •  •  • 

Ar  alle  zwischen  0  und  h  liegende  x  gilt,  wobei  die  Coefficienten 
nach  der  Formel 
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zu  bestimmen  sin<T*)x 

b.  Um  auch  negative  Werthe  yon  x  in  das  -Bereich  der  Unter* 
Buchung  zu  ziehen,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  35)  für  nega- 
tive x  gültig  bleiben  würde,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
/( — x)  =/(-)-  x)  hätte,  und  dass  analog  die  Gleichung  37)  ebenfalls 
bei  negativen  x  ihre  Geltung  behalten  würde,  wenn  /( — x)= — /(+«) 
wäre.  Bezeichnet  nun  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x,  so  be- 
sitzt der  Ausdruck 

die  Eigenschaft  /( —  x)  =f(x)  und  kann  daher  für  alle,  von  x  =  —  h 
bis  x  =  4"  h  reichenden  Werthe. des  x  nach  Formel  35)  entwickelt 
werden;  man  hat  also  v  i 

o0*  F(a)  +  j»(-  x) 

ö")      .  2 

1     A  I         Ä  %X        I         Ä  2%X       I         A  S7tX       I 

=  i-4e  +  Aicos— \-  A2cos—zi [-  A3cos— 1- 


—  h^x  ^  +  h. 


Darin  ist 


h 


0 


h 


A 


cos^dt+fF(-t) 

0 


cos-rr-dt 


und  wenn  man  im  letzten  Integrale  statt  t  die  neue  Variabele  —  t 

einführt,  so  erhält  dieses  Integral  die  Form 

o . 

F(t)cos^dt, 

—  h 


0 

ß 


h 


worauf  es  mit  dem  vorhergehenden  zusammengezogen  werden   kann; 
dies  giebt 


*)  Die  obigen  Entwickelungen  hat  Lagrange  gefunden  und  in  den 
älteren  Abhandlungen  der  Turiner  Akademie  mitgetheilt  (Miscellanea 
Taurinensiä,  T.  III,  p.  261). 
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h 

F(f)eoe~dt 
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— h 


Wir  benutzen  zweitens    die  Formel  37)  zur  Entwickelang  des 

Aasdrucks 

_  F(x)  -  F(-x) 
/(*)  = ~2 > 

reicher  die  Eigenschaft  /( —  x)  —  —  f(z)  besitzt  and  deshalb  eine 
ach  für  negative  %  gültige  Reihe  liefert,  nämlich 

F(x)  —  F(—  x) 


1) 


_^    .    nx    ,  . 


2 
2nx 


.    Z%x 


h 


-  k  <  x  <  +  h. 


)arin  ist 


b-=h 


fF(t)  sin  ^dt-  Jf(-  t) sin  *~±dt 

■     '     /°        .  *  ° 

nd  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  t  an  die  Stelle  von  t  treten 

tat,  so  wird  einfacher 

Bn^jfF^sin^dt 


:2) 


—h 


Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  39)  u.  41) 


3)      F(x)  =  |^10  +  A\  C0S"T 1"  Ä2COS— —  +  •  •  •  • 


itx         _        2%x 

4-  BiSin— h  B2sin — ; U  .  .  .  . 

h  h 


nd  diese  Entwickelung  gilt  für  alle  zwischen  —  h  und  -\-  h  liegen- 
en  Werthe  der  Variabelen  *). 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme  F(x)  =  ex\  man  erhält  dann 


e*  —  er'1 


_J f       1  n? 1_ 

~~  2h  u*  +  ä2ws  h  (2fl)2  -f 


Ä2 


cos 


2tcx 


I  I    ■      •      •      •      •  I 

Ä       +  | 


*'\ß\ 


•   nx  2 

+  h*smlT  ~"  (2 ny  +  A3 


.    2jr#    . 

swi — = \- 

h 


■i 


*)  Die  Combination  der  Formeln  35)  und  37)  zur  obigen  Entwickelung 
ffdaukt  man  Fourier;  s.  dessen  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 


/ 
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'  c.  Die  bisherigen  Untersuchungen  lassen  sieh  auch  nach  einer 
anderen  Seite  hin  erweitern.  Ein'  Rückblick  auf  den  Ausgangspunkt 
in  Abschnitt  IV.  zeigt  nämlich,  dass  die  dort  angewendete  Methode 
der  Summirung  überhaupt  auf  solche  Reihen  passt,  deren  allgemei- 
ner Term  durch  das  Integral 

« 
f(t)cosn(t  +  x)dt 

Ö 

_  1 

gebildet  wird,  worin  (i  eine  beliebige  Grösse  bedeutet.    In  der  That  ■ 
handelt  es  sich  hier  zuletzt  immer  nur  um  Anwendungen  der  For- 
meln 10)  bis  13),  wobei  die  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  ob  fi  ein 
Vielfaches  von  n  ausmacht  oder  nicht.     Es  wird  hinreichen,  wenn 
wir.  den  extremen  Fall  (i  =  oo  mit  wenigen  Worten  berühren. 

Setzen  wir  analog  dem  Früheren 
Un  =  lJf(t)dt+Jf(t)cos(t-x)dt+Jf(t)cos2(t^  ' 

0  0  0 

h  I  f(f)co8n(t—x)dt, 

o 


;t  0$  OD 

f(t)  dt  +Jf(t)  cos  (t + x)  dt  +Jf(t)  cos2(t  +  x)dt 


+ 


.  •• 


'•  •  •  +  7/(0  cosnQ  +  *)*• 

0 


so  erhalten  wir  zunächst  für  2n  -{-  l  =  m  und  endliche  % 
1. 


ün  = 


'n 

Ö  0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  wird  hieraus,  falls  x  zwischen  0  un£ 
2  it  liegt  und  f(x)    continuirlich  bleibt 

Um  =*{/(*)  +  /(2*r  +  s)  +f&Jt  +  x)  +  /(«*  +  *)+ ••"•} 
Nach  ganz  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 


Im 


0  0 

und  f ür  n  =  oo  bei  gleichen  Voraussetzungen 

F.  =ä{/(2»  —  x)  +  /(4*  — *)  +  /(6*— *)  + }. 
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Verbindet  man  die  gefundenen  Resultate  durch  Addition  und  Sub- 
traction  und  setzt  zur  Abkürzung 

44)  An  =  —  /  f(t)cosntdt, 


*J 


45)  Bn  =  —  ff(t)  sinnt  dt, 

0 

so   erhält  man  die  folgenden  unter  der  Bedingung  0  <  x  <  2  3t 
geltenden  Gleichungen 

46)  \Ao  +  Aicosx  -(-  A*cos2x  +  A9cosBx  +  *  •  • 

^=/(*)+/(a*-*)+/(a*+«)  +/&*—*)+/(**+*) 

4-/(6^— s)+/(6jr  +  &H . 

47)  BiSinx  -f-  B28tn2x  -f-  2?3sin3a5  +  •  •  •  • 
=  /(*)-/(2*-^+/(a*+*)--/(4»--*)+/(4*  +  *) 

—  /(6jt—  *) -|-/(6  a -f  g)  H , 

deren  erste  auch  für  #  =  0  und  für  x  =  2sr  richtig' bleibt,  wäh- 
rend dies  bei  der  zweiten  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Hinsichtlich  der  Beschränkung,  welcher  x  unterworfen  ist,  be- 
merken wir  noch  Folgendes.  Die  in  Nro.  46)  linker  Hand  stehende 
Reihe  ist  für  x  =  f  ganz  dieselbe  wie  für  x  •==  2  %  +  I;  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  ist  im  ersten  Falle 

7(8  +/(2*-t)  +/(2*  +  l)  4-/(4*-©  +  •  ••     - 

dagegen  im  zweiten  Falle  bei  etwas  anderer  Anordnung  der  Glieder 

A— 0  +/(»*-*>  +/(2*+8  +/(4*-ö  +  ••••,. 
die  Gleichung  46)  gilt  daher  im  Allgemeinen  nicht  für  2  %  <^x  <  4 jr. 
Wohl  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Function  f(x)  die  Eigenschaft 
/( — x)  =  /(a?)  besitzt,  mithin  erstreckt  sich  dann  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  46)  Ton  x  =  0  bis  x  =  4».  Hier  lässt  sich  die  näm- 
liche Schlussweise  wiederholen  und  es  erhellt  daraus,  dass  die  ge- 
nannte Gleichung  überhaupt  für  positive  x  gilt,  sobald  jene  Eigen- 
schaft stattfindet  Da  unter  dieser  Voraussetzung  bei  negativen  x 
beide  Seiten  der  Gleichung  ungestört  bleiben,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Gleichung  46)  für  jedes  reelle  x  gilt,  sobald  f(x)  eine  sogenannte 
gerade  Function  von  x  ist.  Ganz  ähnliche  Schlüsse  sind  auf  die 
Gleichung  47)  anwendbar;  sie  zeigen,  dass  die  genannte. Gleichung 
für  alle  reellen  x  richtig  bleibt,  falls  f(x)  eine  ungerade  Func- 
tion von  #,  d.  h.  eine  solche  Function  ist,  welcher  die  Eigenschaft 

/( —  x)  =  —  f(x)  ankommt. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  die  Gleichung  46)  für 
jedes  x  auf  die  gerade  Function 
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F(x)  +  F(—  x) 
2 
ebenso  die  Gleichung  47)  auf  die  ungerade  Function 

Fjx)  —  F(—  x) 
2 
anwenden.     Die  Coefncienten  A*  und  B„  werden  dann 

48)    An  —  —  (  F(t)co$ntdt,     Bn  =c=  —  I  F(t)  sinnt  dt 

71  J  7t  J 


.00  — CD 


und  durch  Addition  der  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich 
49)  \Äq  "+  Aicosx  -f  A2cos2x  -f  AdcosSx  +  •  •  • 

+  Bisinx  -f-  B2sin2x  -f-  2?3sm3#  -)-..•• 
=  F(a?)  +  JP(a?  —  2  sr)  +  F(x  +  2jt)  -f  .F(s  —  4sr)  +  F(s  -f  4 *r) 

4-  F(o?  —  6ä)  4-  F{x  4-  6*r)  4-  •  •  • 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  unmittelbar;  wenn-  man 
die  Reihe 

\jF(t)dt  +J F(t)cos(t—x)dt  4-   f  F(t)cos2(t  —  x)dt  H 

—•00  —00  —  00 

nach  der  in  Abschnitt  IV.  benutzten  Methode  summirt. 

Um  ein  bemerkend werthes  Beispiel  geben  zu  können,  entwickeln 
wir  erst  die  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale  und  gehen  dabei 
von  der  Formel 


; 


e~x*dx  =  \Vt~c 
o 

aus,  die  auf  Seite  456  des  ersten  Theiles  bewiesen  ist.    Durch  unbe- 
stimmte theilweise  Integration  erhalten  wir  zunächst 

I  x2ne-**dx=x2n~l  J  xe-*2dx-(2n—l)  fx2n-2dx  fxe-*dx 

ist  nun  2n —  1  positiv,  so  verschwindet  das  Product  a;2*— 1e^**  so- 
wohl f ür  x  ==  oo  als  für  x  =  0,  und  es  folgt 

/CD 
x2ner**dx  —  2n  ~  *  fz**-*€r*dz. 

0  0 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  für  n  =  1 ,  2 ,  u.  s.  w. 


X2n-1 


~z* 
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e-"4.  =  |  •  ^ 


/»  00 

x*er**dx  =  i  /  , 
o  o 

Jx*e-**dx  —  \fx*e-**dx  = 


1  .  3     V% 
22     '    2 


Etwas  allgemeiner  wird  die  Formel  durch  die  Substitution  x  =  at, 
wobei  a  eine  positive,  die  Null  übersteigenden  Constante  sein  möge; 
es  folgt  nämlich 

■fae-"«^.1*'*"?*-**,  ->a      . 

J  2  2na2n  +  x 

a 

Hieraus  lässt  sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrales 


und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  n 


I x*n 


.,         1.3.5...(2n  —  1)    V* 

er*  dx  = -^ -  •  — -■ 

2»  2 

o 


/ 


e~a*ficos2btdt 
o 

dadurch  ableiten,  dass  man  cos 2b t  nach  Potenzen  von  2b t  entwi- 
ckelt, die  einzelnen  Reihenglieder  integrirt  und  hierbei  auf  die 
Gleichung 

1.3.5.7...(2n—  1)  _  1 1 

1.2.3.4...(2n)     —  2.4.6.,.(2n)  —  2n.1.2...n 
Rücksicht  nimmt;  man  findet 


fr- 


**cos2btdt  =  Y^e    w. 

2a 
o 

Hiervon  machen  wir  Gebrauet*  für  die  Formel  4^6),  indem  wir 

f(x)  gleich  der  geraden  Function  e~  a*x*  nehmen,  wodurch 

1      -C-Y 
ayit 
wird.     Die  entstehende  Gleichung  lautet 

l     f         _(_LY  _(J.Y  _/±y 


50) -^7= 


\  -\-  e    w'  cosx  +  c    V2a'  cos2ar  -f  £   ^^  cosSx-\- 

I      g—  a*(47!—  X)«    _|_    e— a*(4  7T  +  r)Ä    _}_ 


•       •       • 


|S££ 
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und  läßst  sich,  wenn  a  =  —i=,  x  =  2z  gesetzt  and   die  rechte 

2V« 
Seite  zur  linken  gemacht  wird,  folgendermaassen  darstellen 

_£!  (*-n)*  fr-27Q«  (*-3nP  |^ 

51)  e  *  +  e       a     +  e       "  ,    +e       « 

+  e      a      +  e       a      +■  e       a     -f.... 

=  V/-|l+2c-«cos2^  +  2e-*acos4*  -f  2er9"m6*'+- 

Versteht  man  unter  n  eine  ganze  Zahl,  welche  alle  die  Werthe 

—  <ao 3,  —  2,  —  1,  0,  +1,    +2,   +3, +  oo 

annimmt,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  mittelst  zweier  Sum- 
menzeichen  kurz  zusammenfassen,  nämlich 

+  •        iz  +  nn)*         1    /"+• 

52)  2je        «       =  y-  2j(T«*acos2n0. 


CO 


Diese  Formel  ist  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von- 
bedeutendem  Werthe. 


VIL    Die  Umkehrung  der  Functionen. 

Bei  den  bisherigen  Entwickelungen  wurde  vorausgesetzt,  das0 
die  Functionen  f(x),  F(cc)  und  dergleichen  explicite  gegeben  seien; 
man  kann  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  gelangt  dann 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

53)  x  =  1>(&) 

umgekehrt  y  als  Function  von  x  zu  entwickeln,  oder  noch  allgemei- 
ner F(y)  durch  x  auszudrücken.  Es  kann  dies  auf  zweierlei  Weise 
geschehen,  je  nachdem  man  hierzu  die  eine  oder  andere  der  Glei- 
chungen 35)  und  37)  benutzen  will. 

A.  Wenn  wir  für  x  das  Intervall  #  =  0bis#  =  ai>0so 
wählen,  dass  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  F(y)  reell  und 
endlich  sind,  so  genügt  F(y),  als  Function  von  x  gedacht,  den  Be- 
dingungen der  Formel  35),  und  es  muss  daher  eine  Entwicklung 
von  der  Form 

54)  F(y)  =  \Aq  +  A\Cos \-  Ä2cos 1-  •  •  •  •. 

0  ^  x  fS  a, 

möglich  sein,  wobei  es  wesentlich  darauf  ankommt,  den  Coeffioienten 


'   die  tJ 

i 

len      ! 


+  ■■■ 
erthe 

•    •    •    .  . 

reier  Sa 


lonen 


^1 


W. 


Die  periodischen  Reihen. 


155 


An  = 


aj 


F(y)cos- dx 


a 


durch  die  gegebene  Function  ty  auszudrücken. 
Integration  erhält  man  zunächst 

6  C~.  v       nitx 


Mittelst  theilweiser 


/*« 


cos 


a 


dx 


—  F(y)  stn 


/  Fy(y)sin dy 


tin  a  nie  j  d 

und  es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  für  y  geltenden 
Grenzen,  welche  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a  entsprechen.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  ip(y)  =  Q  reelle  Wurzeln  hat, 
entspricht  dem  Werthe  x  =  0  irgend  eine  dieser  Wurzeln,  die  ß 
heissen  möge.  Da  ferner  a  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  so 
kann  man  ihn  als  einen  der  positiven  Werthe  von  i)(y)  ansehen  und 
demgemäss  a  =  ^(b)  setzen,  wo  5  im  Allgemeinen  willkührlich  ist; 
dem  Intervalle  x  =  0  bis  x  =  a  entspricht  dann  das  Intervall 
y  =  ß  bis  y  •=  b.  Jedoch  bedarf  es  hierzu  noch  einer  Bemerkung. 
Die  ursprüngliche  Variabele  x  war  eine  von  x  •=  0  bis  x  =  a  wach- 
sende Grösse;  die  Function  t^(y),  welche  an  die  Stelle  von  x  getre- 
ten ist,  muss  also  dieselbe  Eigenschaft  besitzen,  und  dazu  gehört, 
dtts  ^(y)  von  y  =  ß  bis  y  =  b  wächst,  wenn  b  >  ß ,  dagegen  ab- 
nimmt, wenn  b  <i  ß.     Durch  Einführung  der  neuen  Grenzen  und 


Produet 


ergiebt  sich   jetzt,   weil    das 


F(y)  sin 


MIX 

a 


sowohl  füra!  =  aalsfür#  =  0  verschwindet, 

6 

Ä»  =  -  4:  fF 


55) 


Im  speciellen  Falle  n  =  0  giebt  dasselbe  Verfahren 

6 


56) 


\A0  =  F(fc)  - 


(y)il>(y)dy- 


Setzt  man  in  den  Formeln  54),  55)  und  56)  für  jS  der  Reihe 
nach  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  tl>(y)  —  Q  \md 
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wählt  in  jedem  Falle  das  zugehörige  b  so,  dass  ^(y),  von  y  =  ß 
biß  y  —  b  positiv  bleibend,  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt, 
so  erhält  man  ebenso  viel  von  einander  verschiedene  Entwickelnden 
als  es  verschiedene  ß  giebt;  man  findet  demnach  alle  reellen  Umkeh- 
rongen  von  x  =  #(y). 

BeispieLsweis  behandeln  wir  die  Aufgabe,  aus  der  Gleichung 

yer*  =  x 
umgekehrt  F(y)  =z  y  herzuleiten.     Das  Product  ye~*  verschwindet 

f ür  y  =  0 ,  erreicht  f ür  y  =  1  sein  Maximum  — ,  und  nimmt  für 

y  >  1  continuirlich  bis  zu  jedem  Grade  der  Kleinheit  ab;  die  Qlei- 
chung  ye^y  =  0  hat  daher  die  beiden  reellen  Wurzeln"  y  =  0  und 
y  =  oo.  Nehmen  wir  erstens  ß  =  0,  so  dqrfen  wir  b  nicht  gros- 
ser als  1  wählen,  damit  yer*  nur  wachse;  die  Wahl  b  =  1  ist  aber 
die  vorteilhafteste,  weil  dann  das  Intervall  für  y  so  gross  als  mög- 
lich wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  für  die  Coeffi- 
cienten  die  Formeln 


l 
\Aq  =  1  —  e  J  ye~i 


dy> 


2    r 

An= /  sin(nneye~v)dy% 

nie  J 

o 

wo  die  angedeuteten  Integrationen  mittelst  unendlicher  Reihen  aus- 
führbar sind;  als  erste  Umkehrung  der  Gleichung  ye~~y  =  x  hat  man 
y  =  \Äq  +  Aicositex  +  A2cos2nex  -)-.... 

0<s<  — . 

~~     ~~  e 

Die  zweite  Umkehrung,  die  wir  zur  besseren  Unterscheidung  mit  Y 
bezeichnen  wollen,  ergiebt  sich  mittelst  der  Annahme  ß  =  oo.  Da- 
mit ycry  von  y  =  oo  bis  y  ==  b  nur  abnehme,  darf  b  nicht  kleiner 
als  1  gewählt  werden;  der  vorteilhafteste  Werth  ist  auch  hier  6=1. 
Unterscheiden  wir  die  neuen  Coefficienten  von  den  früheren  durch 
andere  Buchstaben,  so  erhalten  wir 

00 


1*0  =  1  +  ej  yer-ydy, 

i 

00 
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l  für  T  die  Entwicklung 

F=  |^a  +  ^xCösnex  -f-  %vC0s2itex  + 


•  •  •  • 


0<x<  —  • 


uerkenswerth   ist  noch   die  Differenz   der  beiden  Umkehrungen. 
d  hat'  nämlich 


'  2     j* 

—  An  =  —  /  sin(n7t 


7in  —  An  =  —  /  sin(n7teyer-*)dy 

0 

f  1         (tute)2    ,    («sre)4       (wäre)6  1 

—  2e\U  3^  +  ~5^  7*~~  + J 

hin,  wenn 

„  JL (nne)*       (nite)*        (wie)6 

n~U  3*        '       5«  78        I-  *  *  # 

etzt  wird 

2e 

=  i^e  +  Cicosjtex  -\-  C2cos27tex  +  C3cos3itex  4*  •  •  ' 

0  <x<—  • 

—       £ 

B.  Wir  kehren  wieder  zu  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück,  um 
y)  in  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende 
ihe  zu  entwickeln,  nämlich 

\     tv   \  -n      •     %X     i      t>      •      2%X      ,      ^       .      33T05 

a  u  a 

0  <  #<a, 

)bei 

a 

2?„  =  —  /  F(y)sm cto 

aj  a  \ 

o  1 

N 

*    Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  zunächst 


/ 


._,  .    .    mix  _ 
F(y)stn dx 


letzten  Integrale   schreiben    wir  ^(y)  statt  #,  führen  dann  die 
enzen  x  =  0,  #  =  a  ein,v  denen    wiederum    die    Grenzen  y  =  /J, 
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f  =  b  entsprechen  mögen,  und  erhalten  nach  be&maitiger  K nl& 

pBcation  mit  —  = 


a         *(6) 


*  =  -  ±mm„  +  ±m  +  ±frum?ffi 


oder  kürzer 


*  *w 


HS»  WS» 

wo  selbstrerstindlieh 

gesetzt  worden  ist    Die  Gleichung  57)  erhalt  jetzt  folgende  GeeUlt 

a  a  a 

and  darin  lassen  sich  die  beiden  ersten  Reihen  mittelst  der  Formet 
\sma  —  \sin2a  -f-  |stn3o  —  . .  .  .  =  |id, 
Ismo  +  \  sin  2  a  -f-  \  sin  Sa  -f  .  .  .  .  =  |(* —  ©), 

0  <  a  <  *, 
snmmiren;  das  Resultat  ist 

59)    FW  =  F(fD  +  F®-FWX 

ü 

+  Cism 1-  C^sm (-  Ca  am \-  •  •  • 

a  a  ä 

0  <  x  <  a. 

Hinsichtlich  des  ß,  b  and  a  ==  il>(b)  gelten  hier  dieselben  Bestin^ 
mungen  wie  früher.  Uebrigens  liefert  die  vorstehende  Gleichung 
auch  für  x  =  0  and  y  =  ßt  sowie  für  x  =  a  und  y  =  b  richtig* 
Ergebnisse;  sie  darf  daher  noch  an  den  Grenzen  des  Gültigkeitsinter-* 
valles  benutzt  werden*). 


*)  Die  allgemeinen  Entwickehmgen  mittelst  der  Formeln  54)  bis  59) 
hat  der  Verfasser  in  der  kleinen  Monographie  „Die  allgemeine  Umkeh- 
rung  der  Functionen"  (Halle,  1849)  zuerst  gekannt  gemacht 
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Als  Beispiel  möge  die  Bestimmung  von  y  ans  der  Gleichung 

y  —  ssiny  =  x 

dienen;  unter  s  sei  hierbei  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch 
verstanden.  Die  Gleichung  ^  (y)  =  0  hat  im  vorliegenden  Falle  nur 
die  eine  Wurzel  y  =  0,  also  ist  ß  =  0.  Weil  ferner  ^'(y)  = 
1  —  scosy  immer  positiv  bleibt,  so  wächst  4>(y)  continuirlich,  mithin 
darf  b  beliebig  gross  genommen  werden;  der  Einfachheit  wegen  »sei 
h  =  ä,  woraus  a  =  n  folgt     Wir  haben  jetzt  die  Entwickelung 

y  =  x  +  OiStnx  +  C2sin2x  -|-  CBsin3x  + 

0  ^  x  ^  3T, 

und  für  den  Coefficienten  C„  die  Formel  . 

n 

2    r 

Cn  =  —  /  cos(ny —  ns$iny)dy 


•  •  •  • 


7f  TT 


=  — »■  /  cosny  cos (n  s  siny)  dy  -| /  sinnysin(nssiny)dy. 

MVfJ  717t  c/ 


Bei  geraden  n  nimmt  das  jProduct  cosny  cos  (ne  siny)  im  zweiten 
Quadranten  dieselben  Werthe  an,  wie  im  ersten  Quadranten,  während 
^    dasProduct  sinny  sin  (ne  siny)  in  beiden  Quadranten  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat;  es  ist  daher  einfacher 

für  gerade  n,      On  =  —  /  co$(nesmy)cosnydy. 

n%  J 

o 

Durch  ähnliche  Bemerkungen  erhält  man 

« >' 

für  ungeraden,    Cn  = —  I  sin (n ssiny) smnydy. 

n%  J 


In  beiden  Formeln  setzen  wir  y  =  \%  —  t  und  erhalten 
C»  =  — co&—  I  cos(nscost)cosntdt,       n  gerade, 

Ml  2  J 

9 

in 

Cu  =  — wn—  I  sin(necost)cosntdt,       n  ungerade 
nie        2  J 
o 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 
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-  I  co8(t%tco$t)co$ntdti       «  gerad< 

o 
n 


2         nii  f 

Cn     '  — «itt-—  /  sin(neco8t)co8ntdt,       n  ungerade. 
nn        2  J 

o 

Auf  die  vorliegenden  Integrale  l&sst  sich  die  Formel  34)  anwenden, 
<Ian  «in«  Mal  Air  tp(rost)  =  cos(nsco8f),  das  andere  Mal  ftr  <p(cost) 
nhi  (ti  *  roHl)\  in  beiden  Fällen  erhält  man  Dasselbe,  nämlich 

n 

V*  '" *  sr-?-*-m-L 7\  /  cosOnecostysitftdt. 

vir  1.3.5...(2n  —  \)J       v 

Ü 

Di*  Auiifuhrung  dieser  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
«*«*n(##  i  rost)  narh  Pot  engen  von  ne  cos  f  entwickelt-  wird;  man  gelangt 
dnlioi  mi  den  Integralen  von  der  Form 

I  fos*kt$in*utdt9 


u 


die  «ioh  mittel«!  der  Keducüonsformel 

ft\tf*t$*n*mtdt 

leu*Ut  mlWkelu  U**en,     Durch  £- malige  Anwendung  denelbea  fin* 

fr 

J  *  ,:sj      v         : .,v:>...^  —  n 

i«  *v>,*)n^  «w    \M'-t*nn<   «    :K    ::       *  tt.::  «*'  fc«B*a£&aMt  ist, 
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Es  verdient  übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Entwickelung 

y  ~  x  +  Ci8inx  +  C2sin2x  +  08^3aj  +  •  •  • 
auch  für  x  >>  %  und  *  «<  0  gültig  bleibt.    Ißt  nämlich  x  >>  %  aber 
<C  2ar,   so  kann  x  =  2ar  —  £  gesetzt  werden,  wo  £  zwischen  0 
und  n  liegt;  dem  entsprechend  sei  y  =  2ar  —  77.     Die  Gleichung 

y  —  €siny  =  rc 
geht  dann  über  in 

rj  —  esirn?  =  £, 
und  es  ist  daher 

rj  =  |  -f  Ci$fn£  +  C^$in2£  +  C8sin3|  -f  •  •  •  •; 
durch  Restitution  von  rj  =  2n  —  y  und  |  =  2%  —  x  folgt  hier- 
aus  wieder  die  vorige  Entwickelung.  Dieselben  Schlüsse  gelten, 
wenn  x  =  2x  +  |,  y  =  2ft  +  r\  gesetzt  wird,  und  es  erhellt,  in- 
dem man  auf  diesem  Wege  weiter  geht,  dass  die  genannte  Reihe  für 
alle  positiven  x  gilt.  Weil  endlich  die  Gleichung  y  —  ssiny  =  x 
und  die  Reihe  für  y  in  der  Eigenschaft  übereinstimmen,  dass  glei- 
chen und  entgegengesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  y  ent- 
sprechen, so  bleibt  jene  Entwickelung  für  alle  reellen  x  richtig  *). 

Vm.   Die  Dir ioM et* sehen  Reihen. 

Zufolge  der  in  Abschnitt  IV.  enthaltenen  Betrachtungen  bildet 
die  Summirung  der  Reihen  von  der  Form 

\Aq  +  Aicosx  -f  A2cos2x  -f-  A^cosSx  -(-•••, 

BiSinx  +  B$*in2x  -f-  BsStnüx  -(-•••• 

nur  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Regeln,  nach  welohen  der  Grenz- 
werte von 

smmef(0)dO 


J     sind 
0 


bei  unendlich  wachsenden  m  bestimmt  wird  (Abschn.  III).  Die  All- 
gemeinheit dieser  Regeln  läset  erwarten,  dass  jene  Anwendung  keine 
vereinzelte  sein  wird,  dass  vielmehr  aus  derselben  Quelle  auch  ander- 
seits Reihensuromirungen   geschöpft  werden  können.     Wie  dies  in 

*)  Wie  es  scheint,  hat  Poisson  in  §.  221  seines  Lehrbuchs  derMe- 
°hanik  den  ersten  Versuch  gemacht,  das  Kepler' sehe  Problem  durch 
periodische  Reiben  aufzulösen,  ohne  jedoch  die  nötbigen  Formeln  hinrei- 
chend zu  entwickeln.  Das  Letztere  ist  von  Bessel  geschehen  in  den  Ab- 
feftndhmgen .  der  mathem.  OL  der  Berliner  Akademie,  Jahrg.  1816  —  17. 
Berlin  1819.  .8.  49  —  66. 
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der  That  möglich  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  an  einem  zweiten 
Beispiele  zeigen;  wir  stellen  ans  dabei  die  Aufgabe,  ans  der  als  be- 
kannt vorausgesetzten  Summe  der  endlichen  oder  unendlichen  Reibe 

Co  +  Cxco8X  -f-  Cico$2x  -f-  CzCOs3x  -f-  •  •  • 
die  Summen  der  beiden  neuen  Reihen 

Co  +  Cicosa  -\-  C2 cos io  -f-  C^ cos 9a  +  ••••, 
d sin co  -f-  C28in4(0  +  CksinSo  -\-  C4sinl6(0  -{-...• 
herzuleiten,  welche  letztere  man  als  Cosinus-  und  Sinusreihen  zwei- 
ter Stufe  bezeichnen  könnte,  in  so  fern  hier  die  Vielfachen  von  o 
eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordnung  bilden*). 

Bevor  wir  uns  mit  diesem  Probleme  näher  beschäftigen,  müssen 
wir  erst  einige  Bemerkungen  über  gewisse  Integrale  vorausschicken. 

a.    Vorsteht  man  unter  k  eine  ganze  positive  Zahl  und  unter  Q 

eine  zwischen  0  und  n  enthaltene  Grösse,  so  ist,  yz  im  absoluten 
Sinne  genommen, 

*n  +  Q  n  2  7r 


fvi-fi 


8inJ  dz  +       i 

v£        J 

smz  ,     , 

n 

kn 

•  •  *  •  +       i 

f    sinz  .      , 

•   •  •  •  •  • 


/sine  * 


I         V  * 

(*— 1)7*  kn 

im  ersten  Integrale  rechter  Hand  werde  z  =  y  substituirt,  im  zwei- 
ton M  =  7t  -Y  y%  im  dritten  je?  =  2tf  +  y  u.  s.  f.,  es  ergiebt  sich 
dann  durch  Zusainmensiehung  derjenigen  Integrale,  welche  die  glel" 
chon  Qronzon  0  und  it  erhalten  haben, 

**  +  (>  9 

/sin*  t       ..      /        siny 


du- 


f\  1 j 1 ,     (—  iy-i   )  . 

Kür  da»  «woito  Integral  linker  Hand  bemerken  wir»  das«  smy  im**10* 
positiv,  mithin 

^  Pi<*<*  Atmlvto  int  oiuo  Schöpfung  von  Lejeune-Dirichlet;  9t 
Ah\\ü\w\\\\\\^\y  der  K.  Ak&demi«  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jabrg*11** 
W&\  ewoUieuen  tiW,  oder  C rollet  Journal,  Bd.  17,  8.  67. 
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,  sinydy<:   j  ,,***     üy  <  -^  /  sinydy 

ist;   der  Werth   dieses  Integrales   convergirt    daher   bei    unendlich 
wachsenden  k  gegen  die  Null.     Es  ist  demnach 

oo  77 


+ 


+  #      Vzn  +  y 


sinpdy. 


Die  rechter  Hand  vorkommende   unendliche  Reihe   convergirt  und 
besitzt  eine  positive,  weniger   als  -j=  betragende  Summe;  hieraus 

vy 

folgt 

Demnach  hat  das  Integral 


00 


=^dz 


V* 

einen  zwischen  0  und  2  Vit  enthaltenen ,  d.  h.  einen  positiven  end- 
lichen Werth. 

Betrachten  wir  zweitens  das  analoge  Integral 

od  \n  « 

/cosz  ,  /  cosz  ,      ,      Ccosz  , 

^.^Jy-i.  +  Jy-i,, 

so  gelten  folgende  Schlüsse.  Im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ist 
WS*  positiv,  mithin 

y      y 

das  Integral  besitzt  demnach  einen  positiven,  zwischen  0  und  v2n 
Agenden  Werth.  Im  zweiten  Integrale  sei  z  =  \it  +  £;  dasselbe 
verwandelt  sich  dann  in 


ttttd  hier  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin,  dass  der  Inte- 
8**hrerth  von  endlicher  Grösse  ist» 


iv 
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Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  dürfen  wir 

/OD 
cosz  Csmz 

V7dg  =  a'     J-V7de  =  h 

setzen,  wo  a  und  b  gewisse  endliche  Grössen  sind,   deren  Werthe 
wir  später  gelegentlich  bestimmen  können. 

Für  z  =  t2  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgen- 
den über 

2  /  cos(t2)  dt  =  a,     2  Irin (t2)  dt  =  &, 

wofür  geschrieben  werden  kann 

J  cos(t2)dt  =  a,        f  sin(t2)dt  =  b. 


i» 


& 


'00 


Substituirt  man  ferner  ^  =  w  -f  A,  wo  A  eine  beliebige  Constante 
bezeichnet,  so  erleiden  die  Integrationsgrenzen  keine  Aenderong, 
und  es  wird  wegen  (u  -\-  X)2  =  w2  -(-  A2»  +  2  Xu 

I  cos(a*  -f  A2) cos2Xudu  —    /  sin(u2  -f  A2)stn2A« du  =  a, 


C 

r 


—  00  OD 


/OD 
8*w(ti2  +  A2)cos2Attdw  -f    /  cos(m2  -f  A2)siw2A«Äu  =  l. 


00  —  CO 


Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Functionen  rin(u2  +  X*)rin2Xu  vn^ 
cos  (u2  +  A2)sm2At*  die  gemeinsame  Eigenschaft  q>( — 1*)= — qpO1*) 
besitzen,  verschwinden  die  beiden  Integrale,  in  denen  rin  2  Xu  vor- 
kommt; das  noch  Uebrige  lässt  sich  folgendennaassen  schreiben: 

r  P 

cos(X'2)  I  cos(u2)cos2Xudu —  sm(A2)  I  rin  (u2)  cos  2  Xu  du  =  a9 

—  00  —00 

sw(A2)  I  cos(u2)cos2Xudu  -\-cos(X2)  I  sm(u2)cos2Xudu  =  b. 


—  OD  OD 


Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  dar  beiden  linker.  Qan4  stehe» <1^D 
hiLograle,  nämlich  ..   ! 


/  cos(u 


2)cos2Xudu  =  acos(X2)  -f  bsin(X*), 


—  OD 
«o 


I  sin(u*)cos2Xudu  =  bcos(X*)  —  arinOfyy*  l)1,1  ''  ' '  , 
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Substituiren  wir  noch 

wo  o  und  n  beliebige  Constanten  bedeuten,  so  gelangen  wir  zu  den 
beiden  Formeln 

61)  /  cos(j — jcosnxdx  =  2[acos{n2ti)  +  bsin(n2(o)]  V», 

62)  /  sin(- — jcosnxdx  =  2[6cos(«2oj)  —  asw(»2o)]  Va>, 
— 00 

von  denen  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 

b.  Im  Folgenden  setzen  wir  voraus,  dass  F(x)  eine  bekannte 
Function  von  x  sei  und  dass  für  alle  reellen  x  eine  Gleichung  von 
der  Form 

F(x)  =  C0  -f-  Oicosx  -f  t(hco8  2x  +  C^cosSx  -f  •  •  •  • 
existira;  ferner  sei 

ü=  Cq  +  C\cos(o  -f-  C2C0s4a>  -f  C3cos9o  •  ?  •  •, 
F  =  Cismco  +  C28in4iG)  -|-  C8sw9aj  -(-  C4sml6&  -|-  •  •••, 
wir  können  dann  die  unbekannten  Summen   U  und  F  leicht  in  be- 
stimmte Integrale  verwandeln.     Multiplicirtr  man  nämlich   die  Glei- 
chungen 61)  und  62)  mit  C»,  nimmt  dann  n  =  0,  1,  2,  3,  etc.  und 
addirt  alle  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  augenblicklich 

[cos  C^\  F(x)  dx  =  2  (a  tf  +  6  F)  Vrä, 

—  CO 

J8in(^\  F{x)  dx  =  2(bU—aV)  Va, 
•«—00 
woraus    U  und  F  selber  leicht  gefunden  werden  können.      Zufolge 
der  Bemerkung,  dass  F( —  x)  =  F(x)  ist,  lassen  sich  die  vorstehen- 
den Gleichungen  durch 

63)  JCos(j^\  F(x)  dx  =  (a  ü  +  b  V)  Vä , 


0 

OB 


«4)  fsinC^\F{x)dx  —  (bU—aV)V<a 

0 

^^Betzen,  und  in  dieser  Form  wollen  wir  sie  einer  genaueren  Discus- 
*ion  nntemtifien. . 
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c.    Das  in  Nro.  63)  vorkommende  Integral  ist  der  Grenzwertbi 
welchem  sich  der  Ausdruck 

65)  fC0Jj<L\Fix)dx 

0 
mn  mn  +  Q 

ä  fcos(-£dF{x)dx  +  fcos{ü)nx)dx 

0  .    mn 

für  unendlich  wachsende  m  nähert,  wobei  m  eine  ganze  positive  Zahl^- 
q  einen  positiven  endlichen  Rest  bedeutet.     Das  letzte  Integral  un«^ 

tersuchen  wir  zuerst,  substituiren  darin 

.     2a  iro         a 

x  =  mn  +  —  ö,      -^f-  =  ß 

7t  4  Od 

und  lösen  die  trigonometrische  Function 

/m27t*     ,        n    ,      G>0*\ 
\  4«  jr3  / 

in  die  Cosinus  und  Sinus  der  drei  einzelnen  Bogen  theile  auf;  dies  giebt 
mn  +  g  ß 

/  F(x)cos[-—  )dx  = — cos /  FlmitA 0)cos — ^-cosmddü 

J        K  '         \4ö/  %  4  CO  J         \  7t     J  71* 

mn  0 

ß 

sin— —  /  F[m7tA 6  )sm — —cosmödü 

71  4ö  J         \  CO     )  7t2 

0  N 

ß 

2o     mW  h    /          2cjA  .  oö2  .      ajta 
cos /  Fl  m7t-\ ÖJstw— —sinmödö 


7t         4o 

0 

ß 

2g)  .  m27t2  r_/        ,  2a, \      cdO2  . 

— sin 

7t  4w 

0 


/  Fl  m%-\ Ojcos — -smtnOdV. 


Vor  den  rechter  Hand  verzeichneten  Integralen  stehen  Factoren,  wel- 
che zwischen und  4 enthalten,  also  von  endlicher  Grösse 

2%  '   2%  . 

sind;  weil  ferner  F(x),  der  Voraussetzung  zufolge,  immer  nur  end- 
liche Werthe  besitzt  und  die  beiden  Functionen 

cos  — -     und     sin  —r- 

7tl  7t* 

die  Grenzen  —  1  und  -f"  1  nicht  überschreiten  können,  so  hat  man 
es  überhaupt  mit  Integralen  von  den  Formen 

ß  ß 

I  (f(Q)cosmddO     und       /  1>(ß)sinmOdO 
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zu  thun,  worin  die  Functionen  <p(0)  und  ty((i)  durchaus  endliche 
Werthe  behalten.  Nach  Formel  9)  ist  nun  bei  unendlich  wachsen- 
den tn 

LimJii>(0)sinmddO  —  Lirnf^^-  .  04>(0)d0  =  0. 
o  o 

* 

Ferner  hat  man  für  0  =  2# 

J  cp(6)cosmddd  =  2    /  <p(2&)cos2m&d& 
0  o 

=  J  sin*         *****  -  J  —-JÜ><P(**)d*, 

o  o 

und  da  sich  die  beiden  letzten  Integrale  gleichen  endlichen  Grenzen 
nähern,  so  ist  auch 

/ 

Lim   I  <p(Q)cosmOdO  =  0. 
o 

Die  vier  oben  genannten  Integrale  convergiren  demnach  gemein- 
schaftlich gegen  die  Null,  oder  es  ist 

TMl  +  Q 


Lim  I  F(x)  cos  (|-  J  dx  =  0 

mit 


und  nach  Nro.  65) 

/«»TT 
cos(  —  )F(x)dx  =  Lim  I  cos(  —  )F(x)dx, 

d.  h.  man  darf  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  obere 
Grenze  °°  als  ein  unendlich  Vielfaches  von  tc  ansehen,  wobei  es  auch 
fcicht  darauf  ankommt,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wir  denken  uns  im  Folgenden  m  als  eine  Zahl  von  der  Form 
^K  +  1  und  zerlegen  das  von  x  =  0  bis  x  =  (4n  +  1)^  gehende 
Integral  nach  dem  Schema 

(4n-f-l)7J  71  871  571  {4rt  +  l)7J 

6G)    J         =f  +  f    +f   +•••  + 

0  0  71  371  (In— 1)71 

^föt  Ausnahme  des  ersten  Integrales  sind  die  Integrale  rechter  Hand 


to#v».     J T7I_. 
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m 

J  C0S{l^)F(x)dx1        4  =  1,  2f  3,  .  .-,  9n; 

mittelst    der    Substitution    x  =  2#ä  +  y>    hei    welcher   JF^)  in 
F(2gjt-fy)  =  JP(y)  übergeht,  wird  daraus  , 

—  71 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  wieder  in  zwei  andere,  von  —  rt  bis  0 
und  von  0  bis  -J-  ^r  gehende  Integrale;  im  ersten  setzen  wir  y= — #, 
im  zweiten  y  =  x,  und  erhalten  dann  zwei,  auf  das  gleiche  Intervall 
x  =  0  bis  x  =  %  ausgedehnte  Integrale,  welche  sich  zusammenzie- 
hen lassen.     Wegen  F( —  x)  =  F(x)  giebt  dies 

=    /  2F(x)cosl  \cos- dx. 

0 
Da  jetzt  alle  in  Nro.  66)  vorkommenden  Integrale '  gleiche  Grenzen 
besitzen,  so  können  dieselben  zu  einem  einzigen  Integrale  vereinigt 
werden;  man  erhält  damit  ein  Resultat  von  der  Form 

(4» +  i)7*  n 

67)  fC0S(lP)  F^  dx  =  JX  F^  dx  9 

o  o  '. 

worin  X  folgende  Summe  bedeutet: 

v  x*     ,    rt      4:7t2  +  x2      itx    ,    _      4(2*r)9  +  <&»      2ara? 

X  =  COS-—    +   2C0S ; COS H  2C0S  — ; L— ~rCOS 

4co  4co  o  4(0  cd 

,    ft       4(2w^)2  +  «2      2tt*rs 

4-  ....  4-  2 cos— - r — : cos • 

4co  co 

Die  Summirung  dieser  aus  2n  -\-  1  Gliedern  bestehenden  Reihe 

ist  im  Allgemeinen  eine  schwere  Aufgabe,  sie  laast  eich  aber  in  dem 

speciellen  Falle  leicht  bewerkstelligen,  wo  für  co  ein  aliquoter  Theil 

der  Kreisperipherie  gesetzt  wird.     Bezeichnet  nämlich  k  eine  ganze 

s  2% 

positive  Zahl  und  ist  co  =  — ,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

/q27t2      ,        X2  \  Q7CX 

2cos(- f-  -: — Jcos- , 

\  co  4cg/  co 

welcher  irgend  einen  der  Theile  von  X  darstellt,  in 
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qkx 


/q*kn    .    kx*\ 
2«*^  +  —)cqs 


2 

o  hinsichtlich  der  Zahl  q  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  sind.  Bei 
sraden  q  ist  q*  und  ebenso  q*k  von  der  Form  4p,  mithin  bildet 
l*k7i  ein  gerades  Äultiplum  von  ft,  folglich  ist  das  vorliegende 
roduct 

kx2       qkx 
2  cos  — —  cos  — — ,  q  gerade. 

8jt  2  _      ° 

si  ungeraden  g  steht  g2  nnter  der  Form  4p  -f  1  und  22&  unter 

ir  Form  4r  4-Ä;  aus  dem  obigen  Producte  wird  dann 

(kit    ,     kx*\       qkx  , 

2cosi  —  -f-  -^—  Icos-—— ,      q  ungerade. 
\  2  olt  /  J 

ach  diesen  Bemerkungen  erhalt  man 

kx2  [  1 

C  =  2cos-jT— {§  +  coskx  +  cos2kx  +  •  •  •  +  cosnkx\ 

.    _       /&#    ,    &a?2\  f      fc#  ,        Skx  ,         ,        (2n— 1)&#) 
+  2cos{—  +  —)  \cos-+cos—  +  ...+cosi— ^ J 

&#2    sw(tt  +  D&# 
=  cos  - —  • .  _  y — 


8#         sm§fca? 


4-  cos 


(kit       kx*\  \sin(n-\-hkx      l7  ,     ,  lu    1 


OFauß  unmittelbar  folgt 

'        a~~\kx         w       8jt 


7* 


+    /  — •     /■     F(x)cosl—  +  —  )cö^fc#ete 
*/        smlkx         w       \2  87t/       a 


o 
n 


—  J  F(x) cos(n  +  l) kxcos  (-^-  +  -^A  dx. 
o 
if  der  linken  Seite  benutzen  wir  die  Gleichung  67),  rechter  Hand 
bsütuiren  wir  \kx  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung  2n  +  1  =  w»; 
ist  dann 


170 

(4n  +  l)7T 
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I   F(x)cos  —  dx  =  T  /      .    ..  Fl  —  ) 
t/  4ö  kJ     sinü      \k  ) 


09       7/1 

cos— — d0 
2/;jr 


+ 


2   fsin-mO  vf2ß\      (kn  .     ö*  \      ... 
A\7    *ifi0      Vä/      \2  ^2**/ 


2k%) 


Bei  unendlich  wachsenden  n  und  m  convergirt  das  letzte  Integral 
gegen  die  Null ;  die  Grenzen,  welchen  sich  die  beiden  übrigen  Inte- 1 
grale  auf  der  rechten  Seite  nähern,  *  sind  mittelst  der  Formeln  18)  | 
und  13)  leicht  zu  ermitteln,  und  so  ergiebt  sich  , 


X2 

F(x)  cos  -r—  dx 


2*»   , 

COS—r-  + 


+ 


Hinsichtlich  der  letzten  Glieder  der  rechts  btehenden  endlichen  Rei- 
hen ist  noch  eine  Bemerkung  erforderlich.  Für  gerade  k  =  2h  wird 
die  obere  Integrationsgrenze  \kn  =  hit,  und  dann  zeigt  die  Formel 

(2k%\ 
12),  dass  der  letzte  Summand  den  Factor  F[—j—)  nebst  dem  Coeh 

ficienten  \  enthalt.  Bei  ungeraden  k=2h-\-  1  wird  \kit  =  hx -\-\tt 
und   nach    Formel  13)   kommt  im  letzten  Summanden    der  Factor 

(2ll7l\ 
~       j  mit  dem  Coefficienten  1  vor.   Schreibt  man  wieder  o  statt 

2it 

es) 


und  berücksichtigt  die  Gleichung  63),  so  hat  man  folgendes  Resultat 

aü  +  bV 


2*G> 


=  \F(0)  +  F(g>)cos~—  -f  F  (2  cd)  cos-—-  + 


j 


/jr2        2*cA 

+  i^«)^(-  +  —)- 


•  •  .  •  • 
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ei  geraden  Je  enthält  das  letzte  Glied  jeder  Reihe  den  Factor 
'(l&cö)  =  F(it)  und  ist  nur  zur  Hälfte  in  Rechnung  zu  bringen; 
3\  ungeraden  h  schliessen  die  Reihen  mit  denjenigen  Gliedern,  wel- 
le den  Factor  F(\(k  —  l)o)  =  F(it  — \&)  besitzen, 

d.  Die  im  Vorigen  auf  die  Gleichung  63)  angewendeten  Trans- 
Tmationen  gelten  fast  wörtlich  auch  für  die  Gleichung  64).  Man 
^erzeugt  sich  vorerst,  dass 

/  s^n\T~)F(x)dx  =  Lim  I  sin(—jF(x)dx 
o  o 

ty  worin  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  Zahl  bedeutet;  man 
immt  ferner  rn  =  4  n  -f-  1 ,  benutzt  die  Zerlegung  nach  dem  Schema 
B)  und  findet  durch  dieselben  Substitutionen  wie  vorhin 

f  F(x)sm-—dx  =  T-     — ^-7rF[  —  )stn— —  dd 
v  '       4ra  hj    sind      \k )      2hn 


Un 


.     2    Psinmd1?(20\   .  fk%    ,      0*  \       n.a 
+  T  /  -TJ^F^sm^-  +  ~)cos6dO 


Tc  J    sin  0 
o 

1*7* 


fv  %J  \    tv  / 


cosmüstni ]dö, 

obei  rechter  Hand  m  =  2n  -\-  1  ist.  Durch  Uebergang  zur 
renze  für  unendlich  wachsende  n  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
leichung 

b  U  —  a  V 


V 


(O 


=  F(a)sin^  +  F(2e>)sin^  +  F(3a)sin^  + 
+  lF(0)sin^  _  F(m)sin(^  +  ^fj 


+  F(2«)*n{-  +  — )- 


:  die  letzten  Glieder  der  rechts  vorkommenden  endlichen  Reihen 
lten  hier  die  nämlichen  Regeln  wie  bei  der  Gleichung  68). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  68)  und  69)  zusammen  können  U 
d  V  entwickelt  werden ,  was  am  besten  erst  in  jedem  speciellen 
kllo  geschieht. 
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Wählt  man  die  ursprüngliche ,  durch  F(x)  Bummirte  Reihe  10, 
dass  sich  die  Summen  U  und  F  direct  finden  lassen,  so  fahren  & 
Gleichungen  68)  und  69)  auch  zur  Eenntniss  von  a  and  b.  Dm 
ist  z.  B.  der  Fall  für  C0  =  1,  Cx  =  &  =  C3  .  .  .  =  0;  es  st 
dann  (S.  163)  F(x)  =  1,  U  =  1,  V  =  0,  mithin  nach  Nro.  68) 

r7=  =  1  +  COS  — -  -f  COS-r-  +   COS—-   + 

ycö  4  4  4 

,      ,  tf2  /JT2    .     l2ßA      ,  /**    ,    22©\ 

2  GJ  \G)  4    /  \»  4   / 

und  nach  Nro.  69) 

b            .   I2©          .  22ra    .      .  32fi>    , 
r=s  =  sin— - — f-  sin— - f-  sin— : — |- 

oj  4  4  4 


7 


•  • 


+  ism sm( h  -7-1  +  8ml \-— 7-)—" 

Beide  Gleichungen  müssen   für  jedes  (o  =  —   gelten,    wobei  Sk 

K 

ganze  positive  Zahl  k  willkürlich  bleibt.  Im  einfachsten  Falle  fcssl 
(D  =  2z  ergiebt  sich 


<*     1    1    1        n  * 


\sin 


mithin 
70) 


.— Vf 


e.    Ein  sehr  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  die  Annahme 

F(x)  =  1  +  cosx  +  cos2x  +  •  •  •  +  cosQc —  1)* 

sin(k  —  \)x 


\  + 


2sin\x 


Für  jedes  ganze  positive  h  ist  dann 

smi  21\% —  \ 

*•(*»)  =  \  +  — rr^  =  i  \ 


2  sin 


JlTt 


1  — 


sm— - 
k 


stn 


hn 


d.  h.  F(h(o)  =  0,  vorausgesetzt,  dass  k  nicht  in  h  ausgeht.    Dieser 
Ausnahmefall  tritt   bei  den   Gleichungen  68)  und  69)  niemals  ein,j 
weil/»  höchstens  =  §&  werden  kann;  man  hat  daher  wegen  .F(0)  =j 
und  zufolge  der  Werthe  von  a  und  b  h 


Die  periodischen  Reihen.  173 

/TT    i     mV*  _  k  (  JC7t\ 

trr  T7\^Ä  k         k% 

(Ü-V)—  =  jstn-. 

itwickelt  man  hieraus  die  Werthe  von  U  und  V  und  erinnert  sich 
r  ursprünglichen  Bedeutung  dieser  Grössen,  so  gelangt  man  zu  den 
genden  Reihensummirungen 

,     ,  1*2*     ,  2*2it    ,     '  ,  (k  —  1)22jt 

1    -f"    COS - V    COS r !-••••    +   cos~ TT 

ig  ig  /c 

=  |(1  -\-cos\kn  +  sin\kn)Vk, 

.    V2tc    .      .    2»2ar     .  ,      .    (k— \Y2n 

sin — - |-  sin — - h  •  •  <  .  +  stn- — 

fc  K  Ig 

=  \(\  +  cos\kit  —  sin\k7t)  Vk. 
^selben  sind   nicht  nur  analytisch  merkwürdig,  sondern  auch  für 
Zahlentheorie  von  Werth  *)«■ 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Gauss  zu  diesen  Summen  gelangt  in  der 
landlung  Summatio  qua run darum  serierum  singularium;  comment. 
3nt.  societ.  Gotting.  T.  I.  Hinsichtlich  der  damit  zusammenhängenden 
lentheoretischen  Untersuchungen  s.  Lejeune-Dirichlet's  Vorlesungen 
r  Zahlentheorie,  herausgegeben  von  Dedekind,  Braunschweig  1863, 
plement  I. 
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FOURJER'SCHEtf  INTEGRALE. 


Die   Fourier'schen   Integrale. 


I.  Einleitende  Betrachtungen. 


* . 


Bei    Ansicht  der   im   vorigen  Abschnitte    (S.  147)  bewiesenen 
Gleichungen 

f(x)  =  \A0  +  Ax cos—  +  A2cos ~y~  +  Azcos— —  -\ , 


n 


0 

f(x)  =  i^sm  -r-  +  Bism — f-  B6sm — -  --(-•••  o 

Fl  II  IX 

h 

o 
in  denen  x  zwischen  0  und  h  enthalten  sein  muss,  liegt  der  Gedanke 
nahe,  das  Gültigkeitsintervall  dadurch  so  viel  als  möglich  zu  erwei- 
tern, dass  man  die  beliebige  positive  Grösse  h  unendlich  wachsen 
lässt.  Um  zu  sehen,  wohin  dieser  Grenzenübergang  führt,  setzen  wir 
zur  Abkürzung  für  irgend  ein  u 

h  h 

f(f)eosutdt  =  <p(u)9      I  f(t)sinutdt  =  qfr(w) 

ferner  ■=-  =  8  also  —  =  —  und  schreiben  dem  gemäss 
h  n        7t 

Schlömilch,  Analysis.  II.  12 


/' 
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=  — •ä|  op(0)  -f  q>(d)co8XÖ  +  q>(28)co$2x8  +  •  •  •  -I 

fix)  =-.8\1>(8)8inxd  +  4>(28)sin2x8  + 1. 

Bei  unendlich  wachsenden  h  convergirt  8  gegen-die  Null,  und  es  kann 
in  diesem  Falle  der  bekannte  Satz 

1)  Um  {«[  F(0)  +  F(ö)  +  F(2  8)  +  F(3  *)  +  - .  -1 J  =J  F(u)  du 

angewendet  werden;  man  erhält  so  aus  der  ersten  Gleichung 

2   P 

f{x)  =  —  /  (p(it)cosxudu 

0 

und  aus  der  zweiten 

2  r 

f(x)  =  —  /  ^(u)  sin  xu  du 
o 

Substituirt  man  noch  die  Werthe  von  g/(u)  and  p(u)9  in  denen  jetit 
h  =  oo  ist,  so  gelangt  man  in  den  beiden  Formeln 

OD  OD 

2)  f{x)  =  -  J  cos  xu  du  I  f(t)co8utdt, 


0 

OD 


3)  f(x)  =  -J  sin  xu  dujfit)sin  utdt , 

welche  die  Eigen thümlichkeit  darbieten,  dass  die  zweimalige  Inte- 
gration einer  willkürlichen  Function  wieder  auf  dieselbe  Function 
zurückfuhrt*). 

Diesem  Gedankengange  liegt  indessen  eine  Voraussetzung  sn 
Grunde.  Man  darf  nämlich  die  Formel  1)  nur  dann  benutzen,  wenn 
die  Producte  2  8,  3  8  .  .  .,  trotz  der  unendlichen  Abnahme  von  ^ 
schliesslich  ins  Unendliche  wachsen ;  nähern  sich  dagegen  jene  Pro- 
ducte einer  endlichen  Grenze  Ä,  so  ist  auch  nicht  u  =  ao  sondern 
u  =  k  die  obere  Grenze  des  Integrales  von  F(u)du*  Welcher  tob 
beiden  Fällen  hier  stattfindet,  läset  sich  gar  nicht  entscheiden, 
weil  die  Factoren  des  Productes  nö  von  einander  unabhängig  sind, 


*)  Die  obige  Entwicklung  wurde  zuerst  von  Fourier  gegeben  is 
der  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 
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d  es  können  deshalb  die  Formeln  2)  und  3)  noch  nicht  als  streng 
wiesene  gelten.  Ferner  giebt  die  vorige  Betrachtung  keinen  Auf- 
iluss  über  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  2)  und  3),  falls  die 
tegrationsgrenzen  für  t  und  u  andere  als  0  und  oo  sind;  es 
icht  sich  daher  auch  nach  dieser  Richtung  hin  eine  genauere 
itersuchung  der  erhaltenen  Doppelintograle  nothwendig. 


n.    Die  Fourier'sclien  Doppelintegrale. 

a.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  nach  t  und  u  genommene 

oppelintegral 

M  ™      b 

)  JPU  =  —    /  cosxudu  I f(t)cosutdt, 

0  a 

rorin  b  >  a  >  0  sein  möge.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  kön- 
ien  wir  dabei  x  als  positiv  ansehen,  denn  es  erhellt  unmittelbar, 
iiss  Pp  für  irgend  ein  negatives  x  denselben  Werth  hat  wie  für 
in  gleich  grosses  positives  x.  Setzen  wir  ferner  voraus ,  dass  f(t) 
on  t  =  a  bis  t  =  b  endlich  und  stetig  bleibe,  so  sind  die  Bedin- 
tingen  erfüllt,  unter  denen  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen 
mgekehrt  werden  darf;  wir  haben  daher  auch 

b  tu 

Pju  =  —  I  f(t)dt  I  2costucosxudu 

a  o 

ler  nach  Ausführung  der  auf  u  bezüglichen  Integration 


a  a 

n  ersten  Integrale  substituiren  wir  t  —  x  =  0,  im  zweiten 
-\-  x  =  0  und  erhalten 

)     P„  =  \  {/^/C  +  MO  +p^f{6-*)d<,}. 

a— x  a+x 

ufolge  der  Voraussetzungen  b  >  a  ^>  0  und  x  >  0  convergirt 
äs  zweite  Integral  bei  unendlich  wachsenden  fi  gegen  die  Null,  so 
ass  nur  übrig  bleibt 


b—x 


)    ■    V    p.  =if*-/^/(*  +  eM0. 


a—x 

12 
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Hinsichtlich  des  x  sind  nun  fünf  Fälle  tu  unterscheiden,  ob  nämlich 
x  <  >a,  oder  =  a,  oder  zwischen  a  und  b  enthalten,  oder  =  b  oder 
^>  b  ist  Im  ersten  Falle  sind  die  Integrationsgrenzen  a  —  £  und 
6  —  x  gleichzeitig  positiv  und  von  Null  verschieden ;  die  Formel  4) 
giebt  dann 

4)  Pw  =  0,  0  <  X  <  a. 
Für  x  =  a  erhält  man  wegen  6  —  a  >  0 

5)  P„  =  \f(a\  x  =  a. 

Wenn  x  zwischen  a  und  b  liegt,  ist  die  untere  Integrationsgrade 
negativ,  die  obere  positiv;  das  Integral  lässt  sich  dann  auf  folgende 
Weise  zerlegen 

— (x— a)  0 

wobei  wir  im  ersten  Integrale  —  0  statt  0  einfuhren  wollen.  Aus 
der  nunmehrigen  Gleichung 

x — a  b—x 

6)  Pm  =  I  Um  {f8J^f(x-0)äe+f*XOf(*  +  m) 

0  0 

folgt 

7)  P<D=f{x\  a<*<6. 

Für  x  =  b  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  6),  und  das 
erste  giebt 

8)  Pa  =  §/(&),  *  =  b. 

Ist  endlich  x  ^>  5,  so  erhält  das  zweite  Integral  in  Nro.  6)  eine  ne- 
gative obere  Grenze,  welche  sich  durch  Einfuhrung  von  —  0  statt 
6  in  eine  positive  Grenze  umwandeln  lässt;  man  erhält  so 

x — a  x—b 

d.  i. 


o 


9) 


-P.=0f 


x  >  6. 


Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  Pm,  verglichen  oft 
den  in  Nro.  4),  5),  7),  8)  und  9)  gefundenen  Werthen  von  P9,  W 
man  nun  den  Satz:  t\ 

Wenn  b>a>0  ist  und/(:r)  endlich  und  stetig  bleibt^3 

von  x  —.  a  bis  x  =  b,  so  gilt  die  Gleichung 
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') 


cosxudu  j  f(f) 


cosutdt 


für  alle  zwischen  a  und  b  enthaltenen  x;  für  x=a  re- 
ducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  |/(a),  für 
x  =  b  auf  5/(6);   für  positive  ausserhalb  jenes  Inter- 
valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 
Man  kann  sich  hiervon  leicht  ein  geometrisches  Bild  verschaffen, 

nn  man  x  als  Abscisse,  y  =f(x)  als  Gleichung  einer  gegebenen 

rve  und 

b 


-a 


7tJ 

0 


cosxudu 


//© 


cosutdt 


Gleichung  einer  zweiten  Curve  betrachtet.  Nehmen  wir  in  Fig.  37 


l  =  a,  AC=f(a),  AE  =  lf(a),  OB  =  by  BD  =f(b), 
?  =  §/(&),  so  besteht  die  zweite  Curve  bei  positiven  x  aus  der 
ecke  OA,  dem  isolirten  Punkte  E,  dem  Bogen  CD  der  gegebenen 
rve,  dem  isolirtenJPunkte  F  und  der  unendlichen  Strecke  BX. 
r  negative  x  ist  die  Curve  dieselbe. 

In  dem  Falle  a  =  0  bedarf  die  vorige  Untersuchung  einer 
inen  Modification ,  weil  sich  dann  das  Intervall  0  bis  a  auf  Null 
lucirt  und  daher  hinsichtlich  des  x  nur  noch  vier  Fälle  zu  unter- 
teiden  sind.     Die  Gleichung  2)  wird  jetzt 


— X 


X 


i  hier  convergirt  das  zweite  Integral  nur  dann  gegen  die  Null, 
nn  x  >  0  ist,  während  dies  früher  auch  für  x  =  0  der  Fall 
r.    Man  hat?nun  f ür  x  =  0 
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für  die  übrigen  Fälle  0  <  s  <  fc,  x  =  b  und  s  >  &  findet  man 
dieselben  Werthe  wie  vorhin,  mithin  lautet  der  neue  Satz : 

Wenn/(#)  in  dem  positiven  Intervalle  von  x  =  0  bis 
*    x  =  b  endlich  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

b 


ii) 


/ö 
co8xuduJf(f)eo8utdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  b  enthaltenen  X\  für  x  =  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =/(0),  für  x  =  b  ist  er 
=  s/(&);  för  x  >  h  gleich  Null. 

Fig.  38. 


Diesem  Resultate  entspricht  Fig  38,  welche  keiner  näheren  Er- 
läuterung bedürfen  wird. 

Ihre  grösßte  Ausdehnung  erhält  die  Formel  11)  für  b  =  oo, 
nämlich 


12)       f{x)  =  -  I  cosxudu  I  f(t)cosutdt         0  <a?<oo. 

0  0 


b.    Wir  betrachten  zweitens  das  analoge  Doppelintegral 


Qx  =  lf 


sin  xu  du 


0 

■fm» 


sinutdt 


unter  den  Voraussetzungen  b  ^>  a  ^>  0  und  x  ^>  0,  deren  letzte 
sich  durch  die  Bemerkung  rechtfertigt,  dass  gleichen  und  entgegen- 
gesetzten x  gleiche  und  entgegengesetzte  Qa  entsprechen.  &16 
um  gokehrte  Anordnung  der  Integrationen  giebt 


I 
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Qu  =  —  /  f(f)dt  I  2sintusinxudu 

a  o 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  t  —  x  =  0,  im  zweiten  t  -f-x  =  ö 
gesetzt  wird, 

ö — X  b+x 

13)  «»  =  l  {f^fi'  +  OW  -/*%*- X9—W 

a — x  a+x 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  Nro.  7)  nur  im  Vorzeichen 
des  zweiten  Integrales,  und  daher  sind  hier  wörtlich  die  nämlichen 
Betrachtungen  wie  dort  anwendbar ;  man  gelangt  damit  zu  folgendem 
Theoreme : 

Wenn  b  >  a  >»  0  ist  und/(:r)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  x  =  a  bis  x  =  fr,  so  gilt  die  Gleichung 

00  & 

14)  f(x)  =  -  I  sinxudu  I  f(t)sinutdt 

für  alle  zwischen  a  und  b  enthaltenen  x\  für  x  —  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  g/(")» 
für  x  =  b  auf  i/(b);  für  positive  ausserhalb  jenes  In- 
tervalles  liegendem  verschwindet  das  Doppelintegral. 


Dem  entsprechend  zeigt  Fig.  39  die  graphische  Darstellung  der 
beiden  Curven,  welche  durch  die  Gleichungen 
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2  T 

y  =  f(x)  und  Y  =  -  I  sinxudu  I  /(Oamutdt 


tff®* 

0  0 

bestimmt  sind. 

Wie  bei  der  vorigen  Untersuchung  tritt  auch  hier  eine  Modifi- 

cation  ein ,  wenn  a  =  0  und  zngleich  x  =  0  ist.    Die  Formel  13) 

giebt  dann   Q^  =  0,   was  von  Hause  aus  zn  erwarten  war;  die 

übrigen  Fälle  bleiben  ungestört  und  man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn/(#)  in  dem  positiven  Intervalle  0  bis  b  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

OD  b 

15)  f(x)  =  -  I  sinxudu  I  f(t)smutdt 

o  o 

für  alle  zwischen  0  und  b  enthaltenen  x\  für  a?  =  0  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  x  =-b  ist  er 
=  |/(6),  für  x  >  b  gleich  Null. 

Fig.  40  zeigt  die  entsprechende  graphische  Darstellung. 

Fig.  40. 


Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel  15)  für  b  =  °° 
nämlich 


=  !/< 


16)  f(x)  =  —  /  sinxudu  I  f(t)sinutdt, 

o  o 


./ 


0  <  x  <  oo. 


c.    Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  entwickelten  For- 
meln sind  u.  A.  an  die  Voraussetzung  gebunden,  daas/(«)  oder/(Ö 
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endlich  bleibt  innerhalb  des  für  t  genommenen  Integrationsinter- 
-valles,  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  jene  Bedingung  eine 
nnerlässliche  ist,  oder  ob  es  nicht  Fälle  geben  kann,  wo  dieselbe 
ausser  Acht  gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  diese  Untersuchung 
für  die  am  meisten  benutzten  Formeln  11)  und  15)  vornehmen  und 
dabei  den  sehr  gewöhnlichen  Fall  betrachten,  wo  f(x)  gleich  anfangs 
für  x  =  0  positiv  unendlich  wird,  im  Uebrigen   aber,  d.  h.  für 

O  <  x  5^  b ,   endliche  Werthe  behält.    Da  unter  diesen  Umständen 

"keine  Rede  davon  sein  kann,  die  Formeln   11)  und  15)  für  x  =  0 

in  Anspruch  nehmen  zu  wollen,  so  setzen  wir  x  ^>  0  (aber  natürlich 

x  <^  b)  voraus  und  denken  uns  zwischen  0  und  x  eine  willkürliche 

Zahl  o  eingeschaltet;  wegen  q  <^  x  <^  b  ist  dann 

/b 
cosxudu  I  f(t)cosut dt, 


i>: 


COS  XU 
0  Q 

und  zufolge  der  Zerlegung 

b  b  t 

f-f-f 

Q  0  0 

kann  dafür  geschrieben  werden 

OD  b 


0 

oo 


cosxudu 


0 


cos  utdt 


oo  J 

cosxudu  I  f(t)  cos  utdt 
o  o 

Denken  wir  uns  die  obere  Integrationsgrenze  u  =  oo  wie  früher 
aus  einer  unendlich  wachsenden  Zahl  (i  hervorgegangen ,  so  haben 
wir  auch 

/b 
cosxudu  I  f(t)  cos  utdt  =  B^, 


0 


wobei  selbstverständlich 


B 


cosxudu 


I  f(t)cosu 


tdt 


0  0 

ist.    Die  Reihenfolge  der  Integrationen  darf  man  hier  nicht   ohne 
Weiteres  umkehren,  weil  das   unter  den  Integralzeichen  stehende 


186  Die    Fourier'schen  Integrale. 

Troduct  f(t)  cos  xu  cos  ut  gleich  anfangs  für  t  =  0  unendlich  wird;  I 
jedoch  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  helfen.  Wenn  die  Function  |: 

/(/)  so  beschaffen  ist,  dass  /  f(t)dtfurt  =  0  einen  endlichen Werth 
behält     wie  z.  B.  in  dem  Falle  /(*)  =  -^=1  so  besitzt  das  Integral 


ff(t)dt 


gleichfalls  einen    endlichen  Werth,   der  für   Q  =   0  verschwindet. 
Wegen 

J f{t)dt  =  Qf(&Q\       0  <  &  <  1, 

0 

gilt  dasselbe  von  dem  Producte  fr  Qf  (&(>),  d.  h  bei  unendlich  ab- 
nehmenden ö  ist 

Lim[d/(S)]  =  0. 
Zufolge  dieser  Voraussetzung  hat  das  Doppelintegral 

S  =  2    /  cosx 


I  cosxudu  I  /(0(1  —  cosut)dt 


jedenfalls  einen  endlichen  Werth,  denn  das  unter  den  Integralzeicbel 
stehende  Product  oder  der  Ausdruck 

cos  xu.tj(t) 

V 
V 

wird  für  t  =  0  nicht  unendlich,  sondern  =  0.  Die  Grösse  S  g£ 
stattet  zwei  verschiedene  Formen  der  Darstellung,  jenachdem  ma* 
die  angegebene  Reihenfolge  der  Integrationen  beibehält  oder  uirl 
kehrt;  im  ersten  Falle  hat  man 


x     J 


und  durch  die  zweite  Operation,  welche  jetzt  erlaubt  ist,  findet  siel 
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b = 2  sJ^fAt)ät  -f***r*m  dt  -f *&&/$*, 

mithin  durch  Vergleichung*  beider  Werthe  von  S 

0  0 

Wegen  x  ^>  Q  und  t  <^  Q  ist  nun  für  jedes  ft 

1  ginftfr— Q  1 


X — Q  X  —  t  X—Q 

l_  sin  [i  (x  + 1)  J_ 

x      ^       x  +  t      ^  "*"  x9 

and  wenn  man  p  so  klein  wählt,  dass  f(t)  von  t  =  0  bis  t  =  p 
positiv  bleibt,  so  darf  man  diese  Ungleichungen,  ohne  sie  zu  stören, 
mit  f(t)  dt  multipliciren  uud  integriren.  Zufolge  der  so  entstehen- 
den Ungleichungen  ist  für  jedes  (i  also  auch  für  (i  =  oo 


s-=;(^  +  ?)A>'"- 


o 
worin  €]  und  £2  zwei  picht  näher  bestimmte  positive  oder  negative 
echte  Brüche  bezeichnen.  Lässt  man  endlich  q  in  Null  übergehen,  so 
schwindet  B^  und  aus  Nro.  17)  wird 

00  b 

f(x)  =  —  /  cos xu  du  I  f(t)cosutdt,         0  '<  a?  <C  5; 
0  0 

unter  der  für  /(£)  angegebenen  Bedingung   und    f ür  x  ^>  0  bleibt 
also  die  Formel  11)  immer  noch  richtig. 

Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Formel 
15).    Man  hat  zunächst,  wenn  Q  <^  x  <^b  ist, 

00  b 

f(x)  =  —  I  sin  xu  du  I  f(t)  sm  utdt 

%*  9 

00  b 

=  —  I  sin  xu  du  I  f(t)  sin  utdt  —  7£,  , 


worm 


0  0 


(A  Jt 


R^  =  —  I  sin  xu  du  I  f(t)  sin  u  t  d 


188  Die  Fourier'schen  Integrale. 

gesetzt  wurde.  Zufolge  der  fär/(t)  angegebenen  Bedingung  be- 
hält das  unter  den  Integralzeichen  stehende  Produot 

.  -..v    sin  ut 
stnxu.tf(t)  • — - — 

t 

durchaus  endliche  Werthe  und  verschwindet  für  t  =  0;  man  darf 
deshalb  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren  und  erhält  durch 
ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

7t\X  —  Q  xJJ      W 

0 

woran  sich  analoge  Folgerungen  wie  früher  knüpfen.  Die  For- 
meln 11)  und  15)  sind  daher  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  x  =  0  unendlich  werden,  sobald  das 
Integral 


ß 


f  f(f)dt 
ö 
bei  endlichen  o  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

d.  Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  f(t)  innerhalb 
für  t  gewählten  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Continuit&t 
erleidet,  ohne  dabei   unendlich  zu  werden.     Tritt  nur  eine  solche 
Discontinuität  an  der  zwischen  a  und  b  liegenden  Stelle  t  =  %\  ein» 
so  haben  wir  folgende  Zerlegung  anzuwenden 

—  /  cosxudu  I  f(t)  cos  ut  dt 

0  a 

=  —  /  cosxudu  I  f(t)cosutdt  -| — /  cosxudu  I  f(t)  cos  ut  dt* 

0  a  0  a^+0 

In  jedem  der  Integrale  rechter  Hand  für  sich  bleibt  f(t)  continuirlicl^» 
und  die  Werthe  der  Integrale  können  nach  dem  Satze  11)  gefunden 
werden ;  jedoch  sind  hierbei  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  liegt  & 
zwischen  a  und  xx ,  so  ist  der  Werth  des  ersten  =  f(x)  f  der  te& 
zweiten  =  0.  Liegt  zweitens  x  zwischen  X\  und  6,  so  verschwinde* 
das  erste  Integral,  und  das  andere  giebt  f(x).  Im  dritten  Fatt^ 
x  =  xx  hat  das  erste  Integral  den  Werth  \f($i  —  0),  das  zweite  de*» 
Werth  rf(xi  +  0),  man  erhält  also  zusammen 

l  [/(*!  -  0)    +  /(*!   +  0)]. 

Kommen  zwei  Unterbrechungen  der  Continuität  vor  an  den  iwiidw*1 
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a  und  b  liegenden  Stellen  t  =  X\  und  t  =  #2,  so  zerlegt  man  das 
auf  t  bezügliche  Integral  nach  dem  Schema 

6  ä-i— 0  X« — 0  b 

f-f  +  f  +  f; 

und  erhält  drei  Doppelintegrale,  deren  Werthe  nach  Nro.  11)  einzeln 
bestimmbar  sind.  Falls  x  zwischen  a  und  b  liegt,  aber  weder  =  X\ 
noch  =  ar2  ist,  findet  man  als  Gesammtwerth  /  (a?);  für  x  =  X\  da- 
gegen ergiebt  sich 

I  [f  fo  -  0)  +  /  (»,  +  0)] 

und  für  x  =  x$: 

I  [/  («  -  0)  +  /  fe  +  .0)]. 

Hieraus  ist-  unmittelbar  ersichtlich ,  wie  sich  die  Sache  bei  beliebig 
vielen  Unterbrechungen  der  Continuität  verhält. 

Genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  Formel  14)  anwendbar, 
und  man  kann  daher  die  allgemeine  Regel  aufstellen:  Erhält  x 
einen  solchen  individuellen,  zwischen  a  und  b  liegenden 
Werth,  dass/(#)  discontinuirlich  aber  nicht  unendlich 
wird,  so  ist  nicht/(a?)  sondern  das  arithmetische  Mittel 

§[/(*-0)+/(x  +  0)] 
der  gemeinschaftliche  Werth  der- Doppelintegrale  in 
11)  und   14). 

Noch  wollen  wir  bemerken ,  dass  die  Fälle ,  wo  /  (x)  an  den 
Grenzen  x  =  a  oder  x  =  b  discontinuirlich  wird,  keine  Ausnahmen 
begründen.  Das  Intervall  von  a  bis  b  ist  nämlich  selbstverständlich 
mit  a  -f-  0  anzufangen  und  mit  b  —  0  zu  schliessen,  und  es  können 
daher  die  Werthe  f  (a  —  0)  und  /  (&  +  0)  nicht  vorkommen.  Das 
Doppelintegral  hat  im  ersten  Falle  den  Werth  \f(a  -\-  0),  im  zweiten 
den  Werth  \f  (b  —  0). 

e.  Bei  Ansicht  der  gefundenen  Gleichungen,  welche  unter  den 
Formen 

f(x)  =  —  /  w(u)cosxudu,        f(x)  =  —  /  ip(u)sinxudu 

%J  1t  J 

enthalten  sind,  liegt  es  nahe,  Differen^^one^j  ^n  Beziehung  auf  x 
vorzunehmen  und  hierdurch  neue  Gleichungen  von  den  Formen 

/'(«)  = I  uq>(u)sinxudu,    /'(#)  =  +  —   I  uty(u)cosxudu 

7t  J  7t  J 

/o  00 

u2q>(u)cosxuduf    f"(x)  = —  —  /  u2il>(u)sinxudu 
0  0 

u.  s.  w. 
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herzuleiten.     Zufolge  des  Umstandes,  dass   das  Integrationsintemll 
für  u  unendlich  gross  ist,  bedürfen  aber  diese  Operationen  einer  be- 
sonderen Untersuchung  (ThL  I,  §.  92),  welche  wir  in  Beziehung  auf 
die  am  meisten  benutzten  Formeln  14)  und  15)  ausführen  wollen. 
Aus  Nro.  16)  folgt,  wenn  ohne  Weiteres  düFerenzirt  wird, 

/» 
usinxudu  I  f(t)cosutdt\ 

0  0 

um  diese  noch  problematische  Gleichung  zu  prüfen,  setzen  wir  in 
Nro.  15)  /'  an  die  Stelle  von/,  wobei /'(f)  von  t  —  0  bis  t  =  & 
endlich  bleiben  muss,  und  transformiren  die  nunmehrige  Gleichung 

OO  & 

f(x)  =  —  /  sin xu du  I  f'(t)sinutdt 
o  o 

mittelst  partieller  Integration  in  Beziehung  auf  t.     Wegen 

b  b 

I  f(t)sinutdt  =  f(b)sinbu  —  u  I  f(t)cosutdt 

0  0 

giebt  dies 

f'(x)  =  '  I  sinbusinxudu /  usinxudu  I  f(t)cosutdU 

0  0  0 

Der  Vergleich  mit  Nro.  18)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  dann 
richtig  ist,  wenn  die  Gleichung 


CO 

fQ>)fsii 


sinbusinxudu  =  0 
o 

stattfindet.     Nun  hat  aber  das  vorliegende  Integral  den  völlig  unbe- 
stimmten Werth 

'  sin  oo  sin  oo 


2 


;}• 


b  —  x  b  -f  x\ 
es  kann  folglich  das  obige  Product  einzig  und  allein  in  dem 
Falle /(&)  =  0  verschwinden.  Die  Differentiation  der  Gleit 
chung  11)  ist  daher  nur  unter  der  Bedingung  f(b)  =  0 
erlaubt. 

Aus  Nro   15)   folgt    durch    Differentiation   die   problematische 
Gleichung 

/* 
ucosxudu  I  f(t)sinutdt. 
o  o 
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tadererseit»  ist  nach  Nro.  11),  falls  f\t)  endlich  bleibt  von  t  =  0 

bis  t  =  b 

/b 
cosxudu  I  j\f)cosutdt 

md  durch  theil weise  Integration  in  Beziehung  auf  t 

rlr   ^  */(&)    I*        ,  ,  2/(0)     P 

f{x)  = /  cos bu cos xu du ^—  /  cosxudu 

o  o 

b 


u  cos  xu  du  I  f{t)  sinnt  dt. 


o  u 

Der  Vergleich  mit  Nro.  19)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  unter 
len  Bedingungen 

mf*»*.*.  =  o,    mfm„*.  =  o 

0  0 

Geltung  hat;  wegen  der  Unbestimmtheit  der  beiden  vorliegenden  In- 
tegrale gehört  dazu  f(b)  =  0  und/(0)  =  0.  Die  Differentiation 
der  Gleichung  15)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn  so- 
wohl f(b)  =  0  als/(0)  =  0  ist*). 


HL   Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

a,    Wählt  man  die  Function  f(t)  so,  dass  sich  die  Werthe  der 
Integrale 

b  b 

I  f(ß)cosutdt,  I  f(t)sinutdt 

a  a 

angeben  lassen,  so  gehen  die  betrachteten  Doppel  integrale  in  einfache 
integrale  nach  u  über;  die  Werthe  der  letzteren  folgen  dann  von 
selbst  aus  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes.  Für  f(t)  =  1  z.  B. 
iefert  das  Theorem  Nro.  11)  dio  Formeln 

))  —  /  du  =1,         für  0  5S  x  <  &, 

0 


*)  Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  sind  zuerst  vom  Verfasser 
gestellt  worden  (Analytische  Studien,  2.  Abtheil.,  Leipzig  1848);  sie 
icheinen  hier  in  präciserer  Form. 
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21)  — /  rft<  =  0,         für  a?  >►  ö, 

o 
welche  aber  nicht  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  werden  dürfen. 

b.     Aehnlicher  Art  ist  die  aus  der  Substitution  f(x)  =  <rl 
entspringende  Anwendung  der  Formeln  12)  und  16).     Man  erhält 


00 


du  =  —er*,  x  2:  0 


1  +  u*  2 

o 


/usi 


du  =  —  *-*,  a?  >  0. 


+  t**  2 

o 

Die  erste  Gleichung  darf  wegen  /(oo)  =  e~"co=0  in  Beziehung 
auf  x  differenzirt  werden,  wodurch  wieder  die  zweite  Gleichung  ent- 
steht; weitere  Differentiationen  sind  aber  nicht  erlaubt*). 

Führt  man  statt  u  eine  neue  Variabele  &  ein  mittelst  der  Sab- 

stitution  u  =  —  und  setzt. x  =  aß,  so  gehen  die  beiden  letzten 

a 

Formeln  in  die  folgenden  über 

0 
0 

*)  Die  obigen  Integrale  hat  zuerst  La  place  entwickelt  mittelst 
eines,  nicht  hinreichend  gerechtfertigten  Ueberganges  vom  Beeilen  zum 
Imaginären  (Memoires  de  l'Academie  des  Sciences,  pour  Pannee  1782); 
einen  anderen  und  genaueren  Beweis  giebt  Laplace  in  seiner  Theorie 
analytique  des  probabilites,  seconde  partie,  chapitre  premier. 

Es  möge  hier  gelegentlich  bemerkt  werden,  dass  man  zwar  cosx*> 
8tnxu  und  e— x  in  die  gewöhnlichen  Reihen  verwandeln,  also  z.  B. 

\xu2         #sm4     ,      xbuG  l       du 

11  1.2.3  +  1.2. .5  ""  •  '  '}  r+~u* 

o 

n_  /-  __   x_    ,    _£* xs  v 

""    2  V  1    +  1 .  2        1 . 2 .  8  "*"  "  '  "  7 

setzen  darf,  dass  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  die  beiderseitigen  CoefficieB- 
ten  gleicher  Potenzen  von  x  zu  identificiren.  Aus  einer  Gleichung  s*1* 
sehen  zwei  unendlichen  Potenzenreihen  a0  -f-  a^x  +  «a*8  "t"  e*Ci  ^ 
fy>  +  *i«  +  ^a^2  +  etc-  folgen  nämlich  die  einzelnen  Gleichungen 
Oq  =  60»  a\  =  &i>  etc«  nur  unter  der  Bedingung,  dass  beide  Reihen 
convergiren ;  plie  links  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  entrt*" 
honde  Reihe  besitzt  aber  diese  Eigenschaft  nicht 


/ 
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Ist  der  in  Thl.  I,  §;  92  angegebenen  Regeln  überzeugt  man  sich 
,  dass  diese  Gleichungen  beliebig  vielmal  in  Beziehung  auf  a 
Bnzirt  werden  dürfen,  wodurch  man  zu  Integralen  von  den 
en 

/cosßco       _  ,       r    (osinßco 

gt.  Um  diese  Operation  allgemein  auszuführen,  setzen  wir 
en  Augenblick  a2  =  r  und  schreiben  statt  Nro.  27) 

J  r  +  <o*aG,-2V^  -        ß        dr       ' 

is  durch  w-  malige  Differentiation  nach  r  folgt 

-•^•»•••"Äffer*' = -  zv  'w 


mf  der  rechten  Seite  angedeutete  Differentialquotient  lässt  sich 
Ist    der    auf  Seite    9    angegebenen    allgemeinen    Formel  für 

(Vr)  entwickeln,  und  wenn  nachher  beiderseits  r  =  a*  und  zur 
rzung  1  .  2  •  3  .  .  .  n  =  n'  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 


00 

Ix 


cosßa 

da 


er<*ß  /Jß_\n  f 
a.rt  \2aJ  \ 


(a»  +  o>2)ll+1 

(»  +  !)»    1 
^         2         a/3 

(n  +  2)(n  +  l)n(n-l)      1       , 
"*"  2.4  («/?)*  *l" 


demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  28) 

osinßco 


h 


(a2_|_o2)»  +  l 


dö> 


-1)    1 


+ 


2         ct/3 
(n-fl)n(n  —  l)(w  —  2)      1 


2.4  (a/3)5 


+■•■■} 


c  Um  mehrere  analoge  Formeln  entwickeln  zu  können,  schicken 
»nige   Bemerkungen  über  den   sogenannten   Integrallog  a- 

hlömilch,  Analysls.  II.  13 
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rithmus  voraus.     Man  versteht  darunter  eine   Function,  w 
durch  die  Gleichung 


*  * 


*)  «(«  =/§  =  zu 

0  0 

definirt  wird,  oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt,  welche  di( 
den  Eigenschaften 

\  *./,v\  dli(z)  1 

besitzt.     Bezeichnet  im  Folgenden  x  immer  eine  positive  Gross 
ist  für  z  =  e—  *,  £  =  e~~£ 

28)  Zi  (e~*)  —  y^-  rff  =  -  y^  <*| 

qo  x 

oder  für  |  =  xrj 


29) 


00 

ie~xri 
li{er*)=z—J  —^-drj. 


Wegen  rj  >  1  oder  —  <  1  beträgt  der  Werth  des  Integrales 
niger  als  der  Werth  von 


00 


man  kann  daher 

30)  li(e-*)  =  —  Q  — 

setzen,  wo  p  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bi 
bezeichnet.     Aus  Nro  28)  folgt  ferner 

n 

li(e~*)  -  li(e~»)  =  —J  -£-d| 


oder  vermöge  der  bekannten  Reihe  für  er* 


nie-')  -  k(«-)  =ix-L?L  +  L^ 


\ln  _  I  iL  +  I  _?L .1 

Vn         1    1    +   2  1.2  / 


wofür  wir  kurz  schreiben 
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31)  li(e-*)  —  li(e-") 


„      .     ,  1    *      ,      1      *«  1  S»  , 


Hierin  ist,  wie  man  gleichfalls  mittelst  der  Exponentialreihe  findet, 

i 


—IT- 


dv 


J  V  J  V 


oder  identisch 

i  i 

dv. 

'  V 

0  0 

Setzen  wir  specieller  n  als  ganze  positive  Zahl  voraus,  so  können  wir 
den  Werth  des  ersten  Integrales  mittelst  der  Gleichung 

1  —  (1—  v)n  _  1  —  (1  —  v)n 
v  ~  1  —  (1—  v) 

=  1  +  (1  —  v)  -f  (1  —  v)*  +  (1  —  v)*  +  •  •  •  4-  11  —  v)»-* 

finden  und  erhalten 

c«  =  t  +  2  +  •••  +  »  -ln-J- jr <**• 

o 

Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  bei  echt 
gebrochenen  v  immer  e~v  >  1  —  v  mithin  e~nv  ^>  (1  — tf)n»  dass 
folglich  der  Werth  des  Integrales  positiv  ist.  Wegen  ev  >  1  +  v 
hat  man  ferner  (1  —  v)&  >>  1  —  t>2  und 

1  —  [(1  —  v)e*>]n  <  1  —  (1  —  v*)n  <  nv2*) 
und  durch  Multiplication  mit  ernv 

€-nv  —  (l  —  #)«  <  nv2e-»* 

also  auch 

i  i 

Ar-»"  —  (1  —  v)n  J     _       /• 

/  i '—dv  <;  n  /  ve"** dv\ 

o  o 

hiernach  darf  man,  unter  £  einen  positiven  echten  Bruch  verstehend, 


*)  Die  bekannte,  für  «  >  0  geltende  Ungleichung 

a*  —  /S* 

£-  <  na«— i    oder    a»  —  0»  <  na»—i(a —  /*) 

a  —  p 

ist  hier  auf  den  Fall  a  =  1 ,  jS  =  1  —  v2  angewendet. 

13* 


19G 


/er«9  —  i 
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dv 


=  sn  I  v 


ernvdt> 


-4-0  OH 

setzen.   Zufolge  dieser  Bemerkungen  ergiebt  sich  aus  Nro.  36) 

,t(e-x)_H(e-n)=j  +  I  +  ...  +  I_?w_J{I_(1  +  I)r-. 

,  ,  _l£,  i_«! 1      **      , 

+  11  +  21.2       3  1.2.3  *'" 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  li(er*)  gegen  Z**(0)  =  0, 
and  die  Differenz 


i    +     ^    +    -     + 

1    ^   2   ^   3   ^ 


-f  -  — Jn 
n 


nähert  sich  (nach  Thl.  I,  S.  435  und  436)  der  endlichen  Grenze 

C=  0,5772156649 , 

mithin  bleibt  die  Gleichung 

1     r  1      «3  1        a»8 

32)  li(e-*)=  0  +  te_TT  +  -_---|:-  +  ...l 

welche  für  jedes  positive  a?  gilt. 

Aus  Nro.  26)  ergiebt  sich  weiter  für  e  =  e+*f  5  =  *-* 


c-5 


4-  ce 


hier  erleidet  der  Quotient  ^-r-  innerhalb  des  Integrationsintervalle* 

eine  Unterbrechung  der  Continuität  und  zwar  an  der  Stelle  £  =  0; 
mithin  hat  das  Integral  im  Allgemeinen  keinen  bestimmten  Wertb- 
Um  diese  Vieldeutigkeit  zu  vermeiden,  definiren  wir  —  li(e+*)  e&& 
den  Hauptwerth  des  obigen  Integrales,  cL  h.  wir  setzen 


H(e+*)  =  —  Um 


l— X 


wo  8  eine  positive,  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  bedeutet.  Ze**~ 
legen  wir  noch  das  Intervall  +  8  bis  -f-  oo  in  die  beiden  Intervall* 
4-  8  bis  4"  x  und  -j-  a?  bis  -f"  °°  •  so  ist  auch 
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li(e+x)  =  —  Lim 


/t'«  +  /t«-/t'" 


im  ersten  Integrale  lassen  wir  —  g  an  die  Stelle  von  |  treten,  zie- 
hen darauf  beide  zwischen  -|-  ä  una"  +  x  genommene  Integrale  zu- 
sammen und  setzen  8  =  0;  dies  giebt 


oder  auch  für  %  =  xt) 

33)  ? t (e+*)  =  PeXH  -  e~x'1  dl)_  J^dy. 

o  i 

Das  erste  Integral  ist  mittelst  der  Reihe  für  e*1!  —  e"xri  leicht  zu 
entwickeln,  das  zweite  Integral  kennt  man  nach  Nro.  29)  und  32); 
man  hat  daher 

34)  H(^a=0+I.  +  ££  +  !£  +  |T^+..., 

und  kann  nun  auch  die  Formeln  32)  und  34)  zu  einer  einzigen,  für 
jedes  reelle  x  gültigen  zusammenziehen,  wenn  man  schreibt 

Wir  betrachten  im  Folgenden  die  Function 

f{x)  =  e~xli(e+x)  —  e+xli(<rx), 
für  welche  nach  Nro.  29)  und  33)  gesetzt  werden  kann 

m  =  J n dn  +J n *•■ 

o  1 

Aus  der  letzteren  Form  ersieht  man  leicht,  dass  f(x)  für  alle  posi- 
tiven x  endlich  bleibt  und  dass  diese  Function  sowohl  für  X  =  0 
als  für  x  =  oo  verschwindet*).     Es  ist  nun 

*)  Die  obigen  Behauptaugen  lassen  sich  auch  mittelst  der  Reihen 
för  H(e+x)  und  li(e— *)  verificiren.  Die  Gleichung  /(O)  =  0  folgt  dann 
^mittelbar  aus  der  Bemerkung,  dass  das  Product  (ex  —  e— x)  Ix  für 
x  =  0  verschwindet.  Um  die  zweite  Behauptung  zu  beweisen,  unter- 
suchen wir  einzeln  den  Minuenden  e— xli(e+x)  und  den  Subtrahenden 
e+*Jt(c— *).    Die  Reihen  für  ex  und  li(ex)  liefern  folgende  Gleichung 

(C  +  lx)  £-=Ll  _  lt'(e+*) 
ob 

^(C+lx      l\x  ,  /C  +  lx      1\  s8   ,  /C+lx      l\    as»      , 
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V 


(t)  sinutdt 


=  /  sinutdt  I  dy 

+ 


sinutdt  J  e dn 


=   f^- -fle-Q-W  —  *-<*  +  *>']sm  utdt 


«n  OD 


eil 


.       *o 


_  f*n\        « «        1 

7  ,  U»  +  (i  -  ij)*     «»  +  (i  +  ij)*J 


+  fe{__ü « 

y  ij  lu*  +  o?  - 1)*    «» +  (i» + 1)' 


+  7— : — ;{ arclan—  —  Jl(ii«  -f  4)  +  Inf  =  - — : — ,, 

und  wenn  hier  C  +  Ijp  >  2  d.  L  a:  >  4,2  genommen  wird,  so  sind  alle 
in  Parenthesen  stehenden  Differenzen  positiT;  man  hat  daher 

*■(«+*)  <  vC  +  /x)  "j1    oder  e-xf  «-(*+*)  <  £±Jf(l  — «-*)• 

Da  andererseits  e~*  und  Jt(«+*)  positive  Grössen  sind,  so  folgt 

C  4-  fx 
c-*li(e+*)  =  ei^d-H, 

wo  &  einen  nicht  naher  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bedeute*" 
Ferner  ist  nach  Xro.  35) 

t+*/i(«-x)  =  -e*i>         0<et<l, 

also  susammen,  wenn  *  >  4,2, 

/^  =  *i — ^ — (i— *-»>  —  es— . 

und  hieraus  ersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  f\s)  bei   unendlich  wac^* 
senden  x  gegen  die  Null  conTergirt. 
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und  hieraus  ergiebt  sich  nach  Formel  16)  undjsufolge  der  Bedeu- 
tung vonf(x) 


I 


8171  XU 


1    +  t*2 


du  =  \[e~xlHe+x)  —  e+*U(e-*)]. 


Da  f(x)  an  den  Grenzen  der  Integration  nach  t  verschwindet,    so 
darf  die  vorstehende  Gleichung  differenzirt  werden,  wodurch  entsteht 


ucosxu 


1  +  u 


-du  =  —  \[e~*li(e+*)  +.e+*li(e-*)]. 


CO 


Mittelst  der  Substitutionen  u  =  — ,  x  =  aß   und   unter  Voraus» 

a 

Setzung  eines  positiven  a  erhält  man  noch 


36) 


ftf*!"«***»  =izle-aßlHe+aß)-e+«ßli(<r-«ß)l   <*>0, 


00  . 


+   Gl' 


1 CO  COS  ß  CO 


do=— l[e-<*ßli(e+«ß)  +  e+«ßli(e-<*ß)l    a>0, 


#i 


und  es  sind  diese  Formeln  die  Gegenstücke  zu  Nro.  22)  und  23). 
Sie  gewähren  wie  jene  den  VortheH,  dass  die  von  zwei  Grossen  a 
und  ß  abhängigen  Integralwerthe  durch  Functionen  ausgedrückt 
und,  die  nur  von  der  einen  Variabelen  aß  abhängen  und  mittelst 
immer  convergirender  Reihen  berechnet  werden  können. 

d.    Versteht  man  unter  fix)  dieselbe  Function  wie  vorhin,  so  ist 


EC  lj! 


I 


f(t)cosutdt 


dtj 


iteL 


=  /  cosutdt  I  ■ 

0  o 

CO  oo 

4-    /  cosutdt  I  - 

o  1 

1  00 

=  /  ^  fle-^-W  —  e-u'+W] cosutdt 


cosutdt  I dr\ 


OD  00 


200 


Die  Fourier'schen  Integrale. 


=   fdfit      l-'V l+i?      } 

J  n  u»  +  (i  —  ij)»     «*  +  (!+  n)A 


.    Nn\     *-i *  +  i 

*r  7  *  W«  +  fo-i)*     m»  +  (i»+i; 

=  rTTa{~  "a''ctoni  +  -!*(«'  + 4)  -  *«} 

1       f               2  12 

+  ; — : — -\uardan |Z  (***'+ 4)  —  lu\  =  - — : — ? 


daraus  folgt  nach  Nro.  12)  und  vermöge  der  Bedeutung  von/(x) 

o 
und  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  X 


Gl 


Setzt  man  noch  u  =  — ,  x  =  ctß  und  benutzt  die  Formeln  22)  u 


a 


23),  so  erhalt  man  die  etwas  allgemeineren  Resultate41) 


*)  Dieselben  sind  zuerst  vom  Verfasser  entwickelt  worden  in  Gi 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  V,  S.  204.  Eine  kleine  Tafel  < 
Werthe  von  U(e+X)  und  li{erx)  möge  hier  noch  Platz  finden: 


X 

li(e+*) 

J  •(*-«) 

1 

+ 

1,8951178 

—  0,2193839 

2 

+ 

4,9542344 

—  0,0489005 

3 

+ 

9,9338326 

—  0,0130484 

4 

+ 

19,6308745 

—  0,0037794 

5 

+ 

40,1852754 

—  5,0014483 

6 

+ 

85,9897621 

—  0,0003601 

7 

+ 

191,5047433 

—  0,0001155 

8 

+ 

440,8798995 

—  0,0000877 

9 

+ 

1087,8782907 

-0,0000124 

10 

+  24ftU&907tt 

—  0/X)00042 

l 
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38)  /J"'- 


-(-    ß>2 


Icodcj 


^Le-afiia  _  JLfe-aßiHe+aß)  _  e+«^(e-«/S)],      a  >  0, 


*9>  /5Ü 


sin  ß<o  ,     _ 


u 

=  -^er«Plu  —  ■^[e-<xßli(e+«ß)  +  e+"ßli((T«P)],      a  >  0. 

'Weitere  Anwendungen  der  Fourier'schen  Doppelintegrale  wird  man 
in  späteren  Abschnitten  finden. 


IV.   Erweiterungen  der  vorigen  Sätze. 

Zufolge  der  in  Nro.  IL  angestellten  Untersuchungen  gilt  die 
Formel 

cos xu du  I  f(t)cosutdt,      b  >  0 
o  o 

für  alle  zwischen  0  und  b  enthaltenen  x  mit  Einschluss  von'#  =  0; 
bei  negativen  x  würde  sie  nur  dann  gültig  bleiben,  wenn  zufälliger- 
weise f(x)  mit  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  in  der  Eigen- 
schaft /( —  x)  =  f(x)  übereinstimmte.    Die  letztere  kommt  allge- 
mein dem  Ausdrucke 

m  =  *(*>  +  *(—) 

w,  worin  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet;  es  ist  da- 
her für  alle  zwischen  —  b  und  +  b  enthaltenen  x 

F(x)  +  *(—  *)  _  Lj'C0SXUduf[F(t)  +  F(-t)]cosutdt. 


Im  Uebrigen  verweisen  wir  hinsichtlich  des  Integrallogarithmus  auf  die 
Abhandlungen  von  Soldner  (Theorie  et  tables  d'une  nouvelle  fonction 
transcendante,  München,  Lindauer  1809)  und  Bessel  (Königsberger 
Archiv  für  Naturwissenschaft  u.  Mathematik.  Heft  1,  Seite  7). 
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Das  in  Beziehung  auf  t  genommene  Integral  zerfallt  in 

b  b 

f  F(t)cosutdt  -f    f  F(—t)co8utdt, 

9  0 

und  wenn  man  im  zweiten  Summanden  —  t  als  neue  Variabele  au? 
sieht,  so  erhalt  man  statt  der  vorliegenden  Summe  die  folgende 
b  o  » 

f  F(t)cosutdt  +   JF(t)cosutdt  =   I F(t)casutdU 

o  —  b  —  » 

Eis  ist  demnach 

A  x        F(x)4-F(-x)         1     /*  _      rvu%         .,. 

40)  — — — — =  — ■  /  cos xu  du  I  F(t)cosutdt, 

o  —  » 

—  5  <  s  <  +  6. 

Ganz  ähnliche  Bemerkungen  gelten  für  die  Formel 

•  /5 

/(x)  =  —  /  sin  xu  du  I  /(t) sinnt  dt 9 
o  o 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  0<«  <  6  gebunden  ist;  die 
genannte  Formel  würde  nämlich  sowohl  für  x  =  0  als  für  negative 
a?  richtig  bleiben ,  wenn  /(O)  =  0  und  /( —  x)  =  —  /(*)  wäre. 
Beide  Eigenschaften  besitzt  der  Ausdruck 

/(,)  =  *•(->  -/(-*>, 

und  daher  ist  für  alle  zwischen  —  b  und  -\-  b  enthaltenen  X 

F(X)  ~2F(~ ^  =  JjJ  *******  f[F(f)  —  F(—  f)]smt«*<if. 

Das  auf  *  bezügliche  Integral  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  vor- 
hin behandeln,  wodurch  folgende  Gleichung  entsteht 

F(xj  —  F(—  x)        1    p  .         ,      / 

41)  ■  2 =  xj  ****** J  F(Q«N«f  4t, 

Durch  Addition  der  Gleichungen  40)  und  41)  erhält  man 
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°?        * 
))  F(x)  =  —   f  du  J  F(t)cosu(x  —  t)dt9      —  &  <  ä  <  +  &, 

o  —  b 

ofor  auch  geschrieben  werden  kann 

00  b 

3)  F(x)  =  7^fdujF(t)  cosu(x  —  t)dt,      —  b  <  x  <  +  &• 

'ür  a;  =  +  b  reduciren  sich  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  40) 
od  41)  auf  die  Hälften  ihrer  sonstigen  Werthe,  es  ist  daher  in  dic- 
im  Falle  nicht  F(b),  sondern  §F(&)  der  Werth  des.  vorliegenden 
oppelintegrales.  Liegt  x  ausserhalb  des  Intervalles  —  b  bis  +•  b, 
i  verschwinden  alle  betrachteten  Doppelintegrale.  Fälle  der  Dis- 
mtinuität  sind  nach  den  früher  angegebenen  Regeln  zu  beurtheilen. 

Die  Formeln  42)  und  43)  erhalten  ihre  grösste  Ausdehnung  für 
=  oo ;  sie  werden  dann 

00  00 

[)  F(x)  =  —j  du  j  F(t) cosu(x  —  0 dt, 

0  — oo 

oo  oo 

,)  F(x)  =  —  I  du  J  F(t)  cosu(x  —  t)  dt, 


•00  —00 


id  gelten  für  jedes  endliche  reelle  x. 

Es  möge  endlich  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Gleichun- 
n  auf  Functionen  mehrerer  Yariabelen  ausdehnen  lassen.  Wendet 
m  die  Formel  43)  auf  die  Function  <P(£i,  x2)  in  der  Weise  an,  dass 
in  vorläufig  nur  xx  als  Yariabele,  dagegen  x%  als  Constante  be- 
ichtet, so  ist  für  —  &i  <C  $i  <C  +  &i 

^(«i»^2)  =  ^y  J  ^(tux2)cosu1(xi—t1)duldtl. 

—  CO—  ftj 

ichfalls  nach  Nro.  43)  hat  man  auch,  indem  man  in  <£(*i>  #2)  die 
rase  x*  als  Yariabele  ansieht  und  sie  zwischen  den  Grenzen  —  b? 
I  +  &a  wählt, 

i  ?  r* 

^(^11*2)  =  5—  /    /  ^ft,W cos ifyfa  —  t^duvdh. 

stituirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  erhält  man 
Vi ,  X?)  ausgedrückt  durch  ein  vierfaches  Integral ,  welches  der 
-ze  wegen  folgendermaassen  geschrieben  werden  möge; 
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-  *i  <  A  <  +  &i,      —  *,<%<  +  •> 
Für  li  gehen  die  IntegratioiiigrenBen  —  fy  und  +  6\,  für  U  die 
Grenzen  —  6*  and  +  6*,  für  die  übrigen  Tariabelen  %  «ed  «t  d* 
Grenzen  —  x  und  +  «. 

Es  wird  kam  der  Ervilumg  bediiCra,  dem  nun  anf  gau 
analoge  Weise  eine  Function  dreier  Tannden  dnrck  ein  awlnfichn 
Integral  nnd  überhaupt  eine  Function  tob  fl  Teraadei  liehen  durch 
ein  l2a)-Jaches  Integral  ausdrucken 


DIE 


BERNOULLI'SCHEN  FUNCTIONEN 
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HALBCONVERGENTEN  REIHEN. 
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Die  Bernoulli'schen  Functionen  und  die  halb- 

convergenten  Reihen. 


L  Die  Berno ulli 'sehen  Functionen. 

Schon  in  den  Elementen  der  Algebra  begegnet  man  der  Auf- 
gabe, endliche  Reihen  von  der  Form 

IP  -|_  2P  -f  3P  -f  •  •  •  -f  kP, 

worin  p  und  k  ganze  positive  Zahlen  bedeuten ,  zu  summiren,  auch 
hat  die  Lösung  des  Problemes  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  nach 
einander  die  Fälle  p  =  1,  p  =  2 ,  #  =  3  etc.  behandelt  und  jeden 
derartigen  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführt;  eine  allgemeine 
independente  Formel  kann  man  aber  mittelst  dieses  Verfahrens  nicht 
finden.  Dagegen  führt  die  Differentialrechnung  hierzu  durcli  die  Be- 
merkung, dass  die  Reihe 

ip  +  2p  +  sp  +  . . .  +  (k  —  iy 

entsteht,  wenn  die  Reihe 

p-mal  in  Beziehung  auf  die  beliebige  Yariabele  v  differenzirt  und 
nachher  v  =  0  gesetzt  wird,  dass  also  die  Gleichung 

1*  4-  2P  +  SP  + +  (k  —  1)p 

*=  [Dp(1  +  *  +  e**  +  •  •  •  +  e»-«')]w  =  j^p(^£^)}  o 

stattfindet.     Um   die  angedeutete  Differentiation  auszuführen,    zer- 
legen wir  den  vorkommenden  Quotienten  folgendermaassen 

e*v  —  1  v         e*v  —  1 


09 


ev  —  1  v       • 
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bezeichnen  den  ersten  Factor  mit  #(fl),  den  zweiten  mit  f(v)  und 
machen  Gebrauch  von  der  bekannten  Regel  zur  Differentiation  der 
Producte;  dies  giebt 
1)  1*  +  2p  +3p  +  •••_+  (fc  —  1)p 

=  *(o)/*)(o)  +  (p)i*'(o)/tp-D(o)"+  (p)2*'W^-2>(o)  +  .... 

Zur  Ermittelung  der  Werthe  von  ^(0),  ^'(0),  '^"(0),  etc.  benutzen 
wir  die  in  Theil  I,  Seite  277  angegebene  Reihenentwickelung 

ey  -j,  g-y 

ev  —  e~v 

r=  —  -f-   «/ " 4/3  J ~«/5  —  •  •  •  • 

y  ^    1.29        1.2.3.4*    ^  1.2. .6* 

—  *  <  #  <  +  * » 
worin  2?!,  2?3,  2?ß  etc.  die  Bernoulli'schen  Zahlen  sind.     Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  unter  der  Form 

e*v  +  1  2 

—  1  + 


darstellen,  und  es  ist  daher,  wenn  y  =  \v  gesetzt,  beiderseits  mit 
\v  muliiplicirt,  und  v  zwischen  —  2%  und  -f-  2%  genommen  wird, 

1.2  1.2. .4      ^  1.2. .6 

Hieraus  folgt 

*(0)  =  1»      f(0)  =  -  |, 
♦"(0)  =  +  JBlf     ^(0)=-"l?,f     *v'(0)=+  #6,.... 
4/"(0)  =  0         ,     ^v  (0)  =  0         f     *™(0)  =  0 
Zur  Bestimmung  von/(n)(0)  kann  man  die  Gleichung 
e**  —  1  h     ,     Ä2        .        Ä»       .    . 

t?  1    ^  1.2     ^  1.2.3       ^ 

benutzen,  welche  giebt 

X.n  +  1 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  folgt  ans  Nro.  1) 

1P  -f-  2"  +  3"  + +  (&—  1)" 

1)  +  1        »*    T  j>  — 1  p  —  3 

|>  —  5 
Da  (#)p  der  letzte  Binomialcoefficient   ist,  so    schliesst   die    rechts 
stehende  Reihe 
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bei  geraden  p  mit  +       p    p  ~ 1  k , 

_  bei  angeraden  p  mit  +       p—1 — ^^A;2, 

ie  enthält  also  keinen  von  k  unabhängigen  Term.  Der  obigen  Glei- 
ibang  kann  man  auch  die  folgende  Form  geben 

0  1P  +  2?  +  3p  + +  (k  —  1)p 

+  |(i>)5-B5^-5  — 

and  hier  bedarf  es  nur  der  beiderseitigen  Addition  von  &*>,  um  die 
Summe  der  anfanglich  erwähnten  Reihe  in  der  üblichen  Form  zu 
erhalten  *). 

An  das  obige  Resultat  knüpft  sich  eine  für  spätere  Untersuchun- 
gen sehr  wesentliche  Bemerkung.  Während  nämlich  die  linke  Seite 
von  Nro.  3)  nur  in  dem  Falle  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wo  k  eine 
ganze  positive  Zahl  >  1  bedeutet,  ist  die  rechte  Seite  einer  Verall- 
gemeinerung fähig;  man  kann  darin  k  durch  eine  beliebige  Variabele 
z  ersetzen  und  erhält  dann  einen  Ausdruck,  welcher,  für  sich  be- 
trachtet, eine  ganze  rationale  Function  von  z  darstellt.  Um  jedoch 
Dicht  eine  Function  (p  -\-  l)-ten  Grades  zu  betrachten  und  um,  wie 
gewöhnlich,  der  höchsten  Potenz  von  z  oder  k  den  Coefficienten  1 
zu  verschaffen,  setzen  wir  p  =  m  —  1  und  multipliciren  mit  m\  die 
Gleichung  3)  geht  dann  in  die  folgende  über 

4)        m[lm-1  +  2m~l  +  3"»-1  -f  •  •  •  +  (fc  —  l)*»-1] 

-f  (m)2B1km-2  —  (m\Bzkm~*  +  (m)6  2?5  fc*"6  —  •  •  •, 

deren  rechte  Seite,  unabhängig  von  der  linken,  einer  speciellen  Dis- 
cussion  unterzogen  werden  soll. 

Demgemäss  definiren  wir  die  Function  <p(z,  tri)  durch  die  Glei- 
chung 
5)    q>(z9  m)  =  z™  —  \mzm—1 

+  M2  Bx  zm~2— (m)4  J?3  z™-*  +  (w)6  Bhzm~« , 

worin  rechter  Hand  kein  von  z  freier  Term  vorkommen  darf,  und 
nennen  <p(£,  m)  die  Bernoulli'sche  Function  *w-ter  Ordnung. 
Beispielsweis  sind  die  acht  ersten  Functionen  dieser  Art: 


•)  Diese  Summenformel  wurde  zuerst   von   Jacob  Bernoulli  ent« 
wickelt  in  der  Ars  conjeetandi,  Basileae  1713  (pag.  97). 

Schlömilch,  Analysis.  II,  14 


210  Die  Bernoulli'schen  Functionen  and 

<p(e,  1)  =  e, 

<p(z,  2)  =  **  —  z  =  z(z  —  1), 

?>(*,  3)  =  **  -  §**  +  J*  =  *(«-J)(*—  1), 

g>(*,  4)  =  *<  —  2s3  +  z*  =  z*(z  —  1)«, 

9(«,  5)  =  #»  -  |*«  +  §*8  -  i« 

=  *(#-J)(#-l)(#«-*-i), 

<p(z,  6)  =  *«  —  3*&  +  jj**  —  |4r» 

=  *«(«- i)»(*»-«-D, 

9>(«,  7)  ==  #»  -  J#«  +  |#«  -  1*3  +  I* 

=  #(«-j)(#-l)(#«-2jr«  +  ,+j). 

9(«,  8)  =  *»  -  4«'  +  V««  ~  I*4  +  §*' 

=  **(#- l)»(*«-2#»-i*«  +  |*+-§). 

Statt  der  Gleichung  5)  kann,  wie  aas  dem  Früheren  anmittelbar  her- 
vorgeht, die  folgende  gesetzt  werden 

6)  ,(,.«)  „^"»(^ZL^ 

oder  auch 

und  mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wollen  wir  nun  die  ver- 
schiedenen Eigenschaften  der  Bernoulli'schen  Functionen  ent- 
wickeln. 

a.    Für  ß  =  0  reduciren  sich  die  letzten  Gleichungen  auf 

8)  9(0,m)  =  0; 

ebenso  erhält  man  für  £  =  1 ,  vorausgesetzt ,  dass  m  die  Einheit 
übersteigt, 

9)  <p(l^m)  =  0,  m  >  1. 

Jede  Bernoulli'sche  Function,  worin  m  >  1  ist,  lässtsich  mithin 
durch  z{z —  1)  ohne  Rest  dividiren. 
Aus  Nro.  6)  folgt  weiter 

—i  /e(y  +  1^v  6y*\ 

9(y+l,«i)  —  <p(y,m)  =  mD™   M r ) 

\  C   —    1  /(0) 

d.  i. 

g>(#  +  1,  m)  —  g>(#,  m)  ==  msT""1. 
Lässt  man  der  Reihe  nach  #  +  1 ,  #  -{-  2,  .  .  .  #  -|-  fc  —  1  an  die 
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Stelle  von   y  treten  und  addirt  alle  so  entstehenden  Gleichungen 
nebst  der  vorliegenden,  so  erhält  man 

10)  <p(y  -f  Je,  m)  —  q)(y,  m) 

=  m  [y»-i  +  (y  +  l)™-1  +  (y  +  2)"—1  + . .  -  +  (y  -f  k  —  l)«-»]. 

Im  speciellen  Falle  y  =  0  wird  hieraus  die  schon   bekannte  Glei- 
chung 

tpik,  m)  =  wfl"*-1  +  2**-1  +  ...  +  (*  —  I)»-"1]. 
Der  Sinn  der  Gleichung  10)  ist  folgender.     Wenn  der  Werth  der 
Variabelen  z  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  ohne  eine  ganze  Zahl  zu 
sein,  so  besteht  z  aus  einer  ganzen  Zahl  k  und  aus  einem  echt  ge- 
brochenen Reste  y;  die  Gleichung  10)  oder 

11)  <p(k  +  y,m)  =  <p(y,m)  +  miy^  +  fr  +  l)"1-1  +  ... 

. ..  +  (y + * — i)m-1] 

zeigt  dann,  wie  der  Fall  eines  unecht  gebrochenen  Argumentes  (z) 
auf  den  Fall  eines  echt  gebrochenen  Argumentes  zurückgeführt  wer- 
den kann.    Man  braucht  daher  den  Gang  von  <p(z,  m)  nur  innerhalb 
m  des  Intervalles  je?  =^  0  bis  ier  =  1  genauer  zu  untersuchen. 
Aus  der  identischen  Gleichung 


folgt 


e>  —  l     ~~~     ~"~  e"v  —  l 


*\      e*—  1    /(or  v\    e-*  —  lj 

oder,  wenn  rechter  Hand  v  =  —  w  gesetzt  wird, 

r  (*<?-*' ~l)  =(-i)™njwe"°-1) 
•\    **-i  y(o)     v     '    "\    *■  - 1  y(o) 

d.  i.  vermöge  der  Definition  in  Nro.  7) 

12)  9(1  —  z,  m)  =  (—  l)m  <p(z,  m). 

Die  Bernoulli'sche  Function  nimmt  also  von  z  =  J  bis  z  =  1 
in  umgekehrter  Reihenfolge  dieselben  absoluten  Werthe  an,  welche 
sie  von  z  =  0  bis  z  =  |  hatte,  und  zwar  mit  dem  gleichen  oder  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Function  von  gerader 
oder  von  ungerader  Ordnung  ist.  Die  Untersuchung  von  qp(#,  m) 
kann  daher  auf  das  Intervall  *  =  0  bis  z  =  \  beschränkt  werden. 

Für  z  =  I  und  ein  ungerades  m  =  2n  —  1  giebt  die  vorige 
Gleichung 

13)  g>(J,  2n—  1)  =  0. 

Um  auch  für  ein  gerades  m  =  2n  den  Werth  von  g>(*,  m)  zu  er- 
mitteln, gehen  wir  auf  die  Gleichung  7)  zurück;  diese  liefert 
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•*«-*(-fe).-'«"ö^-0i 

Nun  ist  identisch 


ei°  +  i      ei*  _  i      - 

mithin  durch  2 w- malige  Differentiation 

\e*V  +  l/(o) 
und  für  v  =  0,  wenn  beiderseits  der  Factor  2  zugesetzt  wird, 

<p(k,2n)  =  *(-£;-  l)t^»>(0). 

Zufolge  des  bekannten  Werthes  ^<2n>(0)  =  (-—  l)n-1J92n-i  hat  man 
jetzt 

14)  <p(\,  2n)  =  (-  l^y.l/ji»-!» 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  noch  für  z  =  l  -f~  * 

15)  g>(§  —  *,  w)  =  (—  l)m 9(1  +  *. w) 

und  wenn  hier  #  positiv  und  grösser  als  \  genommen  wird,  so  zeigt 
diese  Gleichung,  wie  der  Fall  eines  negativen  Argumentes  auf  den 
Fall  eines  positiven  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Zu- 
gleich ersieht  man,  dass  €p(\-\-  x,  m)  bei  geraden  m  eine  gerade,  bei 
ungeraden  m  eine  ungerade  Function  von  x  ist,  z.  B. 

V(f -M,  6)  =  (*» -*)»(*» -D, 

9>(!  +  *,  7)  ==  *(*•  -  J)(«*  - 1»»  +  ffi. 

b.  Die  Formeln  13)  und  14)  sind  nur  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes,  zu  welchem  man  durch  den  Versuch  gelangt,  die 
endliche  Reihe 

zu  summiren, 'worin  Je  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Als  Werth 
dieser  Summe  findet  sich  zunächst  unter  Anwendung  von  Nro.  7) 

Dv  lU^Vl  +  e*  +  ek  +  . . .  +  e    k     )  —  k\ il>(v)]{ 


1(0) 


.      fitV    1 

vfl»  '       c  x 


^^s —  +  * 

e*  —  1  iW 


KÖ  -  Hl 

i( 
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Die  Substitution  v  =  kw  verwandelt  diesen  Ausdruck  in 

J—DmL^'W  ~  l]   %  +  k(±  _  lVm)(0) 
und  daraus  folgt  bei  geraden  m: 
16)  y(*,w)  +  9U  +  -,mJ  +  o/*^ 

=  jj^n  [*(**. «0  -  (-  i)3"  (&w  -  1)  Bm^] 

dagegen  bei  ungeraden  m: 
n^^wj  +  p^  +  pmj  +  a^ 

Für  z  =  0,   &  =  2   kommt  man   auf  die   Formeln   14)  und  13) 

zurück. 

c.   Um  die  Eigenschaften  der  Differentialquotienten  von  q)(z,m) 
kennen  zu  lernen,  differenziren  wir  die  gebrochene  Function 

e*p  —  1 
ev  —  1 

(m — 1)- mal  in  Beziehung  auf  t>,  einmal  in  Beziehung  auf  #,  und 
machen  dabei  Gebrauch  von  dem  Satze,  dass  diese  Operationen  in  be- 
liebiger Reihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen.   Wir  erhalten  so 

'   •      Xe'  —  lJ         '        '\e*—lj         '      \e»  —  1/ 
mithin  für  t;  =  0  und  unter  Benutzung  der  Formeln  6)  und  7) 


D* 


Auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  eingehend ,  ziehen 
wir  hieraus  die  Differentialformeln : 

18)  t?y(g,2»)  =  2w  _1}|      n>lt 

dz 

19)     **(*'*»•  +  V  =  (2„  +  1) [g, (,,  2»)  +  (-  l)-1  ^„-rf. 
dz 

Durch  Umkehrung  derselben  ergeben  sich  die  Integralformeln; 
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20)  f<p(z,  2n—l)dz  =  y(*'  2w),     n  >  1, 


21)  f<p(z,  2n)dz  =  ^'J" \  1}  +  (-  l)-Ä.-i* 

0 

Als  specielle  Fälle  derselben  verdienen  Erwähnung 
1 

22)  J  <p(e,  2n  -  1)  dz  =  (- 1)"  2^~B  ^a.-i. 

0 

23)  y  ?>(*,  in)  dz  =  (—  l^l^a»-!. 
o 

d.  Die  Formeln  18)  und  19)  geben  vollständigen  Aufschlüge 
über  den  Gang  der  Bernoulli'schen  Functionen  innerhalb  des  In- 
tervalles  z  =  0  bis  z  =  \\  die  betreffende  Discussion  fangen  wir 
mit  dem  Falle  m  =  2  an  und  führen  sie  mittelst  jener  Formeln 
weiter. 

Zunächst  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Function 

qp(s,2)  =  *(*— 1) 

von  ^r  =  0  bis  ^  =  |  fortwährend  abnimmt  und  negativ  bleibt; 
f ür  z  =  5  erreicht  sie  ihren  kleinsten  Werth  qp(§,  2)  =  —  J* 
Ferner  haben  wir  nach  Formel  19) 

die  rechte  Seite  ist  anfangs  für  z  =  0  positiv,  nimmt  dann  conti- 
nuirlich  ab  und  erhält  für  z  =  J  den  negativen  Werth  —  J  4"  &i 
=  —  ~,  woraus  folgt,  dass  es  zwischen  z  =  0  und  #  =  §  einen 
aber  nur 'einen  Werth  giebt,  für  welchen  der  besprochene  Ausdruck 
verschwindet.  Diesem  Verhalten  von  <p'(z,  3)  gemäss  wächst  anfangs 
9>(#>  3),  erreicht  zwischen  #  =  0  und  z  =  \  ein  Maximum  und  nimmt 
dann  wieder  ab.  Die  Zunahme  beginnt  mit  demWerthe  o?(0,3)=0, 
die  Abnahme  endigt  mit  qp(|,  3)  =  0,  mithin  bleibt  <p(#,  3)  posi- 
tiv von  z  =  0  bis  z  =  |  und  hat  dazwischen  ein  Maximum. 
Die  Formel  18)  giebt  weiter 

*       dz       —<PV>3) 

und  danach  dem  Vorigen  q>(z,  3),  mithin  auch  <p'{z,  4)  positiv  bleibt, 
so  wächst  tp  (e,  4)  fortwährend  innerhalb  des  betrachteten  Interval- 
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les.  Das  Wachsthum  beginnt  mit  9(0,  4)  =  0,  mithin  ist  <p(l,  4) 
eine  im  Gebiete  des  Positiven  zunehmende  Function,  welche  für 
js  =  \  ihren  grössten  Werth  "  JB3  erreicht 

In  der  ferneren  Gleichung 

5  — ^ —  =  qp(*,  4)  —  Bz 

ißt  die  rechte  Seite  anfangs  für  *  =  0  negativ,  wird  aber  wegen 
des  positiv  wachsenden  q>  (#,  4)  immer  grösser  und  nimmt  für  #=| 
ihren  grössten  Werth  an,  welcher 


9>G.4)-Pa  =  (l--^)S, 


und  zwar  positiv  ist  Aus  diesem  Verhalten  von  <p'(z,  5)  folgt,  dass 
<p(s,  5)  erst  ab-  und  nachher  wieder  zunimmt  Die  Abnahme  fangt» 
an  mit  <p(0,  5)  =  0,  die  Zunahme  hört  auf  mit  <p(|,  5)  =  0,  mithin 
bleibt  qp(tf,  5)  negativ  von  e  =  0  bis  s  =  \  und  besitzt  innerhalb 
dieses  Intervalles  ein  Minimum. 


Weil  nun 


1d<p(*96)_ 

1— 57-  =  9(*.5) 


ist  und  die  rechte  Seite  folglich  auch  <p'(#,  6)  negativ  bleibt,  so  nimmt 
?(*>  6)  continuirlich  ab,  mit  dem  Werthe  <p(0,  6)  =  0  anfangend. 
Demnach  ist  qp(£,  6)  eine  im  Gebiete  des  Negativen  abnehmende 
Function,  ähnlich  wie  g>(#,  2). 

Man  übersieht  augenblicklich  den  Fortgang  dieser  einfachen 
Schlüsse,  deren  Gesammtergebniss  leicht  graphisch  dargestellt  werden 
kann,  wenn  man  z  als  Abscisse  und  cp{z,m)  als  zugehörige  senkrecht 
auf  b  stehende  Ordinate  construirt  Für  A  G  =  CB  =  \  werden 
nämlich  die  B  er noulli' sehen  Functionen  gerader  Ordnung  repra- 
sentirt  durch 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


Fig.  41,  wenn  m  =  2,     6,     10, 
Fig.  42,  wenn  m  =  4,     8,     12, 


14,  ...  4p  —  2, 
16,  .  .  .  4p, 
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dagegen  die  Functionen  ungerader  Ordnung  durch 

Fig.  43.  Fig.  44. 


Fig.  43,  wenn  m  =  3,    7 ,    11 ,    15 ,  .  .  .  .  4p  —  1 , 
Fig.  44,  wenn  m  =  5,    9,    13,    17,  .  .  .  .  4p  +  1. 

Will  man  diese  Curven  über  z  =  A  B  =  1  hinaus  fortsetzen,  so  l 
man  die  Formel  1 1)  zu  benutzen.  Endlich  lehrt  die  Gleichung  1 
dass  eine  durch  C  senkrecht  zu  AB  gelegte  Gerade  jede  der  v( 
ständig  gedachten  Curven  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt,  wel< 
auf  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenachse  ] 
gen,  jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

e.  Wir  wollen,  noch  zeigen,  wie  sich  die  Bernoulli'scl 
Functionen  in  unendliche  Eeihen  verwandeln  lassen,  die  entwe 
nach  den  Cosinus  oder  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Bog 
fortschreiten.  In  der  bekannten,  f ür  0  f^  z  ^  A  geltenden  Gleicht 

ft  \        i        .              nz    .              2nz    t              37t*  _i_ 
f(z)  =  \a0  -f-  üi  cos-r-  +  a2cos—r f-  Ozcos—z r  •  " 


ak 


0 


kitz   , 

COS — : — dz 


setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  A  =  1,  f(z)  =  o?(#,  2n)  und  erhal 
qp(#,  2n)  =  |a0  ■+-  aicosnz  +  <hcos2tcz  +  a3cos37tz  +  •  • 

Hierin  ist 

i 

ak  =  2  I  (p(z,  2n)cosJc7tzdz 

o 
.  i 

=  2  /  -P2"  \ve  m  "",   )    cosknzdz 

und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  angedeuteten  Operationen 

i  ^ 


a/=  22) 


2n 


o 


cosknzdz 


(0) 


=  2Dj"|iKfO  /  (ev*—l) cosknzdz 


(©> 
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Daraus  ergiebt  sich  in  dem  speciellen  Falle  Je  =  0 

=  Wl  -  *(«)}     =  -  V<8»>(0)  =  (-  l)»S3B_l5 
ferner  für  k  >  0 

at  =  2I?»LMv(-eV-1)}    =  2W V—\ 

*         •  r  w*»*»  +  W(o)         •  lüi'ji'  +  W«» 

d.  i. 

*  =  2<-  1)"1,2^'g;B(2W)>        »r  ««*  *, 

ajt  =  0  ,         für  ungerade  &. 

Die  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiernach 
24)9>(*,2w)  =  (--  l)»£2»-i 

-L  /       jn»-!  n  1  '  ^ . .  (2tt)  (COS  2  %Z     ,     COS  4:7t  Z  COS  6  3T£  1 

+  l      ^        J        Ä2n         {     22n       +       42tt       +       62n       +"    J 

0  fSs^  1. 
Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  (p(z,  2n  —  1)  mittelst  der  allge- 
meinen, für  0  <  z  <  A  gültigen  Formel 

2    /*.,  x    .    lenz  , 
&*  =  —  /  /(*)  $w  -y  dz 

o 

entwickeln,  kürzer  jedoch  gelaugt  man  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung 24)  zu  demselben  Resultate,  nämlich 
25)  qp(£,2w—  1) 

—  (     i\n91#,Pw — l)  (sin 27t z       sin  47t  z       sinßitz  1 

—  (      *)  2       ^2«— i       |  22»— i    "^    42»— i    ">~    g2»— 1    +•••]» 

0  <*  <  1,     n  >  1. 
Uebrigens  gilt  diese  Formel  auch  für  z  =  0  und  für  *  =  1,   weil 
die  linke  Seite  in  beiden  Fällen  zu  Null  wird  *). 

*)  Die  Benennung  und  erste  genauere  Untersuchung  der  Function 
Pfc,  m)  rührt  von  J.  Raabe  her,  welcher  in  Crelle's  Journ.,  Bd.  42, 
S.  48  die  Gleichung 

|7i(l  —2$)  —-\9in2nz  +  \ain4nz  -f-  \sin6nz  -(-.... 

als  Ausgangspunkt  benutzt,  sie  mehrmals  nach  einander  mit  dz  multipli- 
cirt,  von  z  =  0  bis  z  =  z  integrirt  und  so  auf  der  linken  Seite  succes- 
siv  g>(zt  2),  (p[zy  3)  etc.  entstehen  lässt.  Dass  diese  Functionen  Differen- 
tialquotienten sind  und  dass  sich  demzufolge  die  ganze  Discussion  sehr 
vereinfacht,  hat  erst  der  Verfasser  gezeigt  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik u.  Physik,  Bd.  I,  S.  193. 
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n.  Summirung  einer  allgemeinen  Diflferenzenreihe. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  f(u)f  /'(«*), 
/"(«*)»  .  .  ./(m  +  1>(w)  innerhalb  des  Intervalles  u  =  x  bis  u  =  x-\-h 
endlich  und  stetig  bleiben,  liefert  bekanntlich  der  Taylor' sehe  Satz 
das  Mittel,  um  f(x  +  h)  durch  /(*),  /(*),/"(*).  .  .  .  ßm^(x)  aus- 
zudrücken,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  genannte  Theorem  zeigt  den 
Zusammenhang  zwischen  der  endlichen  Differenz  f(x  +  /*)  —  /(*) 
=  <df(x)  und  den  verschiedenen  Differentialquotienten  von/fa?);  es 
ist  nämlich  nach  ThL  I,  §.  94 

—  lLf'(<A  JL-tLf''f<A± J - 


i»» 


1 

Nehmen  wir  der  Eeihe  nach 

/(*)  =  F(*),      F\x)  ,       JF"(s)  , jro—i)(Ä)f 

m  =    2n  ,     2w — 1,  2w —  2,....           1        , 

so  erhalten  wir  die  folgenden  2w  Gleichungen: 

JF(*)  =  \  F'(x)  +  0*"'(*)+ +  1>2,.,(2H)^")W 


(2w) 
o  v     7 


Z»  &2  L2n— 1 

.tf"«  =  4  *"(.)  +  f-2  *-»  +••••+  12>(2w_1}  *™(.) 

1 

+feaB/i.(2T(2)rri)j(ätt+i)^+/,^<' 

0 
Ä  fe2  7i2»  — 2 

1 

+  Ä2B-1/n2T72S)F(2n+^+Ä^(' 

0 

1 
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-     -J)ie  zweite  dieser  Gleichungen  multipliciren  wir  mit  A^h,  die  dritte 

i      *nit  A2I19,  die  vierte  mit  A%hz  u.  s.  w.,  wobei  Ai,  A?,  A$,  etc.  vor- 

JÄnfig  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten  mögen;  femer  bezeichnen 

irir  zur  Abkürzung  1  .  2  .  .  .  m  mit  m1  und  addiren  alle  erhaltenen 

Gleichungen;  dies  giebt 

JF(x)  -f  AxhJF'(x)  +  A2h*4F"(x)  H 

h  ^2n-i^2n"1^^(an"1)(«)  =  Ä2r'C*0 


k 

i 


+  V(2«)' 


+ 


^i 


:,+ 


(2n— 1)'  ^  (2n  — 2)' 


H h 


■"2*  — 1 


P) 


Äi>MF(2»>(a;) 


+  Aa 


X 

b+i7 


(i-o2b  +  ^1(1— y— 1  | 


(2n)' 


•   •   • 


+ 


(2n— 1)' 

4„,-i(l  — Q 
1' 


•    • 


jron  +  D^  +  fcf)^ 


Ueber  die  noch  unbestimmten  Coefficienten  -4i,  A2,  .  .  •  -ä.2n— 1  wol- 
len wir  jetzt  so  disponiren,  dass  die  mit  h2,  h3,  .  .  .  h2n  multiplicir- 
ten  Ausdrücke  wegfallen,  dass  also  folgende  2n  —  1  Gleichungen 
stattfinden 

2>  -t-  r  —  u* 
JL  +  A  +  A  =  0 


2 

4' 


4» 
3' 


—  +  —  4-  —  4-—  —  0 


5'  + 


^1 


5  + 


3  + 


4-  ^F1  =  o-, 


(2«)'    '    (2n— 1)'    '    (2»— 2)'    '  '        1' 

hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  die  Werthe 

«1   ==  —   J»        -"J   ==  lä»        ■"•   ^  ®«        •""*   ==   7gÖ'  •   •   • 

deren  Bildungsgesetz  wir  nachher  untersuchen  wollen.    Die  vorige 
Gleichung  vereinfacht  sich  nun,  und  wenn  zur  Abkürzung 

26)     Ol.--— p-  +      (2n-l)'.     +•"  +  r 
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gesetzt  wird,  so  lautet  dieselbe 

27)     4F(z)  +  Axh/lF'(z)  +  AiK*4F"(x)  -\ 

.  •  •  +  A.-i*l"-I^Fei"-1,(*) 
1 

=  hl*(x)  +  Ä*^1  fülnF**+»(x  +  ht)dt. 

o 
Für  die  nähere  Kenntniss  der  Goefficienten  Au  A*9  etc.  ist  die 
Bemerkung  von  Gewicht,  dass  man  bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf 
dieselben  Bedingnngsgleichungen  kommt  wie  vorhin.  Versucht  man 
nämlich  den  Quotienten  v  :  (e9  —  1)  in  eine  nach  Potenzen  von  v 
fortgehende  Reihe  zu  verwandeln  und  setzt  man  demgemäß« 

— v—  =  1  +  C*  +  <kv*  +  <hv*  +  •  •'  •, 

&  —    I 

so  liegt  es  am  nächsten,  die  unbekannten  Goefficienten  Clt  C*,  etc. 
dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  der 
folgenden 

e"  —  1  =  yv  +  "v       +  ~#       H 

multiplicirt  und  die  beiderseitigen  Goefficienten  von  vt  ?',  etc.  ver- 
gleicht.   Die  Multiplication  giebt  nun 

+  (*  +  £  +  £)" 

+  (t  +  £  +  #+£)" 

+ 

und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Goefficienten  von 
t?3,  v\  v4,  etc.  sämmtlich  =  0  sind.  Für  Ci,  Ca,  etc.  erhält  man 
auf  diese  Weise  genau  dieselben  Bedingungsgleichungen,  welchen  vor- 
hin A\t  A2l  etc.  unterworfen  wurden;  es  folgt  hieraus  die  Identität 
von  Cm  und  Am,  mithin  auch 

eVV_  1  =  1  +  Äxv  +  A2v*  -f  A3v*  H 

Andererseits  weiss  man,  dass  zwischen  den  Grenzen  v  =  — -  2n  und 
v  =  +  2ä  die  Gleichung 

e  —  i  a 
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besteht;  man  hat  daher  durch  Vergleichung  beider  Reihenentwicke- 
lnngen 

A\  =  —  §,     A8  =  0,  A5  =  0, 


Bl       A      "^3       A      1-^5 

"2^»  -^4  —      ■jr»  ^6  —  -f  -gr» 


Die  hiermit  bestimmten  Werthe  der  Coefficienten  A],  A2,  etc. 
snbstitniren  wir  in  die  Gleichung  27)  und  geben  letzterer  die  Form 

28)     hF*(x)  =  4F(x)  —  \h4F*{x) 


-wobei  selbstverständlich 

i 


j?2M  =  -  ä»«+i  rü2nFv»+»(x+ht) 

0 

ist;  wir  haben  dann  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  JF'  (o?)  in  eine 
Reihe  verwandelt  werden  kann,  die  nach  den  Differenzen  4  F(x), 
4F(x),  4F"(x)i  etc.  fortschreitet.  Der  letzte  Summand  (B2n)  ist 
der  Rest  der  Reihe,  welcher  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

Zufolge  der  Werthe  von  A{,  A2,  etc.  hat  man  nach  Nro.  26) 

v  _  (1  -  <)a"     ,  (i  -  o8"-1 

2n—      (2m)'  5   (2w  —  1)' 

.B! (1  -  Qa"-2  _  -B3(l  -  0a"~4    , 
"•"       (2«  —  2)'  (2n  —  4)'        "T"  '  "  ' 

,    (-  l)".B2n_3(l—  Q» 

...      I  ■ 

^  2' 

oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Binomialcoefficienten 

^  =  (2^{(1-°2W-W(1-02W"1 

+  (2W)251(l-02n~2-(2n)453(l—  <)2n-4  +  — 

•••+    (-l)W(2w)2„-2^2«-3(l-02)}- 

Ke  eingeklammerte  Reihe  ist  identisch  mit  der  Bernoulli'schen 
Function  9(1  —  t,  2n)  =  q)  (£,  2n);  für  den  Rest  gilt  demnach  die 

Formel 

1 
h  2  n  + 1    /^ 

29)  i*2n  =  _  j^yj  <p(ty2n)FV"  +  »(x  +  ht)dt. 

0 


'■I 
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Beiläufig  bemerkt,  kann  man  dieselbe  dadurch  Terificiren,  daas  man 
rechter  Hand  2  »-mal  die  theilweise  Integration  anwendet  und  du 
Resultat  in  die  Gleichung  28)  einsetzt ;  letztere  redueirt  sich  dann 
auf  die  Identität  *F(x)  =  * F{x\ 

Um  den  Rest  B± »  in  Grenzen  einzusehlienen,  stellen  wir  fol- 
gende Betrachtung  an.  Innerhalb  des  Intervalle«  t  =  0  bis  t  =  1 
erreiche  !**■  +  «(*  +  ki)  seinen  kleinsten  Werth  für  t  =  a,  Beinen 
grössten  Werth  für  /  =  b;  es  ist  dann 

pt*.  +  i)(x  +  *a)  <  J^+^x  +  **)  <F(i-  +  1>(Ä  +  *ft). 

Diese  Ungleichung  wird  durch  Multiplication  mit  ( —  l)*<Jp(*,2*) 
nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  positiv  bleibt  von  t  =  0  bis  t  =  l't 
multiplicirt  man  noch  mit  <Zf  und  integrirt  zwischen  den  Grenzen 
i  =  0  und  t  =  1,  so  findet  man 

!»„._,*<»■  +  »(*  +  *o)< 

1 

(—1)-    /"oi(f,2«)Fa-  +  1>(*  +  Ä0^'<Ä«-i^"  +  1)(*+Äb)* 
o 

DasProduct  A.-iP^  +  ^i  +  *i)  erhalt  demnach,  wenn  i  von  0  1= 
bis  1  geht,  einmal  (für  x  =  a)  einen  kleineren  Werth  als  der  in  der 
Mitte  stehende  Ausdruck,  ein  anderes  Mal  (für  x  =  5)  einen  grösseren 
Werth;  zufolge  der  vorausgesetzten  Continuität  von  ^2m  +  1)(i«)  mflSfl 
es  daher  einen  zwischen  0  und  1  liegenden  Specialwerth  f  =  #  ge" 
ben,  für  welchen 

i 

(-lV,f<p(tr2n)Fi**  +  »(x  +  kt)dt  =  Btu-1F*»  +  »(z+ 

o 

wird.     Der  Rest  gewinnt  hierdurch  die  Form 

30)  Btn  =  (-iy^1^m^m^1F^^^  +  9k\    0<»<1» 

welche  in  so  fern  allgemein  ist,  als  F^J»+1>(n)  nur  den  unumgäng- 
lichen Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  zu  genügen  hat*)« 
Mittelst  theilweiser  Integration  erhalt  man  ans  Nro.  29) 


*)  Die  obige  Reetformel  wurde  inerst  von  Malmsten  angegeben 
in  Crelle's  Journal,  Bd.  35,  S.W.  (Leider  ist  diese  schöne  Abhandlang 
durch  eine  enorme  Menge  von  Druckfehlern  verunstaltet.) 
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i 

B,n  =  mijf(p'^2n)F{in)(x  +  ht)dt 

o 
=  j2^hff'f,(-t'2n-1)F(iH)(X  +  ht')dt> 

0 

zerlegt  man  das  Integral  in  zwei  von  t  =  0  bis  t  =  |  und  von 
t  =  |  bis  t  =  1  gehende  Integrale'  und  lässt  im  zweiten  Integrale 
1  —  t  an  die  Stelle  von  t  treten,  so  findet  man  leicht 

1 

■     81)ft.a/a        ,.,  /  9>(*,2n— l)[F»">(*+*0— *°")(»+*-*0]*. 

(zn — i)  j 

0 

Hier  sind  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  anwendbar;  aus 
ihnen  ergiebt  sich: 
I 

Ä 

(  —  l)n  I  tp (*, 2n  —  1) [F<2»> (x  +  7*0  —  .F*2 "> (a?  +  h  —  Ä*)]^ 

o 

i 

=(—!)»  [^2»> (a?  +  Ä#)  —  .F*2") (a;  +  Ä  —  Ä#)]  y  tp  (*,  2n  —  1) 


dt 


=  [I*3»>(a;  +  #Ä)-F<2»>^ 

Setzt  man  noch  1  —  #  =  Ö,  so  erhält  man  die  Restformel 

32)Ife,  =  (-l)»+»  V-*       (2"»)'      [^-»(*+Ö»)-F»-»(*+W)], 

welche  gleichfalls  allgemein  gilt*). 

Unter  besonderen  Voraussetzungen  lässt  sich  diese  Formel  noch 
vereinfachen.  Wenn  nämlich  F(2n)  (u)  von  u  =  x  bis  u  =  x  -^  h 
continuirlich  wächst,  so  ist  wegen  0  <  O1  <  |  und  |<  fl  <  1 

0  <  ^2»)  (Ä  _|_  flft)  _  F(2n)  (^  +  fl.ft)  <  F(2n)  (X  +  k)  —  F<2»>  (x), 

bei  continuirlich  abnehmenden  .F(2b>  (w)  ist  umgekehrt 

0  <  1*2«)  (X  +  &h)  —  F(2b>  (x  +  0Ä)  <  .F<2»>  (x)  —  2*a»>  (a?  +  h\ 
folglich  kann  in  beiden  Fällen,  d.  h.  wenn  JF*2»*1)  (u)  zwischen  u  =  x 
und  u  =  a?  +  ^  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt, 


*)  Vom  Verfasser  angegeben  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Bd.  1,  Si  193. 
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2*2«)(s  +  Oh)  —  F2»)(s  +  &h)  =  ß4F<*)(x) 

gesetzt  werden,  wo  ß  einen  positiven  echien  Bruch  bezeichnet  Dies 
giebt 

il2"        ^       ;  22"-1  (2n)'  w 

oder  kürzer 

33)  E2n  =  (—  l)"  +  *2f  ^ny^  <*  ^(x),    °  <  *  <  L 

Führt  man   die  in  Nro.  28)  vorkommende  Reihe  um  ein  Glied 
weiter,  so  dass 

34)  hF,(x)  =  4F(x)  —  \hAF*(x) 

(2n)' 
ist,  so  hat  man 

mithin  nach  Nro.  33),  wenn  2  a  —  1  =  o  gesetzt  wird 

35)       *,„+,  =  (-  i)"+i  p  ^g;1*'  ^Fiin)  (*). 

und  hier  liegt  £  zwischen  —  1  und  -f-  1.  Um  zu  entscheiden,  ii 
welchen  Fällen  q  positiv  und  in  welchen  es  negativ  ist,  entwickele 
wir  J?2  w  +  2  mittelst  der  allgemeinen  Formel  30)  und  erhalten  nacl 
Hebung  der  gemeinschaftlichen  Factoren 

(2n+  l)(2rc  +  2) 
oder 

0 

Nach  der  bei  Nro.  33)  gemachten  Voraussetzung  ändert  2?1(2n  +  1)(w) 
d.  h.  jeder  Differentialquotient  ungerader  Ordnung  sein  Vorzeichei 
nicht,  wenn«  von  x  bis  ff  -\-h  wächst;  dasselbe  gilt  von  F(2*+3)(m 
oder  von  F(2n  +  3)(x  +  ^Ä)-  Besitzen  nun  F<*n+V(u)  und  F<2n+V(u 
gleiche  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  Vorzeichen  auch  dem  recht 
stehenden  Integrale  zu,  und  dann  muss  o  negativ  sein;  haben  da 
gegen  F(2n+3)  W  und F®«*»  (u)  ungleiche  Vorzeichen,  so  muss  au 
denselben  Gründen  Q  positiv  sein.     Unter  diesen  Voraussetzung^ 


FQ"+*)(x  -f  fth)  =  —  q  Bin-i^F^ix) 
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bildet  demnach  der  Rest  Jß2n  +  2  einen  Bruchtheil  des  letzten  Gliedes 
der  Reihe. 

Nimmt  man  beispielweise  F(u)  =  eM,  so  haben  .F(2n+1)(w)  und 
j?(2n+3)  ^  immer  dasselbe  und  zwar  das  positive  Zeichen,  daher  ist  Q 
negativ  etwa  =  —  f;  nach  beiderseitiger  Division  mit  e*  +  Ä  —  e* 
erhält  man  nun  aus  den  Formeln  34)  und  35) 

eÄ  —  1  —  2      ^    1.2         1.2.3.4  ^ 

"  '  "*"  l     ;  1.2...(2ii)  "^  V     }     1.2...(2w)  " 

Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  2);  die  letztere  ergiebt 
sich  nämlich,  wenn  man  n  unendlich  wachsen  lässt  und  h  auf  das 
Intervall  —  2  7t  bis  2%  beschränkt,  damit  der  Rest  gegen  die  Null 
convergirt. 


HL    Die  Summenformel  von  Mac  Laurin. 


In  der  allgemeinen  Gleichung  28)  oder 
hF'(x)  =  JF(x)  —  IhJFix) 

i 

7?o        „Wn-2  h2"*1     P 

^-1>^fc^^JPC"^*)-(ä^y9>(«.2»)P<*,+1,(*+W)* 

0 

nehmen  wir  der  Reihe  nach 

aj  =  ö,  a  -f  ä,  a  +  2ä,  .  .  .  a  +■  (g  —  1) h 
und  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen ;  dies  giebt 


Scliiömilch,  Analysis.  11.  15 


220  Die  Bernoulli'schen  Functionen  und 


h  [F»  +  F'(a  +  h)  4-  F{a  +  27*)  +  •••  +I*(a  -fg  —  1*)] 
=  F(«  -f  qh)  -  F(o)  -  J*[J*(a  +  3/.)  —  F»] 

+  ^ [F"  («  +  ff '') "  *"'  («)1  -  ^  [*"V  («  +  3»)  -  *"*  («)]+- 

Z>rt       „  7>2n— 2 

"  "  "^  ("  1)"   (2Ww-2)-  [rß"~2)  ("  +  Qh)  ~  F(2"~»l 


-  {2nyJ  S2n9(t,2n)dt 


0  • 
wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

Sz  „  =  F(2n+»(a  +ht)+FV»+»  (a+h  +  M)  -f  F^+^a  +  2fc+///)x~ 

•  •  •  +  F<2n+1>(a  +  g  —  \h  +  7*0. 

Benutzen  wir  noch  die  Substitutionen 

a  +  q  h  =  b,         F  («)  =  /(«). 

so  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel 


36)     h  [/(«)  +/(«  +  *)  +/(«  +  2 *)  +  •••+  /(o  +  a  —  1  *)J 

b 


--Jf(u)du  -\h[f{b)  -  f{aj\ 


+  ^-  [/'  (»>)  -  /'  («)]  -  ^  [/"'  ('>)  -  /"'  («)]  +  •  • 

'  • '+(  _1)"  J(2n-2)"'  [/(2""8>  {1>)  ~  f(1"~3)  (a)J 

;,2»  +  i    /• 


7,2«  +  1    /• 


37)  S2n=f^(a  +  ht)+ß*»)(a  +  h  +  ht)+ß*»\a  +  2h4-  ÄQ  — 

•••+/(2w)(«  +  0~^~1Ä  +  Äf), 

welche  nur  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  f(u),  f  (t*),  /"  (u^) 
f(2n)(u)  stetig  und  endlich  bleiben  von  u  =  a  bis  u  =  &. 

Wie  früher  bedarf  auch  hier  das  letzte  Glied  in  Nro.  36)  ei ' 
genaueren  Untersuchung,  bei  der  wir  uns  kurz  fassen  können,  v* 
sie  auf  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Nro.  II.  hinauskommt. 

Wenn  es  gelingt,  zwei  von  t  unabhängige  Grössen  M  und  N 
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finden,    zwischen  denen    S2n    enthalten    ist,    d.  h.    wenn    eine  Un- 
gleichung von  der  Form 

M  <S2n<2? 

existirt,  so  hat  man,  weil  ( —  l)ncp(t,  2ri)  von  t  =  0  bis  t  =  1  po- 
sitiv bleibt, 

1  1  1 

(-  l)w  J  M<p(t,2n)dt<(—\)n  f  S2ny&2n)dt<(—l)n  J  Ncp{U2n)ät 

000 
d.  i. 

1 

B2n-iM <(—  \yj  Bin(p(t,2n)dt  <  B2n-iN 

0 
und  man  kann  folglich 

1 

(—  l)nJ S2n<p(t,2n)dt  =  B2n-i  [M  +  &(N  -  M)] 
0 
setzen,  worin  #  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet;  dies  giebt 
die  Formel*) 

38)    M/(«)+/(0  +  >O  +  f(a  +  2h)  +  •-  +f(a+TI^T  h)] 

b 

=JAu)du-lh[f(b)-f(a)] 


a 

,2 


+  ^?- [/'(&)  -/'(«)]  -  ^  [/"(&)  -/"'(«)]  +  •  •  • 

'  * '  +  (~  1)B    (2  n -  2)'    ^(2""3)(6)  -  /(2"-3)(«)] 

Z?rt        ,  7>2n+l 
+  (_  1}n  + 1  "*•-!»  [M+&(N_  M)]. 

Unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dass  F(2n+1(w)  =  J*2n)(u) 
von  #  =  a  bis  x  =  h  keinen  Zeichen  Wechsel  erleidet,  gelangt  man 
SU  einem  einfacheren  Resultate,  wenn  man  von  den  Gleichungen  34) 
**üd35)  ausgeht  und  die  nämlichen  Operationen  wie  vorhin  anwendet; 
**ian  erhält 


•)  Ohne  Berücksichtigung  des  Restes  ist  die  obige  Formel  zuerst 
Von  Mac  Laurin  im  Treatise  on  fluxions  (Lond.  1742)  entwickelt  und 
Nachher  von  Euler  in  den  Instit.  calc.  differ.  P.  I,  cap.  5  reproducirb 
forden. 


15* 
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=f/(u)du  -\h[/(b)  -/(a)] 


H  I 


+  %£  LT  Q>)  -  A«)]  -  ^  iT(b)  -  rV)\  +  •  ■  • 

^l       r  (2n)'         * 

und  zwar  ist,  wenn  91,  gt,  .  .  .  Qt  echte  Brüche  bezeichnen, 
T=9l  [/*—»(«  +  Ä)  -  /*— D(a)] 

+  *[/*— »(II  +  2A)  -/»—»(a  +  Jk)]  |at 

+ 


TO] 

iac 


Kl 
fei 

te 


+  »tL/^— «(«  +  «*)-/»—»(«  +  «— 1*» 

Die  Bruche  pl9  p*, .  .  .  pf  sind  hier  gleichzeitig  positiv  oder  negativ, 
jenachdem  /<*■>(«)  und  /*i-+a)(ii)  entgegengesetzte  oder  gleicbe 
Vorzeichen  behalten.  Für  den  Fall,  dasz  alle  Q  positiv  sind  und 
ft*»-D  (,,)  wichst  hat  man 

0<Qi  [/»"-"(a  +  ä)  — /\a— i)  («)]</»— *>(a  +  *)  —  /<*—»(*) 

U.  8.  W. 

mithin  dnreh  Addition 

0  <  T  </»— *>(u  +  qk)  —  /*■- *(«); 
es  kann  folglich 
T=  9  [/^— D(o  +  qk)  —  /<a— *>(a)]  =  q  [/&— *>(6)  _/<*— D^l 

gesetzt  werden,  wo  9  einen  positiven  echten  Brach  bezeichnet.     B^^1 
positiven  px,  o*,  .  .  .  pf  und  einer  abnehmenden  Function  /&■—*)  («^^) 
geht  das  Zeichen  <C  in  das  Zeichen  >  über,  das  Endresultat  abe^""r 
bleibt  dasselbe.     Sind  p^  p*,  .  •  .  Qq  negativ,  so  gelten  für  —  T  $r      e 
nämlichen  Schlüsse  wie  vorhin  für  T  bei  positiven  pi,  p*,  . .  .  pf,un 
es  gilt  daher  die  obige  Formel  allgemein ,  wenn  p  immer  mit  de 
selben  Zeichen  genommen  wird   wie    die  früheren  Pi9  pt,  •  •  •  e 
Zufolge  dieser  Erörterungen  hat  man  die  Gleichung 
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39)     h[f(a)  +  f(a  +  h)  +  f(a  +  2h)  +  ...+/(«  -f  7=U)] 
» 

=//(«) du  -  \hUQ>)  -/(«)] 

a 

+  (- 1)-+'  ^gy  [/<a»-»(b)  -  /«— »(a)] 

+  (- 1)"-*-1  <>  ■  ("2~  y   iy<*-"(ft)  -fo-mi 

worin  9  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  je- 
nachdem  /<a*>(w)  und  /(2n+2>(w)  von  u  =  a  biß  u  =  a  -\-  qh  =  b 
entgegengesetzte  oder  gleiche  Vorzeichen  behalten. 

Die  Gleichungen  88)  und  39)  zeigen  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Summe  einer  endlichen  Reihe  und  einem  bestimmten  In- 
tegrale; sie  können  daher  zur  Berechnung  des  einen  dieser  Ausdrücke 
benutzt  werden,  wenn  man  den  jedesmaligen  anderen  als  bekannt 
voraussetzt.  So  folgt  z.  B.  aas  Nro.  39),  falls  /(2n)(w)  von  u  =  a 
bis  u  =  b  keinen  Zeichenwechsel  erleidet, 

b 

40)        y*/w* 


\u 


=  *B/(a)  +  /(a  +  *)  +/(*  +  2»)  +  .  •  •  +  f(b-h)  +  lf(b)] 

"  "  +  (_  !)"     (2~n)"     ^8n~1)^  ~  /"-"(«M 

Denkt  man  sich  tt  als  Abscisse ,  f(u)  als  Ordinate  einer  Curve, 
mithin  das  bestimmte  Integral  als  die  über  der  Strecke  b  —  a  ste- 
hende Curvenfläche,  so  bedeutet  die  erste  Zeile  rechter  Hand  die 
Summe  von  den  Flächen  der  q  Trapeze ,  welche  entstehen ,  wenn 
b — a  in  q  gleiche  Theile  getheilt,  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ordinate 
gelegt  und  der  Endpunkt  derselben  mit  dem  Endpunkte  der  nächsten 
Ordinate  geradlinig  verbunden  wird.  Bekanntlich  liefert  diese  Summe 
einen  Näherungswerth  der  Fläche;  die  übrigen  Glieder  in  Nro.  40) 
bilden  zusammen  die  Correction,  deren  jener  Näherungswerth  bedarf. 

Andererseits  können  die  Formeln  38)  und  39)  zur  Berechnung 
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der  links  stehenden  Summen  dienen,  und  es  ist  diese  Anwendung  be- 
sonders in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  q  eine  so  grosse  Zahl  ist,  dass 
die  directe  Summirung  äusserst  mühsam  werden  würde.  Hierzu  ge- 
ben wir  einige  Beispiele. 

a.    Die  Annahme  f(u)  =  —  liefert 

'        u 

J*{(i  m\   /      \  1       •      Ä      •      •      •      (  Ä  tl ) 

/(2n)W  =  — j^+r— J 

hier  sind  /<2  *>  (u)  und/(2n+2>00  gleichzeitig  positiv  für  u  >  0,  mit- 
hin  kann  die  Formel  39)  angewendet  werden  und  ist  darin  Q  ein 
negativer  echter  Bruch.     Setzt  man  a  =  1 ,  h  =  1  und  vereinigt 
die  beiden  letzten  Summanden  in  Nro.  40),  wobei  der  positive  echt« 
Bruch  1  -f  n  kurz  mit  e  bezeichnet  werden  möge,  so  hat  man 

='<«+»-!L-tt-*]-![sttt.-\I+-- 


_l(—  i)»-ij«»-»r i {\ 

^K        }       2n— 2Lh+l)2n-2        J 


^       }      2n     L(<Z+l)2n  J 


Wir  setzen  noch  q  4-  1  =  p.  addiren  beiderseits  —    und   fassen  diö 

1  p 

von  p  unabhängigen  Glieder  zu  einer  Constante  G  zusammen;   dieB 
giebt 

41) L....J 

J  1    ^  2   ^  3   ^  ^  p 

=  c  +  ip  +  —  -  A  +  ül 

^    *  ^  2p        2p*  ^  4p4 

..  .  _i_  (— i)»-i B'2n-3 +  (— p»*-8»—1. 

^y        }        (2n  —  2)p2n~*  T  v        ;     2»p*» 

Die  Constante  bestimmt  sich  wie  in  Theil  I,  S.  435  dadurch,  dass 
man  Ip  beiderseits  subtrahirt  und  zur  Grenze  für  unendlich  wach- 
eende p  übergeht;  es  bleibt  dann 

C  =  Linilj  -fI-fI-1-...-j-I  —  lp\  =  0,5772156649... 

Aub  den  bekannten  Werthen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  (|t 
gjj,  ^,  etc.)  ersieht  man  augenblicklich,  dass  die  in  Nro.  41)  rechter 
Hand  vorkommende  Reihe  anfangs  eine  fallende  ist;  ob  diese  Eigen« 
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schaffe  auch    weiterhin  stattfindet,   kann  man  mittelst   der   Formel 
(Thl.  I,  S.  244) 

22™-1  £,„_!*»»   _  _L_        JL_        _1_ 

19m        l         rt9.ii        I         O'lm     "T* 


•     •     •    • 

m 


2m 


1.2.3...  (2w)         l2m    '    22"    '    32' 

entscheiden,  deren  rechte  Seite  kurz  s2m  heissen   möge.     Es  folgt 
nämlich 

1  .  2  .  3  ...  (2  w) 

und 

i?2m-i     1  .  2  ...  (2  m  —  1)  s2l 

2  m  .  p2m  ~  (2np)2m-1  np  ' 

bei  hinreichend  grossen  m  lässt  sich  der  erste  Factor  rechter  Hand 
beliebig  gross  machen,  während  der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

—  zustrebt.     Die  Reihe  in  41)  wird  daher  von  einer  bestimmten 

np  ' 

Stelle  ab  zu  einer  steigenden  und  darf  deswegen  nicht  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  werden;  vielmehr  wird  man  bei  praktischer  Rech- 
nung sie  nur  soweit  benutzen  als  ihre  Glieder  abnehmen.  Derartige 
Reihen  sind  gewissermaassen  halbconvergent  und  ohne  Dis- 
cussion  des  Restes  von  keinem  Werthe. 

b.  Die  Annahme  f(u)  =  lu  giebt 

1 .  2 ...  (2  n  —  1) 


/(»•>(tO  = 


u2n 


hier  sind  /(2n)(w)  und /(2w+2)(w)  gleichzeitig  negativ,  mithin  ist  in 
Formel  39)  Q  ein  negativer  echter  Bruch.  Für  a=  1,  A  =  1,  1  +  (>  =  « 
erhält  man  jetzt 

H  4.  12  -f  13  +  U  -f  •  •  •  +  lq 

+ r^2  fc+r  " *  J ~~  374  L(7+~iT3  - !  J  +  •  •  •  • 

,,'i"1        ;  (2w  — 3)(2n  — 2)L(2  +  l)2n"3         J 

+  l       ;       (2n  -  1)  (2  n)  Ltä  +  l)*—1         J 
Setzt  man  fl  +  1  =  i>,  addirt  beiderseits  Z#  un(*  vereinigt  alle  von 
p  unabhängigen  Summanden  zu  einer  Constanten  y,  so  hat  man  auch 
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I(l.2.3...i»)  =  y  +  (p  +  $lp—p 


+  r^rz;-?rTr*  +  ---  +  (-iYt 


l.2.p        3.4p»1  ,v      -'  (2n— 3)(2n  —  2)p2»-8 

"^       ;      (2n  —  l^np*»-1' 
Die  Bestimmung  der  Constanten  y  geschieht  auf  dieselbe  Weise  wie 
in  ThL  I,  S.  437;  es  findet  sich  y  =  \l{2n\  mithin 
42)     i(1.2.3...j>)  =  \l(2n)  +  (p+f)?p  —P 


1.2.p      3.4V  rK       J  (2n  — 3)(2w  — 2)jt>2n-8 


+  (_l)»+i  **>«-i 


(2n  —  l)2np2n~l 
Auch  diese  Reihe  ist  halbconvergent,  kann  aber  gleichwohl  bei  grossen 
p  mit  Vortheil  benutzt  werden.  Nimmt  man  z.  B.  p  =  1000, 
n  =  2  und  multiplicirt  beiderseits  mit  dem  Modulus  0,4342944819, 
so  erhält  man 

log  (1  .  2  .  3  .  .  .  1000)  =        0, 39908  99341  790 

+  3001,5 

—  434,2944819032  518 
+        0,00003  61912  068 

—  s  .  0,00000  00000  012 
mithin  für  s  =  1  und  8  =  0 

2567,6046442221  328<%(1. 2..  .1000)<  2567,60464  42221 340, 
woraus  hervorgeht,  dass  das  Product  1.2...  1000  mit  2568  Zif- 
fern geschrieben  wird,  von  denen  die  acht  höchsten  sind:  40238  726« 

c.  Nehmen  wir/(w)  =  vrt*,  so  behalten  J*2n)(u)  und  /<2w+2>(w) 
gleiche  Vorzeichen  für  u  >>  0;  daher  ist  nach  Formel  39),  wenn  noch 
1+0  gleich  dem  positiven  echten  Bruche  8  gesetzt  wird, 

+  1  .  2  L«w"+1       &<"+1J  1.2.3.4        [a<u+s      &«+3j+" 

,  ,    .X.-B2— if*(ft+i)-..(y+2»— 4)*»— » r     i i_i 

'""r^       '  1.2.3....  (2»  —  2)  [a"+2»-3      6,a+2n-sl 

j_  r—  1  V+i  t-Ba»-i^(ft+1)-0t+2»— 2)fea"  [      1 1      1 

"•"^      '  1.2.3 (2n)  |a"+2»-i     ö"+a*-ij ' 
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Falls  ß>  >>  1  ist,  was  durch  (i  =  1  +  A  ausgedrückt  werden  möge, 
läset  sich  die  Reihe  linker  Hand  ins  Unendliche  fortsetzen  ohne  'zu 
divergiren;  es  wird  dann  b  =  a  +  gÄ=  oo,  und  demnach  bleibt 

43)  ä^  +  (a  +  h)1**  +  (a  +  2A)1+*  +  (a  +  3Ä)1**  "• 

=    1  1         JtCA  +  D»      J»(A  +  l)(A  +  2)(A  +  3)fc» 

Xfl?Ä'r2ä*:H"1~    1.2a*+2  1.2.3.4.a*+*  i~"* 

,  ,       ^a»-s(A+l)(A  +  2).,.(A  +  2n-3)^n^3 

"hl        '  1  .  2  .  .  .  (2n  —  2)a*+2»~a 

■  ,     1^1gJ»i,-i(A+l)(A  +  2)-(A  +  2fi-l)y»"i 
"*" V       '  1.2...  (2n)a*+a* 

Diese  Transformation  einer  unendlichen  Reihe  in  eine  halbconvergente 
Reihe  bietet  einen  wesentlichen  Vortheil  sobald  A  klein  ist,  weil  dann 
die  Reihe  linker  Hand  zu  langsam  convergirt,  als  dass  man  ihre 
Summe  direct  berechnen  könnte.  Handelt  es  sich  um  die  Summir ung 
der  Reihe  * 

1.1.1. 

so  thut  man  am  besten,  etwa  die  ersten  neun  Glieder  unmittelbar  zu 
8ummiren  und  nachher  die  Formel  43)  für  a  =  10,  h  =  1  zu  be- 
nutzen; es  ist  dann 

1,1.1.  .1 

8  =  il+l  +  2»+A  +  3*+*  +  *  '  *  +  9*+* 

,     1(1    ,    1    ,    AJM  _  (A+l)(A  +  2)(A  +  3) 
"^lOMA  "h20"t"   1200  7200000 

(A+l)(A  +  2)...(A  +  5)  | 

"*"  30240000000  J' 

und  der  Rest  beträgt  immer  einen  Bruchtheil  desjenigen  Terms, 
Welcher  auf  den  zuletzt  in  Rechnung  genommenen  folgt.  Diese  For- 
mel gewährt  eine  bedeutende  Genauigkeit. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  43)  mit  A  und  läset  nachher  diese 
Grösse  unendlich  abnehmen,  so  gelangt  man  zu  dem  bemerkens- 
wexthen  Satze,  dass  das  Product 

l\tf+l  +  (a  +  Ä)i+*  +  (a  +  2Ä)l+*  +  '  '   J 
gegen  den  Grenzwerth  —  convergirt*). 


*)  Es  ist  dies  eine  von  Dirichlet  hei   zahlentheoretischen  Unter- 
Buchungen  gemachte  Bemerkung;  vergl.  Cr  eile's  Journ.  Bd.  19,  S.  326. 
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•d.  Wir  wollen  noch  den,  in  mancher  Hinsicht  eigentümlichen 


Fall 


ft  \  x  1     .     1 

'<•>  =  ?=1  -  IT  +  a 


U   — Uz  + r — ■— -  tt5   — 


•  •  •  • 


1.2  1.2. .4        '1.2.  .6 

betrachten,    wobei    die  angewendete   Reihenentwickelung    nur  für 
n2  <  (2  rc)2  Geltung  hat.    Hier  ist 

/(0)  =  0,    f(0)z=\Bu    /'"(0)=-li?3 

mithin  nach  Formel  36)  für  a"=  0,  b  =  qh,  und  wenn  das  letate 
Integral  kurz  mit  J2n  bezeichnet  wird, 

Äj_j_  .  _J_  + . . .  + l i 

-(T  +  4  +  ¥  +  --  +  ä-^l)  +  i^-1)Ä 

/l  —  e-«»\         1  l  /      Ä  1     .     17\ 

=  \-W-)  +  2  2Ä  -ll^Tl  "  J  +  2Aj 


•    •    • 


Ä2n+1 

oder  bei  etwas  anderer  Anordnung  und  nach  Division  mit  h 

44)  ca  —  i  +  c4*  —  i  +  ' ' "  +  e(*-»»  —  i 
=  (I  +  1  +  . . .  +  I  _  ZäU  _  I»  +  I 

+  1 1(1- ,-«»)_     *  * 


Ä    v  '       2gÄ        2(e*Ä  —  1) 

+  %V(ä&)  -  |2?i]  -  ^-U'"W  +  }*,]  +  ••• 

~(2^ra" 

Um  die  Reihe  linker   Hand  ins   Unendliche  fortsetzen   zu  können, 
müssen  wir  die   Werthe  aufsuchen,    welche  /'(w),  /'"(w)  etc.  für 
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D\eu  _   l)m)  —  — 


m 


+ 


(eu  _!)«+!]' 


t*  =  oo  annehmen.     Differenzirt  man  aber  f(u)  mehrmals  nachein- 
ander und  macht  bei  jeder  Differentiation  Gebrauch  von  der  Formel 

f        1 

1(6«  -    1) 

co  gelangt  man  sehr  leicht  zu  der  Gleichung 

/(2b-1w  . f    <*i       .         (*2        ,         .         <*2n  (2n  •—!)'} 

W  W—      \6u_1-i-(e«__1)2*i         r-(6w_i)2»  W2»      /' 

worin  #i,  #3,  .  .  .  a2n  gewisse  numerische Coefficienten  bedeuten,  auf 

deren  Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.     Diese  Formel  zeigt,  dass 

2ä""1)(w)  bei  unendlich  wachsenden  u  die  Null   zur   Grenze  hat. 

Lassen  wir  jetzt  in  Nro.  44)  g  unendlich  zunehmen  und  beachten 

ausser  der  vorigen  Bemerkung  noch  die  Formel 


a»(T  +  7  +  i +  •■•+}- I«)  =  °- 

so  gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Resultate 
1.1.1 


577  •  •  •  =  C, 


45) 


eh  —  1 


+ 


,2  h 


—    1 


+ 


»3A 


+ 


h      ^4        2\  2  4\4 


(#2»-3)8 


(2n— 2)'(2rc— 2) 

^2» 


A2n-3 


(2n)' 


Der  Rest  bedarf  hier  einer  speciellen  Untersuchung,  weil  die  Func- 
tion/^) im  vorliegenden  Falle  nicht  von  der  Art  ist,  dass/(2w)(w) 
von  u  =  ä  =  0  bis  w  =  5  =  oo    entweder  nur  wächst  oder  nur 

abnimmt.    Zufolge  der  Bedeutung  von  Ji»  nämlich 
i 

/*«  =  f[fQn>(ht)+f(W(h  +hf)  +/P»)(2*  +  M)  +  ...]9ft2n)(« 

o 
kommt    diese  Untersuchung   im    Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwei 
endliche  Grössen  M  und  N  zu  finden,  zwischen  denen  die  Summe 
S2n  =fQ»)(hf)  +fV*(h  +  ht)  +  /<**>(2*  +  ht)  +  •  •  • 
enthalten  ist;  wie  in  Nro.  38)  erhält  nachher  der  Rest  die  Form 


46) 


7?n  ,   /»2» 


8etzt  man,  um  zunächst  /<2w)(w)  zu  discutiren,  in  Formel  2V)  auf 
8. 140  x  =  ä,  so  hat  man 
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fO +^i*_  1) 


-  1   i      *      ,      *     +  _L_  +  .... 

—  2A  ^  12  +  A«  ^  22  +  A2  T  32  -f-  A*  ^ 
und  für  2  \it  =  u 

f  (u)  =  2  | 22ä2  +  w2  +  42^2  +  W3  +  62^+^5  "1        } 5 

hieraus  folgt  durch  2  n- malige  Differentiation  unter  Anwendung  der 
Formel  15)  auf  S.  273  des  ersten  Theiles 
/»">(«)  = 


2  (2  n)' 


cosl  (2n  +  l)arctan — I      cosl  (2»  +•  l)ardan  —  I 


~T  /4O-0     I     ITÖNnZTZ  • 


(22ä2+W2)»+Vs  ^  (42tf2  +  U1)n+V%  •  J      j 

Für  den  absoluten  Werth  von/<8tt>(w),  welcher  mit  [/<2  *>(«)]  be- 
zeichnet werden  möge,  ergiebt  sich  hiernach 

2(2W^'  1(2sä»  +  «*)»  +  (4*  3t»  +  «»)»  +  (6*»*  +  ««)"  +   ")' 
Diese  Ungleichung  "wird  stärker,  wenn  man  beachtet,  daas  immer 

(«2   +.  U*)n  ^  «2»-2(a2  4.  W2) 

ist;  es  ergiebt  sich  nämlich 

U  WJ  V.  (2Ä)2»-2{12»-2(22Ä2_|_w2)^22Ä-2C423r2+ti2)  ^         J 

oder,  wenn  42^  52^2  etc#  durch  22jr2  ersetzt  werden, 

tfMm<  2<2wH-JL-4— J-  +  ..-1  _i 

u       WJ  v^  (23r)2n~2ll2n— a  ~  22»-a  ~      J  223T2  +  t*2 
Bezeichnet  man  die  Summe  der  eingeklammerten  unendlichen  Reihe 
mit  s2n— 2  und  versteht  unter  €  einen  nicht  näher  bestimmten  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch,  so  darf  man  jetzt 

J       W  (2?r)2«-2      4^2  +  W2 

setzen.    Hiernach  ist 

_2(2tt)'s2n-2J  gp  .  gi  ,  s2 

°2n—  (2*r)2»-2   1 4 7t2  +  (ht)* "*" 4^2+(Ä+ÄQ2 T 4^2+(2Ä -f-M)2 
und  für  den  absoluten  Werth  von  S2n  folgt  daraus 
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2(2tt)'s2w_.2f  11  1  | 

*J<^    (2jr)2n~2  Urc2^4jr*  +  Ä2^4jr2+(2/02  } 

2\2nys2n-2(  1         1/11  \l 

^    (2tf)2»-2    U^2"t"Ä2\l2i"22"1       yj 

der  bekannten  Summe  der  reciproken  Quadratzahlen  hat  man 
ie  Ungleichung 

3*)'*—»/  1     ,    n2\  2(2nys2n-2/  1     .    *t*\ 

^)2»-2    U^^ßÄV^    2n<^i"   (2*r)2»-2  V***     Ö*»/* 

r  Best  stellt  sich  nach  Nro.  46)  unter  die  Form 

(2jr)2*-2     VS^^SäV  *       (2n— 2)'       W*       6/ 

g  einen  -positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet, 
wir  endlich  in  Nro.  45)  n  +  1  an  die  Stelle  von  n  treten,  so 
.  wir  schreiben: 


—  1    '    e2h  —  1    ■•    c8Ä 

rar  gelten  hier  folgende  Werthe 

C  =  0,57721  56649 

r  _(-gi)2_    1 
°1  —  2'. 2  —  144' 

r  _  w  _    i 

3  —  4\4         86400' 


2» 


c7  = 


6'.  6         7620480 
W  _  1 


8'.  8        290304000' 

r         (-g9)ä  1 

9—  10'.  10       6322821120' 

U.  8.  W. 


R2n  =  9    1.2...(2n)\-6    +  4^A 
A  =  jr  ergiebt  sich  noch ,  wenn  e  einen  positiven  echten  Brach 
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48) 


1  —  z 


+ 


1    —    Z2 


-    + 


1    —   ** 


+ 


C-»(7)+i 


<7) 


o-«- 


—  C"J»— 1  I  ZI — Jl  —Bin; 


Bin-iBin+iQ ef  [%^    ,    (Zg) 

-"2n  —  P     1  .  2  ...  (2«)    \  6    +  4^ 


— !• 


Diese  Formel  gewährt  einen  wesentlichen  V ortheil,  sobald  z  wenig 
kleiner  als  die  Einheit  ist;  die  Reihe  linker  Hand  convergirt  nämlich 
unter  dieser  Voraussetzung  äusserst  langsam,  während  es  rechter 
Hand  nur  einiger  Summanden  bedarf,  um  eine  ansehnliche  Genauig- 
keit zu  erreichen.*) 


*)  Nach  einer  von  Lambert  (Architektonik,  S.  507)  gemachten  Be- 
merkung kann  die  unendliche  Reihe  in  Nro.  48)  nach  Potenzen  von  z 
geordnet  werden,  nämlich 

z  -f  2*2  -j-  2*3  +  3**  -f  2*ß  +  4*6  H • 

und  zwar  ist  dann  der  Coefficient  von  z**  gleich  der  Anzahl  der  Theiler 
von  m  also  u.  A.  =  2,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.  Ferner  hat  C lausen 
(Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  95)  erwähnt  und  nachher  Scherk  (ebendas. 
Bd.  9,  S.  162)  bewiesen,  dass  dieselbe  Beihe  folgende  Form  annehmen 
kann 


H-S^l+S2         f    l+*8fl    t    l+<,4 


*+ 


**+ 


*9+ 


z™  + 


\—z      ■   1  —  z*~    '   1  —  z*       '   1  —  z* 

welche  bei  kleinen  z  eine  leichtere  Summirung  gestattet.  Die  obige 
Transformation,  gewissermaassen  das  Gegenstück  der  vorigen,  ist  vom 
Verfasser  angegeben  worden  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  S.  Gesell- 
schaft d.  Wissenschaften,  Bd.  13  (Jahrg.  1861),  S.  120. 


DIE  GAMMAFUNCTIONEN. 


Die   Gamma functionen. 


L   Definition  und  Fundamentaleigenschaften  der 

Gammafunotionen. 

Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  es  bekannt- 
lich keine  Schwierigkeit,  das  Product  xme~~xdx  zu  integriren,  na- 
mentlich wird  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  oo  der  Inte- 
gralwerth  sehr  einfach  (Thl.  I,  S.  409,  Nro.  8): 


00 


xmerxdx  =  1  .  2  .  3  .  .  .  m. 
o 

Für  andere  als  ganze  positive  m  lässt  sich  der  Integralwerth  nicht 
in  geschlossener  Form  darstellen,  und  es  liegt  dann  am  nächsten, 
e~x  in  die  bekannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln.  Das  so  erhaltene 
Resultat 


/ 


xme-*da 

fem  +  l  i      £»»  +  2  1        km  +  3  1  £m  +  4 


m  +  1  1  m  -f  2  1.2iw-f  3  1.2.3  m  +  4 
ist  nun  zwar  für  jedes  endliche  |  gültig,  verliert  aber  bei  grossen  £ 
alle  Brauchbarkeit;  der  Fall  |  =  oo  bedarf  daher  einer  besonderen 
Untersuchung.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäfti- 
gen und  dabei  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen  positiven  /*  die 
Abkürzung 

Schlömilch,  Analysis.  IL  \Q 
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1)  jT(4u)  =    \rP-i(s-*äx 

o 
benutzen*).     Nach  dieser  Definition  der  Function  rQi)  ist  speciell 

r(i)  =  i,    r(2)  =  i,    r(3)  =  i.2,    r(4)  =  1.2.3,... 

wie  aus  der  Anfangs  erwähnten  Formel  hervorgeht. 

Um  r([i)  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen,  welche  frei  von  Inte- 
gralzeichen sind,  bemerken  wir  zuerst,  dass  für  jedes  positive  z  die 
Ungleichung  e*  >>  1  +  z  besteht,  dass  also  für  beliebige  positive 
x  und  jp 

-  x 

eP  >  l  +  « 
P 

ist,  woraus  folgt 

eI>(1  +  f)P'    *"'"< 


(>+f)' 

Da  ferner  xh~l  immer  positiv  bleibt,  wenn  diese  Potenz  im  absoluten 
Sinne  genommen  wird,  so  hat  man 

~ldx 


,<rw</-^ 

•  l1  +  y) 

#  1 

oder  durch  Substitution  von  1  -j =  — 

i>         y 
l 

0  <  I»  <  p>"  J y*-l>-l{\—y)!*-iäy. 

o 

Nimmt  man  die  beliebige  positive  Grösse  p  =  p,  -\-  1  -f  nt  wo  n 
eine  willkührliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  lässt  sich  die  auf 


*)  lieber  das  obige  und  einige  verwandte  Integrale  hat  zuerst  Euler 
mehrfache  Untersuchungen  angestellt;  s.  Institutiones  calculi  integralis, 
Vol.  I,  sect.  1,  cap.  VII,  IX.  und  Vol.  IV  (supplementa),.  Acta  Petropoli- 
tanae,  T.  I,  Nova  acta  Petrop.  T.  V,   Miscellanea  Berolinensia,  VII,  129, 
Melanges  de  la  Societe  de  Turin,  T.  III.    Später  haben  sich  gleichzeitig 
damit  beschäftigt  Legendre   in  seinen  Exercices  de  calcul  integral, 
Paris  1811,   und  Gauss  in   den  Gommentat.  Gotting.  rec.  T.  II,  a.  1812. 
Von  Legendre  rührt  der  Name  „Euler'sches  Integral"  und  die  Be- 
zeichnung r(ju)  her;  Gauss  bezeichnet  dasselbe  Integral  mit  n(/u  —  1). 
Jede  dieser  Bezeichnungen  hat  etwas  für   sich,  doch   scheint  die   erste 
allgemeiner  angenommen  zu  sein. 
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•y  bezügliche   Integration  mittelst  der  Formel  4)  auf  Seite  408  des 
ersten  Theiles  ausführen,  und  es  wird 

2)    o  <  reu)  <  (n  +  u  +  iy * ' 2 ' 8 n 

Die  Formel  1)  liefert  andererseits,  wenn  statt  der  oberen  Grenze 
oo  die  endliche  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird, 


71 


o 
Für  jedes  echt  gebrochene  positive  ß  ist  nun  e~*  >>  1  —  £,  mithin 

e    *  >  1 ,     e-*>(l ) 

n  \  nj 

und  nach  dem  Vorhergehenden 


n 


0 

Mittelst  der  Substitution  1 =  y  wird  hieraus 

l 

I»  >  nfj  yn(l  —yy-idy 

o 
d.i. 

3)         .         r<fO>nA«  1-2.3.. ...n 


^(/*  +  l)(^  +  2)...(/i+w) 

Die  beiden  für  r(ji)  gefundenen  Ungleichungen   gestatten  fol- 
gende übersichtliche  Zusammenstellung 


p  +  IV«   ^0*  +  l)(fi  + 2). ..(/*  +  ») 


.(' + ^) 


welche  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  eine 
Gleichung  liefert,  nämlich 

Um  in  Zähler  und  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  gleich  viel 
Factoren  zu  haben,  zerlegen  wir  noch  wie  folgt 

—  — —  .  w^— i 

ft  +  n        ft  +  w 

und  bemerken,  dass  der  Bruch  n  :  ({i  -\-n)  gegen  die  Einheit  con- 
vergirt;  es  ist  dann 

16* 
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5)     r(fO  =  JHm(- TT-— T-77 TT2 i"1^"1 

y        ^  Ifi     /i  +  1     /t  +  2         ft-fn  —  l 

wofür  auch  das  unendliche  Product 

r<  \  —  —  2!*  Sf*  4^ 

6}     i  W  —   ^  •  ^-i^  +  x)  "  2,"-i(f*  +  2)  '  BP-*(p  +  3)  '  '  ' 

gesetzt  werden  kann*). 

Entwickelt  man  nach  einer  der  Formeln  4),  5)  oder  6)  die  bei- 
den Functionen  jT(A)  und  /"'(A  -j-  *)>  so  gelangt  man  zu  der  Relation 

7)  r(i  +  i)  =  ir(A)f 

die  auch  aus  Nro.  1)  durch  theilweise  Integration  hergeleitet  werden 
kann.     Nach  dieser  Relation  ist  weiter 

r(l  +  2)  =  (A  +  1)  r(k  +  1)  =  (1  +  1)A  JT(A) 
und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  q 
8)         r(q  +  A)  =  A(A  +  !)(*  +  2)..,(A  -f  g  —  1)  .  T(A). 

Diese  Gleichung  dient  u.  A.,  um  Gammajtanctionen  unecht  gebro- 
chener Argumente  auf  Gammafunctionen  echt  gebrochener  Argumente 
zurückzuführen.  Ist  nämlich  /*  keine  ganze  Zahl,  so  kann  man  sie 
in  eine  ganze  Zahl  q  und  in  einen  echt  gebrochenen  Rest  A  zerlegen; 
die  Formel  8)  zeigt  dann,  wie  T(fi)  =  r(q-{- k)  aus  F(A)  herzu- 
leiten ist.  Zugleich  erhellt,  dass  eine  Tafel  der  numerischen  Werthe 
von  r  nur  das  Intervall  A  =  0  bis  A  =  1  zu  umfassen  braucht. 

Berechnet  man  nach  Formel  5)  die  drei  Functionen  JT(x), 
r(x  +  A)  und  r(K  —  A),  wobei  z  >  A  >>  0  sein  muss,  so  findet 
man  leicht 

[r(x)]i 


~V       dl1       («+1)8JL1       (x  +  2)J 


r(x  + 1)  rix — A) 

r 

specieller  für  x  =  1  wird  JP(x)  =  1,  und  das  unendliche  Product 
rechter  Hand  erhält  dann  einen  bekannten  Werth;  es  ergiebt  sich 

1  sink  % 

r(l  +  A)  T(l  —  A)  ■"  ~Äi~ 


*)  Die  obigen  Productenformeln  sind  von  Gauss  in  der  vorhin  er- 
wähnten Abbandlang  auf  anderem  Wege  entwickelt  worden.  Man  kann 
sie  auch  als  Ausgangspunkt  d.  h.  als  Definition  von  r(p)  benutzen,  und 
es  ist  dies  in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  man  negative  oder  complexe 
/u  zulassen  will,  weil  das  in  Nro.  1)  angegebene  Integral  für  solche  /i 
nicht  immer  einen  bestimmten  Werth  hat.  Wegen  des  überaus  seltenen 
Vorkommens  dieser  Fälle  haben  wir  den  historischen  Gedankengang  bei- 
behalten, und  verweisen  dafür  auf  die  Abhandlung  von  H.  HankeKin 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IX,  S.  1. 
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oder  umgekehrt 

1X1+4)1X1-1)»^,     .0<i<l. 

"Wegen  .T(l  -{-  A)  =  lT(k)  kann  man  dafür  schreiben 

9)  rWr(i-A)  =  s-J^,     o<i<i, 

und  es  ist  hieraus  ersichtlich,  wie  die  Gammafunction  eines  zwischen 
|  und  1  liegenden  Argumentes  auf  die  Gammafunction  eines  zwischen 
0  und  \  enthaltenen  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Der 
specielle  Fall  X  =  |  giebt 

io)  rfl)  =  V«, 

woraus  nach  Nro.  8)  folgt 

n)  r<a  +  j)  =  1-3-5"2<f(2g~1)  Vä. 

Zufolge*  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  rQi)  ist  also 


/• 


0 

welche  Formel  durch  die  Substitution  o?  =  je?2  in  die  auf  Seite  151 
entwickelte  Formel  übergeht. 


n.  Bestimmte  Integrale  für  l  JTfy). 

Da  r([i)  in  Form  eines  Productes  dargestellt  werden  kann,  so 
liegt  es  nahe,  den  Logarithmus  von  r(fO  genauer  zu  untersuchen. 
Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir  ein  paar  Bemerkungen  über  gewisse 
bestimmte  Integrale  voraus. 

Wie  leicht  zu  sehen  ist,  bleibt  die  Function 

w(z)  =  - 

TV  '        1  —  er-'         z 

endlich  und  stetig  für  alle  positiven  0,  und  zwar  wächst  sie  von 
<p(0)  =  |  bis  qp(«>)  =  1;  hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Inte- 
grales 


q>(z)e—*d# 

o 
zwischen 
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I  \e~*dz  =  \       und         /e-*ete=l 

o  o 

enthalten,  also  von  endlicher  Grösse  ist.     Er  mag  künftig  mit  G  be- 
zeichnet werden.     Statt  der  Gleichung 

0  i 

schreiben  wir  die  mit  ihr  identische 

und  entwickeln  hier  das  zweite  Integral.    Bei  unbestimmter  Integra« 
tion  ist 

A-^b-i  +  rb>-,(a=?fi±?}- 

und  da  dieser  Ausdruck   sowohl  für  z  =  oo    als  für  £  =  0  ver- 
schwindet, bo  reducirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

•«         Ab  —)S-* 

0 

Hierin  setzen  wir  das  eine  Mal  #  =  aa?,  nachher  v  =  bx,  wo  a  und 
b  positive  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten,  und  subtra- 
hiren  beide  so  entstehende  Gleichungen  von  einander;  wir  erhalten 
dann  die  neue  Gleichung 

Pf  1  _J_\   ^  fi        «X  bx\   dX  —   A 

J  Vi  +  ax  ""  1  -f  Ix)  x   ~  J  (*~      ~  *"    )  T  ~  °' 

0  u 

worin  sich  der  Werth  des  ersten  Integrales  leicht  auf  gewöhnlichem 
Wege  finden  lässt.     Wir  gelangen  damit  zu  der  Formel 

14)      yi(ff-a*_6r-»*)^_^l\  a>0,     &>0. 

o 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  alle  Glieder  der  end- 
lichen Reihe 

in  bestimmte  Integrale  zu  verwandeln;  man  erhält  einen  Ausdruck 
von  der  Form 


! 
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=  A  T- 


CO 

s 

o 

und  zwar  ist 
tf=  (e-<M*_e-*)  _j_  (e-ifi  +  vx^  e-2x}  -f  .  .  . 

•  •  •  +  (e-^  +  »-1>jr  —  e~nx)  +  0*  —  l)(e-*  -  er-»*) 
oder  nach  der  Summenformel  für  geometrische  Progressionen 

1  -—  e~~inx 

U  =  (9-1*'  -  *-«) — —  ,+•  (ft  -  1)  («—  -  6—*). 

1  —  e 

Zufolge  des  ursprünglichen  und  des  nachherigen  Werthes  von  S  hat 
man  nun  folgende  Gleichung     •         ■         . 

ir\  i f 1  .  2  ,  3  .„  .  ,  ,  ,  » A 

••'.,  %(f*+l)0i+2)....<ft+W-l)n^       ) 


oo 


"1=5=5- +<>■- i)«-J  7 

0 


l\em~x em^iux  1    1 

0 

Für  das  letzte  Integral  ist  die  Bemerkung  wesentlich,  dass  die 
Function  i 

i    1  —  er*  W        ])  x  ~  x(l  —  e~x) 

••  1  _  .J*  +  J*a 

für  alle  positiven  x  endlich  und  stetig  bleibt,  dass  mithin  ihr  Mini- 
mum A  und  ihr  Maximum  B  endliche  Grössen  sind.  Demzufolge 
liegt  der  Werth  des  letzten  Integrales  in  Nro.  15)  zwischen 


00  CO 


Ae~**dx  = —     und      I  Bernx  dx  = — , 

n  J  n 

0  \0 

er  convergirt  daher  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null. 
Gehen  wir  jetzt  in  Nro.  15)  zur  Grenze  für  n  =  oo  über,  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichung 


00 


0 

welche  späteren  Untersuchungen  als  Basis  dienen  wird. 

In  dem  speciellen  Falle  ft  =  J  wird  die  vorige  Gleichung  zu 
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0 

oder  für  x  =  2y 

Hieraus  lässt  sieb  noch  eine  andere  Integralformel  herleiten,  wel- 
che wieder  zur  Umgestaltung  von  Nro.  6)  dienen  kann.   Die  Function 


*(* 


)  =  /!  +  ! l—\L 


•  • 


die  sich,  falls  z2  <  (2rc)2  ist,  auch  unter  der  Form 

darstellen  lässt,  bleibt  nämlich  für  alle  positiven  e  endlich  und  ste- 
tig, mithin  besitzt  das  Integral 


OD 


Ö 

einen  endlichen  Werth,  den  wir  vorläufig  G  nennen  wollen«    Zu  der 
so  gebildeten  Gleichung 


09 


0 

addiren  wir  die  folgende 


/N^  -  -}  H  -  >• 


0 

welche  aus  der  unbestimmten  Integralformel 


n-^-^n—- 


8 

unmittelbar  hervorgeht,  und  erhalten 

0 

wo  H  zur  Abkürzung  dient.  Statt  z  substituiren  wir  das  eine  Mal 
ax,  das  andere  Mal  Z>#,  multipliciren  die  erste  so  entstandene  Glei- 
chung mit  a,  die  zweite  mit  5,  und  ziehen  das  erste  Product  vom 
zweiten  ab;  unter  Voraussetzung  positiver  von  Null  verschiedener  a 
und  b  giebt  dies 
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0 

a  >  0,     b  >  0. 

Die  Constante  H  bestimmt  sich   durch    die  Specialisirung   a  =  1, 
1=  2,  für  welche  man  erhält 


# 


«/  Ic*  —  1 

0 

-A 


e2x  —  1 


+  $* 


X 


1  i      o  )  dx    ,    ,    /\     „         *-\  dx 

-  i-- }  T  +  \J  <«-'—-)  - 

0  0 

d.  i.  nach  Nro.  17)  und  14) 

B  =  \ln  +  \12  =\l(2n). 
Die  Formeln  18),  19)  und  20)  werden  jetzt 

2i)  Ixi  +  i-T^Aj6-'*'^^-1' 

0 
0 
0 

a  >  0,      b  >  0. 

Um  die  Gleichung  16)  mittelst  dieser  Formeln  umzugestalten, 
schreiben  wir  statt  jener  Gleichung  die  mit  ihr  identüohe 


irQi) 


0/  la?        a  1  —  e~xJ    a? 


00 


—  e-/"; 


0 

«o 

+   I  \pe-ex 


+./W 


a; 


da; 


a? 


2 

2J 


a? 


e—fxdx. 


Nach  Nro.  22)  ist  der  Werth  des  ersten  Integrales  =  \H2n)\  der 
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Werth  des  zweiten  folgt  aus  Nro.  14)  und  ist  =  lp\  das  dritte  In- 
tegral wird  mittelst  der  Formel 

C\         ',       1  —  e-t**\  dx       1  —  e-P* 
J  v  x        i   x  ar 

gefunden  und  hat  den  Werth  —  ft;  demnach  ist 

24)  ir(j0  =  |l(2*)  +  (fi-jjlf»-fi 


n    J  11  —  er*        x         2)  x 


Bevor  wir  die  Formeln  16)  und  24)  weiter  entwickeln,  schal- 
ten wir  erst  einige  Bemerkungen  ein,  welche  die  Differentialquo- 
tienten 

**M-r(u)  und  1HM_£V) 

dfl    —  i  W  «*<»     d(l    —  r(/t) 

betreffen.     Aus  Nro.  16)  folgt 

ir((i  +  d)  —  irQi)_    f\  _x        xe-P*      i  —  e-<?*\  dx 
ö  —  J  r  1  —  e~*'        dx       J   *' 

0 

und  wenn  hier  die  bekannte  Ungleichung 

1 p—dx 

benutzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  vorigen  Differentialquotienten 
die  Ungleichung 

J  r  1  -  tr*i  x  ^  $  ~~' 

0 

o  0 

Im  letzten  Integrale  ist  x  :  (1  —  er*)  immer  positiv  und  <  1  -f  0, 
mithin  besitzt  das  Integral  einen  endlichen  Werth,  der  einen  Bruch* 

theil  von  —-  +  —  ausmacht.     Das  Product  aus   6  und  dem  Inte- 
r         r 

grale  convergirt  demnach  gegen  die  Null,  wenn  d  unendlich  ab- 
nimmt, und  dann  geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  Glei- 
chung über 
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rsetzt  man  sie  durch  die  mit  ihr  identische 

ajp»       Ar-  -  e-,*     _  fii n 

dp  J      1  —  er*  J  11  —  e-*        a?J 

o  o 

d  hat  man  auch  nach  Nro.  12) 

i/      1  —  e~* 


o 
►der,  wenn  e—*  =  £  substituirt  wird, 

<nroo  =  / 1  -  *-*  dt  _  0< 

au  t/         1  —  £ 

1  o 

voraus  noch  folgt 

i     i 

27)     _     .  i»  -  i» 


lo  J 


Diese  Formel  zeigt,  dass —  G  der  specielle  Werth  ist,  den  -PQO  für 
it  =  1  annimmt,  und  es  ist  daher 

28)  _  c  =  r (i)  ==  xmHIl+il, 

wo  <$  wie  vorhin  eine  unendlich  abnehmende  Grösse  bezeichnet. 


HL  Das  Theorem  von  Gauss. 


Setzt  man  in  Formel  16)  der  Reihe  nach 

**  =  *•    A  +  -,     A  +  -,  ...    A+-=— 

vo  h  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Addi- 
son aller  so  entstehenden  Gleichungen 

J{r(A)r(A  +  I)r(A4-4)...r(A  +  LzLl)} 

CO  « 

dx 


J  _*         1  —  er*  ^  \  2    /        f   s 

o     li  -e    *  J 

der,  wenn  man  hx  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 

!|iWr(»  +  i)r(x  +  })...r(> +  *=!)} 


p\   e-**-*  he-*x      .(..      h  +  l\     .\  dx 
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Ferner  ist  nach  Nro.  16) 


lT(kX) 


=/R^+<»-H£ 


diese  Gleichling  ziehen  wir  von  der  vorhergehenden  ab  und  { 
der  Differenz  folgende  Form 

i  {w)r(>.  +  i) . . .  r(i  +  *=!)}  _  (r(M) 

00 

+  a-w)/(*--«-*i)^f- 

o 
Nach  Formel  23)  hat  das  erste  Integral  den  Werth  §(fc—  1)7( 
das  zweite  Integral  ist  =  Zft,  wie  man  aas  Formel  14)  ersieht! 
somit  ergiebt  sich  die  Gleichung 

i{mr(i  +  }) .  •  •  r(i  +  k-^)}  -  ir(U) 

=  \(k- 1)1(2«)  +  d-*A)Zfc 

Geht  man  von  den  Logarithmen  auf  die  Logarithmanden  zurüc 
erhält  man  das  bemerkenswerthe  Theorem*) 

29)       mr(i  +  ±)r(i+*)...r(i  +  *=l) 

In  dem  speciellen  Falle  k  =  —  wird  linker  Hand  der  1 
Factor  =  1  und  es  bleibt  die  einfachere  Gleichung 


*)  Legendre  beweist  diesen  Satz  mit  Hülfe  unendlicher  Re 
die  jedenfalls  der  Sache  fremd  sind;  8.  Traite  des  fonctions  ellipti 
Tome  II,  p.  439,  Nro.  93.  Der  von  Cauchy  in  den  Exercices  de 
thematiques,  livraison  15,  pag.  91  gegebene  Beweis  gründet  sich  au 
im  Abschnitte  IV.  vorkommende  Formel  37).    Lejeune-Dirichle 

nutzt  in  Grelle' s  Journal,  Bd.  15,  S.  258  eine  Formel  für  — -~^ 

erst  den  nach  X  genommenen  Differentialquotienten  der  Gleichun; 
und  dann  letztere  selber  zu  entwickeln,  wobei  jedoch  vorausgesetzt 
den  muss,  dass  man  die  speciellere  Formel  SO)  schon  kenne.  Der  < 
neue  Beweis  dürfte  wohl  am  einfachsten  sein. 
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so,        r(i)r(f)  •  ■  ■  if=!)  =  V^, 

die  sieb  auch  aus  der  unter  Nro.  9)  bewiesenen  Relation  herleiten 
lasst. 


IV.  Unendliche  Reihen  für  irfa). 

Um  zu  einer  Reihenentwickelung  für  irQi)  oder  IT(1  +  ft)  zu 
gelangen,  kann  man  verschiedene  Wege  einschlagen,  je  nachdem  man 
von  der  einen  oder  anderen  der  Gleichungen  5),  16)  und  24)  ausgeht. 

a.  Lässt  man  in  Nro.  5)  fi  +  1  &n  die  Stelle  von  ja  treten  und 
bezeichnet  für  den  Augenblick  mit  q  eine  Grösse,  welche  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist 

r(l+ii)  +  q  =  — L_  •  r-? £—  nfi 

mithin 

l{r(l+li)  +  Q}=(iln-l(l  +  fj-l(l+^ ?(1  +  ») 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  ft  ein  positiver  oder  negativer  echter 
Bruch  ist,  können  rechter  Hand  alle  negativ  genommenen  Logarith- 
men in  unendliche  Reihen  verwandelt  werden ;  dies  giebt  bei  Anord- 
nung nach  Potenzen  von  fi 

MAi  +  iO  +  W  =  -(y +  !  +  !+•••  +■£-*»)*» 

T    2   \1»  ~  2*  ~  32  ~  ~  nV 

^  3    \18        23  ^  33  ^  ^  W 

+ 

Lassen  wir  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  o  gegen 

die  Null,  ferner  wird 

Um(j  +  i  +  ?  +  "-+  |  ""  *W)  =  '• 

wo  0  =  0,57721506  .  .  die  schon  auf  Seite  436  des  ersten  Theils 
bestimmte  Constante  ist,  ferner  gehen  die  Coefficienten  von  ft2,  fi3,  etc. 
m  convergirende  unendliche  Reihen  über,  für  deren  Summen  wir 
die  Bezeichnung 

8>  =  Tp  +  h  +  h  +  --\>     i>>1 
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in  Anwendung  bringen  wollen.     Nach  diesen  Erörterungen  ist 
31)    ir(l+p)  =  -cf*  +  £S,f*2-§&f*8  +  \S4p 

-  1  <  f*  <  +■  1. 

Dividirt  man  beiderseits  mit  (i  und  lasst  dann  ft  gegen  die  Null  conr 
vergiren,  so  ergiebt  sich  nach  Formel  28)  die  Gleichung  C  =  c; 
die  früher  vorläufig  durch  C  bezeichnete  Constante  ist  demnach 
identisch  mit  der  sogenannten  Constante  des  Integrallogarithmus 
(vergl.  Seite  195). 

Aus  Nro.  31)  folgt  weiter 

ir(i  -f,)  =  cii  +  §s,<**  +  |Sift»  +  \stli*  +  •  •  •  • 

-  1  <  ft  <  +   1; 

diese  Gleichung  sabtrahiren  wir  von  der  vorhergehenden  und  berück- 
sichtigen hierbei  die  Relation 

r(i  +  ft)_    [rq+ft)?*  _[r(i  +  ft)]*sin^ 
r(i— (i)     pr(ii)r(i-ii)—  ?* 

wodurch  entsteht 

ir(i  +,»)  =  |*(^)  -  («i»+i*^+|fliF»+-)- 

Um  die  Gonvergenz  der  Reihe  zu  erhöhen,  addiren  wir  zur  vorigen 
Gleichung  die  folgende 

° = -  KH^Jü  +  »**  +  **•  +  &■+  "" 

und  erhalten  ein  Resultat  von  der  Form 

32)    ir(i  +  (l)  =  \i(J^-)-\i(y^t) 

8   Vfltnptt/        2  \1  —  (ij 
+  Cif*  —  Csn*  —  C5ft5 ,     0  <  f*  <  1, 

worin  die  mit  Ci,  03,  (75,  etc.  bezeichneten  Goefficienten  folgende 
Werthe  haben 

Oi  =  1  —  C=  0,42278  43351 , 
C$  =  |(S3  —  1)  =  0,06735  30105, 
<?5  =  £($->  —  1)  =  0,00738  55510, 
G  =  i($  —  1)  =  0,00119  27539, 
Q)  =  1(89   —  1)  =  0,00022  31548, 

Gn=u  (s"  —  !)  =  0,00004  49262 , 

u.  s.  w. 

Durch  beiderseitige  Subtraction  von  1p  findet  man  aus  Nro.  32)  aucb 
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2  r(ji).    Uebrigens  kann  man  wegen  Nro.  9)  immer  [i  <  §  voraus- 
setzen, und  dann  convergirt  die  obige  Reihe  sehr  rasch*). 

b.    Nimmt  man  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen 

0 


00 


# 


/( 


l  —  <r-* 


*  1   d£ 


und  beachtet  hierbei  die  Relation 

ir(i-p)  =  i\—Z-. — 1, 

so  erhält  man  die  Formel 

33)  2ir((i)  —  lir-\-  Isinpn 


—  (1  — 2p)er-* 


IT 


die  sich  auf  folgende  Art  weiter  entwickeln  lässt.  Für  beliebige  a 
und  ein  zwischen  - —  it  und  -f*  Ä  enthaltenes  co  gelten  bekanntlich 
die  Gleichungen 

%  tftio  —  e~«w         Ismo 


2  e«*  —  e~*n 


«2   +    12  «2   _|_    22 

siwo  sin2oo 


2  sin  2  co         3sin3a 
+ 


+ 


a*  +  32 
sin  3  es 


•  •  •  • 


•   •  •   r 


0? 


ftr  a  =  rr—  und  o  =  (1  —  2tt)#  wird  hieraus 


.(HO 


*  "(HO* 


1*  -1* 

62      -   0    2 


[2%sm2\i% 

~  \x*  -f  (2*r)2 


+ 


4:%  sinken        6itsin6(in 


+ 


—  +  •■•} 


SB«    4-   (4«)2      '      £*    +   (6 

.  (sin2un    ,    siniuit    ,    sin6u,7C    ,  \ 

l-^ÄM-ir-  +  -4f-+.-6T- +  •••■•/•_ 

und  diese  Gleichungen,  welche  für  beliebige  x  und  echt  gebrochene 
positive  ft  gelten,  können  nun  zur  Entwickelung    des  Integrales  in 


*)  Dieselbe  ist  auf  ganz  anderem  Wege  von  Legendre   entwickelt 
*c£|     worden  im  Traite*  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  Chap   X,  Nro.  90. 
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Nro.  33)  benutzt  werden.     Man  erhält  zunächst  ein  Resultat  von 
der  Form 

34)  2  ZI»  —  lit  +  Isiniiit 

=  4:(b2sin2^7t  -|-  fc4sm4f*jr  +  56sin6f*&  +  •  •  •  •) 
worin  die  Coefficienten  52*  b4,  etc.  durch  die  Gleichung 


n       2nn e~x  )  dx 

~  J  L*  -f  (2nizy  ~  2mt\  ~x 


'2n 

0 

bestimmt  sind.     Der  Werth  dieses  Integrales  ergiebt  sich  mittetet 
der  Zerlegung 

1 


hn  = 


2n% 


J  \1  -f  x       4nW  +  xy      ^J  \1  + 


in        -       ■  ■    "  '  «        -    +X  '* 

10  0 


und  zwar  ist  derselbe  zufolge  der  Formel  13) 

&2B  =  2^{*(2wär)  +  ^ 
Hiernach  erhält  man  aus  Nro.  34)  durch  Division  mit  2 

irQi)  —  \lit  +  \lsinpit 
l(27t)  +  G  .  1(4«)    +  C  .    .    ^ 

%  2it 

,     *(6*)    +  0  .  Ä  . 

_j n — ^ — i smüpit  +  •  •  ♦, 

ölt 

und  wenn  man  noch  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfasse  welche 
den  gemeinschaftlichen  Factor  In  ^  G  besitzen,  so  wird  schliesslich 

35)    ZI»  =  (1— fi)to  +  C(|  —  ji)  —  \lsin(in 


+ifi 


Z2  •   rt         .   ^4   .    .         ,    Z6   .   „ 
sm2^jr-|---$itt4fi.jr-f-  — smofi«  + 

2  o 


wobei  ft  zwischen  0  und  1  enthalten  sein  muss  *). 

c.  Behufs  einer  weiteren  Entwickelung  der  Formel  24)  schicken 
wir  folgende  Bemerkung  voraus.  Die  Gleichung  6)  auf  Seite  270 
des  ersten  Theiles  lässt  sich  schreiben 

2     -i-i 


1   _  e-2y  y 

—  rc2  +  y2       (2ä)3  -f  #2  "r  (3*r)*  +  y*  -*" 


•  •  •  •  • 


*)  Zu  derselben  Formel  ist  Kummer  auf  anderem  Wege  gelangt  in 
Crelle's  Journal,  Bd.  35,  S.  1. 
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und  giebt,  wenn  y  =  \x  gesetzt  und  beiderseits  mit  2  dividirt  wird, 

1  11 


1  —  erx        2        x 
2x  i  2x  i  2x         | 


(2ä)2  +  «2    *    (4*r)2  +  «2    '    (6rc)2  -f  »3 
Mit  Hülfe  der  identischen  Gleichung 
x        x        &    ,    xfi 


•  •  •  ■  • 


a2  -f  s*       a2  s     a4    '    a6 


3j2*— 1  r2*-fl 


a2*      '    v       '  a2*(a2  -f  s2) 

kann  man  alle  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  stehen- 
den Brüche  in  endliche  Potenzenreihen  umsetzen,  und  zwar  erhält 

man 

1  1  1 


1  —  er-*        x         2 

X  ^     .,  X9  4-  "TT— TT  x5  —  .  .  .  • 


2S2  2S4     8   ,      2& 

(2jt)2  (2^)4       "*"  (2*r)6 


darin  haben  &,  S«,  .  •  •   dieselbe  Bedeutung  wie  in  a,  und  T2*  ist 
zur  Abkürzung  benutzt,  nämlich 

1_  1  1  1  .     1  1 

2*  —  l2*  *  (2n)*  +  s*  +  2a*  '  (4*r)2  +  s2  +  32*' (6rc)2  +a2  +  "# 

Man  bemerkt  augenblicklich,  dass  T2*  positiv  und  kleiner  ist  als 

l2*  '  (2*r)2  "^  22*  "  (4rt)2  "r  32*     (6jt)2  i  —  (2  jt)2  ' 

man  kann  folglich 

rp      g&*  +  2 

l2>—  "(2^" 

setzen,  wo  e  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.     Drückt  man 

noch  S2,S4  etc.  durch  die Bernoulli'schen Zahlen  aus  (Thl.I,  S.244, 

Formel  28),  so   gelangt  man  zu  folgender,  für  jedes  x  gültigen 

Gleichung 

1  11 


1  —  er*        x         2 
^BjX  __        Bzx*  Bhx*       _ 

^  1.2        1.2.3.4+1.2...6 


^        '        1.2...(2*)^V        '   1  .2...  (2* +  2) 

8chlömilch,  Aualysis.  IL  17 
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Diese  lässt  sich  nun  zur  Transformation  von  Nro.  24)  benutzen,  und 
zwar  ergiebt  sich  zunächst 

+  -^-  I  e-?**dx  —  - — -^- — -  /  x*erf**dx  -f 
^1.2«/  1.2.3.47 


•  •  • 


o  o 


•'  +  (-»t-1-&it)pt-^ftxd* 


(»>., 


0 

Für  die  h  ersten  Integrale  liefert  die  Formel 

1.2.3  .  .  .p 


I 


9 

xPe"~(xxdx  = 


up+1 

o  r 

alle  nöthigen  Werthe;  das  letzte  Integral  ist,  wegen  0  <  *  <C  h 
zwischen  Null  und 


/■ 


x*kerl*xdx 
o 

enthalten,  und  kann  folglich  einem  Bruchtheile  dieses  Integrales 
gleichgesetzt  werden.  Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man,  unter  Q 
einen  nicht  näher  bezeichneten  positiven  echten  Bruch  verstanden, 

36)    irö*)  =  |I(2jr)  +  fr-|)If*-fi 


+  ; — ä — 7.  -"  o — a — ^  t 


1  .  2  .  f»        3.4.fi3    '    5.6.f*ß 


«  • » 


•  • 


Tl  J  (2fc— l^fc.f*2*-1^  V  (2Ä+l)(2Ä+2).ft2*+1' 
woraus  sich  durch  beiderseitige  Addition  von  Zft  noch  eine  Formel 
für  ir(l  -J-/&0  herleiten  lässt.  Uebrigens  darf  diese  Reihe  nicht  ina 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  weil  dann  Divergenz  eintreten  würde; 
gleichwohl  bietet  die  obige  Formel  namentlich  bei  grossen  ft  wesent- 
liche Voitheile,  denn  schreibt  man  kurz 

»J»  =  i*(a«)  +  0*-D?p  -  **  +  «, 

so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  unter  jener  Voraussetzung  8  sehr 
wenig  beträgt.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch 


™  -  Vt  (#'• 
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ind  da  s  sehr  klein  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

37)  JH»  =  ]/y  (f  )"  (1  +  0, 

wo  d  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  ft  unendlich  wächst.  Für 
ganze  positive  fi  gehen  diese  Formeln  in  die  schon  von  Stirling 
angegebenen  über. 

d.  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Formel  24)  zurück,  um  die- 
selbe auf  andere  Weise  umzugestalten.  Durch  Substitution  von 
1  —  e~x  =  t  verwandelt  sich  dieselbe  in 

38)  ir((i)  =  JI(2*)  +  (f»-DIfi-(i 

und  hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Factor,  womit 
(1  —  t)f~1  dt  unter  dem  Integralzeichen  verbanden  ist.  Aus  der  leicht 
zu  prüfenden  Integralformel 


/ 


=  l»(l-«)-(}-») 


<§-»)[l-(l-W« 

(1-0"        (i-0e 


»(i  —  O      P(i-0]» 

folgt  nun  durch  Einführung  der  Grenzen  v  =  1  und  v  =  0 

l 

0 

_  fi  _  i*  4.        «       1        * 
—  \  ■*  T"  ?(!_«)/  1(1— t) 

ferner  durch  beiderseitige  Division  mit  t  und  umgekehrte  Anordnung 

(i_±  +  _J_J_L_ 

—  J  (j— «0 ~t -äv. 

o 

Sa  v  positiv  ist  und  t  die  Einheit  nicht  überschreitet,  so  lässt  sich 
(1  —  t)v  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln  (Thl.  I,  S.  214);  die 
Integration  der  einzelnen  Glieder  liefert  dann  ein  Resultat  von  der 


?orm 


IT 
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3») 


II  -  I  -4-  — 2—1        * 
1*  2   ^  ?(1  — 0/  Hl—*) 


1    T  1  .  2     ^1.2.3^1.2.3.4^ 

worin  die  Coefficienten  alf  02,  etc.  folgende  Werthe  haben 

1 


•  .  .  • 


=J  (\  —  v)vdv  =  —  £f 


«1 

0 
1 


o*  =j<k  —  9)v(l—  v)dv  =  0, 


0 
1 


a*  -./ö -«)»(i  -•)  (2  -•)  <*»  =  "Ar. 


0 
1 


«4  =^(1  -«•)•  (1  —  »)(2  -t>)(3  —  •)  dt>  =  £, 


I 

40)  ««  =    A-f)r(l-r)(J-r)  .  . .  (*»  —  1—  •)* 


Durch  SuUttitution  von  Nro.  39)  in  Nro.  38)  ergiebt  neh  weiter 
ll\ji)   ^J/(i»^  +  Ö4-J)/|»-^ 

und  w*i\n  m*n  rechter  Hand  die  einzelnen  Theile  integrirt,  so  ge- 
tankt m*i\  tu  der  Formel 

**VW  den  Wwüteil  Kit**!*  d*$s  die  Reibe  för  »De  positiven  p  con- 
v*r$ir4  und  ***r  etlir  gut»  frUs  p  einicereaaami  gross  ist*). 


•^  F*r  d>*  fcn£$**vs>*ia  IjO?*r&»«&  ra  T{«4  kdt  Legendre  im 
«*-<MW*  U*ft^*  d<*  TViuV  *U>*  fofctt»  «wüpi.  «m  xmliek  omfiuigtiche 
V***,  ^v^^  «v«  *<*Mfc*?  *wä?*  Wmfee  la*r  Ftaz  fbrie*  Bögen. 
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V.   Unvollständige  Qammafunotionen. 

Mit  dem  Namen  „unvollständige  Gammafunction"  möge  im  Fol- 
ien das  bestimmte  Integral 


X 

I 


xu~1er*dx 


»lehnet  werden,  welches  für  x  =  oo  in  r(fi)  übergeht.  Die  Berech- 
£  desselben  hat  bei  kleinen  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  er- 
mittelst der  Exponentialreihe 


X 

I 


x^—1erxdx 


xt* 


fj^ 1^      x  JL__  j^_ 1_     a?3  | 

Ift         T  fi-f  1  +  1.2  f*  +  2         1.2. 3ft+3^  J    * 

■  einigermaassen  grosse  x  (wie  z.  B.  schon  für  x  =  10)  wird 
r  diese  Formel  so  unbequem,  dass  man  sich  nach  einer  anderen 
hode  umsehen  muss. 
Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  /i  ist  nun 

*  «>  <x> 

/  Xiu-1crxdx  =  I  Xiu~1e-Xdx  —   /  xiA-1e^xdx, 

0  0  X 


p 

log  I» 

P 

log  i» 

1,00 

0,0000000000 

1,50 

0,947  544  9407  —  ] 

1,05 

0,988  337  8588  —  1 

1,55 

0,948  837  4414  —  1 

1,10 

0,978  340  6740  —  1 

1,60 

0,951 102  0175  —  ] 

1,15 

0,969  900  6960  —  1 

1,65 

0,954  298  8754  —  ] 

1,20 

0,962  922  5038  —  1 

1,70 

0,958  391 2457  —  ] 

1,25 

0,957  321  0837  -  1 

1,75 

0,963  345  0589  —  ] 

1,30 

0,953  020  2772  —  1 

1,80 

0,969  328  6662  —  ] 

1,35 

0,949  951 5142  —  1 

1,85 

0,975  712  5966  —  1 

1,40 

0,948  052  7714  —  1 

1,90 

0,983  069  3441  —  ] 

1,45 

0,947267  7075  -  1 

1,95 

0,991 173  1822  —  ] 
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X 

woraus  hervorgeht*  dass  es  nur  darauf  ankommt,  das  zweite  Integral 
zu  entwickeln.  Ist  (i  i>  1,  so  kann  man  zunächst  die  theilweise 
Integration  anwenden  um  den  Exponenten  von  x  zu  verringern;  man 
erhält  nämlich 

/oo  00 

xl*-ler-*dx  =  ap-*er*  +  (ft—  1)  /  xt*-*e-*dx. 

X  X 

Im  Falle  f*  >»  2  läset  sich  rechter  Hand  dasselbe  Verfahren  wieder- 
holen, und  es  wird, 

Jx^-lc-xäx 

*  i 


oo 


=  [xt*-1  +  Qi—l)x?*-2]e-x  -f  (jz  —  l)(ft  —  2)  i xP-*er 

X 

Bei  ganzen  \i  kommt  man  durch  hinreichend  vielmalige  Anwendung 
dieser  Operation  auf  das  Integral 

00 

/  <rxäx  =  er*; 


X 


liegt  dagegen  (i  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  q  und  q  -\-  1,  so  fub^ 
die  g-malige  theilweise  Integration  auf  das  Integral 


/  xl*—1" *erxdxt 


worin  {*  —  1  —  q  ein  negativer  echter  Bruch  ist.  Um  dasselt*e 
weiter  zu  entwickeln,  setzen  wir  den  positiven  echten  Bnu^-* 
q  +  1  -r  [i  =  A ,  schreiben  unter  dem  Integralzeichen  v  statt  ^ 
so  dass 


/  xt*~l-*er*dx  =  /  -je-'dv 


X 


ist,  und  substituiren  rechter  Hand  v  =  #(1  4"  w);  es  ist  dann 

x  0      v 

Zufolge  der  Definition 
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I\JL)  =fz*- 


CO 

0 

hat  man  weiter  für  z  =  at ,  wenn  a  eine  positive  Constante  be- 
zeichnet, 

9-*e-**dt     oder     ^  =  JL- [&-*€-** dt> 
o  o 

und  hiervon  lässt  sich  für  a  =  1  +  u  Gebrauch  machen  um  die 
vorige  Gleichung  zu  transformiren,  nämlich 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  erlaubt  ist,  die  Reihenfolge  der  In- 
tegrationen nach  t  und  u  umzukehren ;  das  Doppelintegral  geht  dann 
über  in 


/)  CD  CO 

tx-l<r*dt  fe-(*+»udu  ^ft^e-'dt—^ 

0  0  0 

lind  es  entsteht  die  Gleichung 

SC  vi 

Wir  erinnern  nun  an  die  in  Thl.  I,  S.  169  bewiesene  identische 
Gleichung 

1       iß        ß(ß  +  l)(ß  +  2)  .  .  .  (ß  +  n-l)\ 
a  —  ß  \  et        a  (a  +  1)  (a  -f-  2)  .  .  .  (a  -|-  n  —  1) 

_       ß  ß(ß  +  l)         .         .     ß(ß  +  l)...(ß  +  »-2)  . 

—  a(a+l)i~a(a  +  l)(a  +  2)i~  "  "1"a(a+l)(a+2)..(«+w— 1)' 

für  «  =  a?,  ß  =  —  t  und  durch  beiderseitige  Addition  von  —  zie- 

x 

hen  wir  daraus 


;   £  +  t       K       J   x(x  +  l)(x  +  2)  .  .  .  (x  +  n  —  1)  2  -f  * 
1  *        ,        t(t—  1) 


o?       «(«+1)     #(tf+l)(.r-|-2) 


.    ^v        '        *(£  +  !)...(*  +  »  —  1)' 


und  untersuchen  vorerst  den  Quotienten 
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*—  1  *—  2  *  — n  —  1 


•  •  •  • 


s-f  1  x  +  2  x  +  n  —  1 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  t  zwischen  den  ganzen  Zahlen  k  —  1 
und  k  liegt,  nehmen  wir  n  ]>  k  und  zerlegen  den  fraglichen  Quo* 
tienten  in 


*— 1       *  —  *  —  1  *  — fc      *  — n  — 1        1  n— 1 


■••••« 


1  *— 1  k  n  —  1       a?+l     «  +  n-l 

Die  erste  Gruppe  lässt  sich  folgendermaassen  darstellen 

t  —  k  +  1  t  —  k  +  2  *  —  2  *  —  1- 

^^— ^—  •  — ^— •^— — ^—  •  •  •  •  ^— — —  •  -^ —  • 

1  2  *— 2  *  — 1' 

wegen  k  —  1  <  t  <  A;  sind  hier  alle  Factoren  echte  Bruche,  mit- 
hin ist  auch  das  Product  ein  echter  Bruch.  Die  zweite  Gruppe  ge- 
stattet die  Schreibweise 

<-«~('-{)(-rk)-(*-^i)- 

welche  zeigt,  dass  dieses  Product  gleichfalls  ein  echter  Bruch  ist 
Der  absolute  Werth  des  in  Nro.  45)  erwähnten  Quotienten  betragt 
demnach  einen  Bruchtheil  von 

1  .  2  .  3  ...(»—  1) 

(*+l)(*  +  2).. .(*+»—  1) 
und  es  ist  folglich,  wenn  £„  einen  positiven  oder  negativen  echten 
Bruch  bedeutet, 

_j__± *— +  -    <('_1> 


x+t        *        x(s+l)^x(x+l)(s  +  3) 

...  ■   /      ^-.   <(<-!)(<-  2)...  (<— IT^l) 
^v  x(x  +  l)(x+2)...(x+n  —  1) 

,  s  1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1)  f 

"r  "*(»  +  l)(x  +  3)  ...(«  +  «  _  1)'  J+T 
Diesen  Ansdrack  substituiren  wir  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  44) 
und  fahren  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein 

46)  "m  =  r|i)o/ '('~~ 1)('  ~2)  •  •  •  (*— i^i)'1-1^1««! 


0 


6"  =  iW^ic"'<"; 

v   "0 

wir  erhalten  dann 
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I  fr  (x        x(x+l)    '    x(xA-l) 


(x+1)    '    x(x+l)(x  +  2) 

«n— 1 


•  *   • 


+  (-l)»-i 


Lim 


=  0 


•  •>• 


x(x  +  l)...(x-\-n —  1) 

+  «(«+l)...(a?  +  n— 1)J 

Da  sn  zwischen  —  1  und  +  1  lieg**  weü  ferner  bei  positiven  x  der 
Quotient  1 :  (x  -f-  t)  endlich  bleibt ,  so  hat  fc„  immer  nur  endliche 
Werthe.  Nimmt  man  hierzu  die  Bemerkung,  dass  für  x  >  0  und 
unendlich  wachsende  n 

.    f     1  2  n  —  1 

Hfl  { : • ; •    •    •    •    ; 

[x  +  1  x  +  2  x  +  n  —  1) 

ist,  so  folgt  weiter 

t-    f         1.2.3...(n-  l)ft,        ) 

l*(»  +  1)(*  +  2)  .  .  .  (*  +  n  —  1)}  —    ' 
und  damit  gehl  die  vorige  Gleichung  über  in 

47)  /V'rf*  =  V'!1  ~  -r-i  +  ,   xi?   ^ 
i/  v*  sc*        l  a?  +  1        (#  +  l)(x  +  2) 

Die  Coefficienten  au  a2>  etc.  sind  leicht  zu  berechnen,  wenn  man 
unter  dem  Integralzeichen  die  Entwicklung 

t(t  —  1)(*  —  2)(t  —  3)  ...  (t  —  w  —  1) 

=  p»  _   Cl<m-l   +    C2^-2 -f(—   l)»-1  On-i* 

vornimmt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  die  Gleichungen 

T(A)      =  4f  T(A)      =  A(A  +  1)j  etC# 

beachtet.   Wendet  man  hierbei  die  abkürzende  Bezeichnung 

^±ä)  =  A(A+ 1)  . .  .  (A  +  ä-l)  =  [A] 

aa»  so  erhält  man 

m  m  —  1  m  — 2 

48)  am  =  [A]  —  d  [A]      +  C2  [A]      — 

Hiernach  sind  z-  B,  die  Werthe  der  fünf  ersten  Coefficienten 
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j:  =  1, 

h  =  [ l]  -  [l]  =  **, 

=1  =  [-/—  3Zi]  -f2ri]  =  ii  +  it 

j.  =  ;:;  -  o!  -  ii[i]  —  er*]  =  i<  +  42*  —  i. 

Jj  =  ll]  —  1-:-:*]  J-  33  [l\  —  50  [i]  J-  24  [i] 

IL  LT. 

Fr^g?  besage ststJk  sec£&lt  F*3e  der  Cli  ■  *■■&  47) 

Ftr  i.  =  1  erp«.* 


-'     •  ,-r  - 


^:  =  1.  **  =  1.  4j  =  ±  ^  =  4.  *s  =  14-  %  =  •«, . . .  -, 


A  =  f  it:   3XSSX 


J 


corc  «sri,  v«r-i  ;  =  t~  m:  j^  fSr  j  {«ssoc  «x£. 
t 

/_*/.  _  ^^*  :  _  _?- * 

„s  —^  r^  — *  1         .5^  —  «  •  s^- -*- i* 

Auf  ür«r  **cfteit  ara.rsr.nMir  Sir  ^a«  iosgt*  ff  uni 


■•) 


*:»  *tC  JCÜS  ^«i\*l   ^VOC^  «c  ** 
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VL  Durch  Ganunafancttanen  ausdrückbare  lategrale, 

Xaeh  den  Torigen  Untersuchungen  und  Yermoge  der  Tafel, 
welche  Legendre  für  logI\a)  berechnet  hat,  ist  die  Function  J\u) 
als  ebenso  bekannt  anzusehen,  wie  s.  B.  fcjrp>  st*tf,  cos«  etc.,  daher 
sind  auch  bestimmte  Integrale  als  vollständig  entwickelt  zu  betrach- 
ten, wenn  es  gelingt,  dieselben  auf  Gamm&functicnen  znruckinfuhren. 
Aus  der  ansehnlichen  Menge  bestimmter  Integrale,  welche  man  auf 
diese  Weise  redocirt  hat,  wollen  wir  im  Folgenden  einige  der  wich- 
tigsten herausheben. 

a.  Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale 
U=Jx!i-1e-*costxdXi        V=  I  xf-ie-'stHtxdx, 

0  9 

in  denen  t  eine  wiflkührliche  Constante  bezeichnen  möge.  Beide  In* 
tegrale  lassen  sich  in  ein  einziges  zusammenfassen;  setzt  man  näm- 
lich V —  1  =  i  und 

W  —  j  xM-ltrW>*dx, 
o 
so  iatlF  =  U  —  iV  mithin  U der  reelle,  —  tFder  rein  imaginäre 
Bestandtheü  von  W.  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dass  es  hier 
erlaubt  ist,  beiderseits  in  Beziehung  auf  t  zu  dinerenziren  und  rech* 
ter  Hand  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen; 
man  erhält  so 

dW  •  '  xPe-wo*  dx. 


=  "  '/« 


dt 

0 

Ferner  giebt  die  theilweise  Integration,  fi  >  0  vorausgesetzt, 


le-a+tQxdx 


dt  1  + 

0 

<L  L 

8^_  »>      w 

dt   ~       1  +  it  "' 

Ans  dieser  Differentialgleichung,  welche  die  Soflderong  der  Varia* 
belen  gestattet,  findet  sich 

W  = - — . 

(1  +  »0U 
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wobei  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Um  rie  zu  bestimmen, 
braucht  man  nur  in  der  Gleichung 

C 


ß 


xr      e  <*x        (l+l*>" 

o 
t  =  0  zu  nehmen ;  es  bleibt  dann  r(ji)  =  C  mithin 


/« 


xr      e~  ax  —      +  ^ 

0 

Diese  Formel  wird  etwas  allgemeiner,  wenn  man  t== —  und  x=as 

a 

setzt,  wo  a  eine  positive  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet; 

es  ergiebt  sich*) 

49)  /V-1  #-<•+»>***  =      ^]L,         a  >  0. 

'  J  (a  +  i  &)" 

Um  die  reellen  und  imaginären  Theile   beiderseits   vergleichen  zu 
können,  bringen  wir  a  +  ib  auf  die  Form  h(cosy  -f-  isiny),  wo 


h  =  Va3  +  5',        y  =  aretan \-  nit 


ist,  und  haben 


*)  Wonn  man  die  auf  S.  56  unter  Nro.  24)  angegebene  Formel 

y  wy  j? 

(«  +  «Ä //[(«  +  •'»«]«  =Jf(*)dx  +  iyjf[y(«  +  iri)]dn 

0  0  0 

als  boknnnt  voraussetzen  will,  so  kann  man  das  obige  Resultat  auch  auf 
folgende  sehr  einfacho  Weise  ableiten.  Für  f(x)  =  atf*— *  e— *  ergiebt 
sich 

o 
oy  /j 

0  0 

hei  positiven  «,  y  und  ju  convergirt  der  Ausdruck  ype—*y  gegen  die 
Null,  sobald  y  ins  Unendliche  wächst;  dasselbe  gilt  auch  von  dem  Pro- 
duete  nus  )«<»--«}'  und  dem  loteten  Integrale,  weil  dieses  immer  nur 
endliche  Werthe  besitst.    Die  so  entstehende  Gleichung 

(« i  irn,#  /  &«-1, -<«+'*>$  d\  =  /V~!  «-*d* 

o  o 

ist  im  Wesentlichen  identisch  mit  Nro.  49). 
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o 

cos]  u(  ardan {-  nit)  I  —  isin    u,  (ardan 1-  nie  )  I 

=  r(^)_0 • ä _0 2 ü. 

Die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  durch  die  Speciälisirung  ä  =  1, 
b  =  0,  welche  zu  der  Gleichung  1  =  cosfinit  führt.  Diese  kann 
für  beliebige  positive  ft  nur  dann  bestehen,  wenn  n  =  0  ist,  und 
nun  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären 
Partieen  die  beiden  Gleichungen 

/•  r(fi)  cos  ( ft  ardan  —  j 

el*-ieratcosbzdz  —  —         ^  " 


f> 


51)  /  zM^er^sinbzdz  = 


(a2  +  b^ 

rWsm^ardan\) 

(a2  -f-  b*$P 


ft  >  0,    a  >  0. 

Der  Fall  a  =  0  ist  durch  die  vorige  Herleitung  von  selbst  aus- 
geschlossen und  bedarf  deshalb  einer  besonderen  Untersuchung.  Wir 
geben  dabei  von  der  Formel 


00 

0 


aUs,  welche  für  alle  positiven  A  gilt,  schreiben  z  für  a,  multipliciren 
die  nunmehrige  Gleichung 


mf« 


du 


z*  ~  Ai), 

ö 

nait  cosbzdz  und  integriren  von  ^r  =  0  bis  £r  =  oo  ;  dies  giebt  zu- 
nächst 

OD  00  OB 

/  — ^-  dz  =  -=-^pr  /  cos  bz  dz  I  u^-1er-tudu. 
o  o  0 

Kehren  wir  rechter  Hand  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um, 
io  haben  wir  ferner 
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cosbz 


ß 


j—dz  =  jt7t\  I  u^-1du  f  er"*cosbedß 


o    *x        rw.- 


=  mfwX~Hu  vT"** 


und  mittelst  der  Substitution  u  =  bv  wird  hieraus,  falls  b  ^>  0  ist, 

/cosbz       6*—1  f  t^dv 
~1£~     ~TmJ  r+7«* 


r(i)j  i  + 

o  wo 

Das  Integral  rechter  Hand  kennt  man  zufolge  der  Formel  2)  auf 
S.  429  des  ersten  Theiles;  es  ist  also  unter  der  dort  angegebenen 
Bedingung  und  weil  hier  l  positiv  sein  muss, 

qo 

r cosbz  .  nb*-1         s  _    _  ,    _, 

J-äe=2rQ.)cosnn>  0<A<1. 


/ 

0 


Mittelst  ganz  desselben  Verfahrens  erhält  man 


sinbz  ,  % b*—1 

zA  2r(X)sin\l7t  ^ 


/ 


Setzt  man  endlich  in  diesen  Formeln  A  =  1  —  jx  und  beachtet  die 
Relation 


r(fi)  2sin\fi7tcos\^7C 
so  gelangt  man  zu  den  beiden  Ergebnissen 

52)  f#-ieotb,dM  =  !M»Ü£*.t  D<f»<l, 


-  1  <  p  <  1, 


53)  f#-**bMdM  =  rW£*IUtt 

0 

worin  b  positiv  sein  muss.  Hieraus  ersieht  man  die  Beschränkungen 
welchen  ft  und  b  zu  unterwerfen  sind,  wenn  die  Formeln  50)  und  51) 
für  a  =  0  benutzt  werden  sollen.  Ueberhaupt  lassen  sich  die  bis- 
herigen Resultate  zu  folgendem  Satze  zusammenfassen:  die  Formel 

jz[i-ie-*>dz  =  ^^,  f*  >  0 

o 
gilt  für  jedes  complexe  &,  dessen  reeller. Theil  positiv  und  von  Null 
verschieden  ist;  im  Fall  aber  der  reelle  Theil  von  h  gleich  Null  ist» 
muss  ft  ein  positiver  echter  Bruch  sein. 
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QO 

ß 


VJ 


dz 


00 

~J  1 


'coshe  .  Psinbe  ,    \j  % 

—   K  2b' 


VF 


rf# 


oder,  in  eine  Formel  zusammengezogen 


V7 

Für  jef  =  y2  wird  hieraus 


fh^'^W''"- 


'/• 


* 


c^y^i/ 


Vf-i" 


-00 


und  durch  Substitution  von  y  =  w  +  7- 


54) 


feHb»*+2cv>)dw  —  \J-e\ 


4         6/. 


—  oo 


b.  Die  Gleichungen   50)  und  51)  führen  zu  neuen  Resultaten, 

wenn  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  /x  differenzirt  und  dabei  die 

Formel  27)  anwendet.     Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  rechter  Hand 

die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorgenommen  werden 

darf,  und  erhält  dann,  wenn  zur  Abkürzung 


h  =  Va*  +  b%      &  =  ardan— 

a 


gesetzt  wird, 
55) 


00 


z(*-~llz  era* cosbz  dz 


i 
=  ^^  UfLZL^Zldt  —  0  —  lh)cos(id'  -  ftsintifr} 


5e) 


f**- 


llzeraz$in'bzdz 


i 

0 

So  igt  z.  B.  nach  Nro.  55)  für  /x  =  |  und  b  =  0  also  h  =  a>  0-  =  0, 
f*lz<ra'dz  =  y^(—  212  —  C  —  la) 
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oder  für  b  =  u2 

o 
Die  Gleichungen  55)  und  56)  könnte  man  wiederum  nach  ft  differen- 

ziren,  doch  werden  die  Resultate  immer  verwickelter« 
c.  In  der  Formel 

CD  • 

0 

welche  für  alle  positiven  (i  gilt ,  falls  der  reelle  Bestandteil  von  h 
positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  substituiren  wir  e  =  P  und 
erhalten 

OD 

57)  fitf-ie-xodt  =  Q£. 

0 

Diese  Formel  lässt  sich  zur  Reduction  des  Doppelintegrales 

V  =  f  /  x2P-ly^"le-<ax%i-b^dxdy 
o     o 
in  folgender  Weise  benutzen.     Man  erhält  zunächst,  wenn  man  die 
angedeuteten  Integrationen  mittelst  der  Formel  57)  ausführt, 

58)  F  =  W. 

Transformirt  man  dagegen  V  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

x  =  rcos09    y  =  rsind,    dxdy  =  rdßdr, 
so  findet  man 

fr 

Ü        0 

und  durch  Ausführung  der  auf  r  bezüglichen  Integration 

in 


59)  v  =  *  vxv  *>  /  c-     ;7,;,;x. <*& 


,  cos2ö  +  6stn29)p+«' 


*  Aus  Nro.  58)  und  59)  zusammen  ergiebt  sich  die  Formel 

;  7  (acos»ö  +  l»s»»!,ö)H-»   °       2r(p  +  a)'aP6«' 

welche  für  alle  positiven  p  und  2  gilt,  wenn  die  reellen  Bestand- 
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theile  von  a  und  b  positiv  und  nicht  Null  sind.  Das  hier  vorkom- 
mende Integral  lässt  sich  mittelst  der  Substitution  cos*  6-=%  in  eine 
algebraische  Form  bringen,  nämlich 

/»-»(! -g)«-'dS     r(p)r(g)  j_ 

}  J  [a|  +  6(1  —  g)]P+«         r(p  +  q)  '«*&»' 

oder  für  a  =  b  -f-  c,  wo  nun  die  reellen  Theile  von  ft  und  &  -|-  c 
positiv  sein  müssen*), 

ß9,  /fr-'fl-fr-Vt  _  r(P)r(g)  •     i 

°^  7    (6  4-ci)p+«  r(i)  +  3)'(&-t-C)p5»' 

Setzt  man  in  Nro.  61) 

*       =£    also     !=—£  i  _|  * 


i-i    »        s_i  +  r       •— _i  +r 

so  erhält  man  noch 


6<n  rjr^L.  - 


r(p)r(q) 


(a g  -f  h)**«       r(p  +  q)  <*>pi>q 

Bemerkenswerth  ist  der  specielle  Fall  q  =  1  —  p,  wobei  p  ein 
positiver  echter  Bruch  sein  möge;  man  erhält 


A 


0<i><l, 


a£  -f-  &        sinpit     a*> 

und  zufolge  der  hinsichtlich  des  jp  gemachten  Voraussetzung  darf  hier 
der  reelle  Theil  von  a  auch  =  0  genommen  werden.     Setzt  man  b 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Abel  zu  dieser  Formel  gelangt  inCrelle's 
Journal,  Bd.  2,  S.  22,  ohne  jedoch  ihre  Gültigkeitsbedingungen  näher  zu 
bezeichnen.  Man  kann  übrigens  die  Formel  61)  auch  dadurch  erhalten, 
dass  man  von  der  Gleichung 


00      oo 


f  f xt-^y^e-t«**™  dx  dy  =  r(p)F(q) 

0       0 

ausgeht  und  linker  Hand  die  auf  S.  460  des  ersten  Theiles  besprochene 
Substitution 

x  =  s(l  —  f),    y  =  st,    dx  dy  =  sdsdt 
anwendet.    Die  im  Texte  gegebene  Ableitung  wurde  nur  vorgezogen, 
weil  der  Uebergang  von  rechtwinkligen  zu  polaren  Coordinaten  bekann- 
ter und  geläufiger  ist  als  die  letztere  Substitution. 

Für  a  =  1  und  b  =  1  erhält  man  eine  specielle  Formel,  deren  linke 
Seite  Legendre  mit  dem  Namen  Euler'sches  Integral  erster  Art  be- 
zeichnet hat. 

8chlömilch,  Analysis.  IL  \& 


fi 


/. 
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als  reell  voraus  und  a  =  cosß  +  i sin ß,  bo  giebt  die  Vergleichnng 
der  beiderseitigen  imaginären  Theile 

g^dg grftp— *  sinpß 

b*  +  2b£cosß  +  g2  —  sinpit'  sinß  ' 

0<p<h        —  \x£ß£  +  1«. 
Aus  der  Vergleidhung  der  reellen  Theile  findet  man  leicht  unter  Rück, 
sieht  auf  die  vorstehende  Gleichung 

fr-^g  _  __  grfeP-2  smQ>  —  l)ft 

fc*  +  2b£cosß  +  g2  —       sinpa:'        stnjS 

o<*<i,   -|*^/J^  +  |*. 

Beide  Resultate  lassen  sich  zu  einer  Formel  vereinigen,  wenn  man 
in  der  ersten  Gleichung  p  =  A,  in  der  zweiten  p  =  k  -j-  1  setzt; 
dies  giebt 

/  l*  +  2  feg  cos/3  +  g2       s/nAjr'  sm/5  ' 
°—  1<A<+1,    -1*^/5^  +  1*. 

Für  5  =  1  und  /J  =  \x  kommt  man  auf  die  in  Theil  I,  S.  429  unter 

Nro  2)  angegebene  specielle  Formel  zurück. 

Die  Gleichung  63)  gestattet  eine  eigentümliche  Transformation, 

wenn 

a  =  cosß  +  isinß,        b  =  cös«  4"  »«•»« 
gesetzt  wird,  wobei  noch 

ög  -f  ft  =  cös«  4"  gcosjS  4  *(s*na  4-  Isinß) 

=±  ^(cösq  4  «smicd), 
mithin 

9  =  Vi  +2gCOs(« -/})  +  £*  und  tann  =  !ÜL"  +  f  *»jj 

sein  möge.  Durch  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  und 
imaginären  Bestandtheile  erhält  man  die  Formeln 


o 


p->coS(P+q)«,dt  =  mmcos(pß+aa)t 


QP+t  r(p  +  q) 


ß 


welche  eine  bessere  Gestalt  annehmen,  wenn  man  (o  als  neue  Varia* 
bele  betrachtet  und  demgemäss  g  und  Q  durch  a  ausdrückt.  Die 
obige  Formel  für  tan&  liefert  zu  diesem  Zwecke 
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9  _  sin((o  —  a)  y        sin(ß  —  a)  ^_ 

sin(ß  —  a>y  *        sin2(ß  —  a>)      ' 

mittelst  des  vorstehenden  Werthes  von  £  und  unter  Anwendung  der 
trigonometrischen  Relation 

sirflA  -f  2sinAsinBcos(A  +  B)  +  sin*B  =  sin*(A  -f  B) 

erhält  man  ferner 

sin(ß  —  a) 

9  ~  sin(ß  —  o)  * 
endlich  zeigt   die  frühere  Gleichung   für  tancoy  dass  den  Grenzen 
£  =  0  und  £  =  oo    die  Grenzen  ö  =  a  und  ö  =  ß  entsprechen. 
Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man 

ß 

65)  /  sinp~l{p  —  a) sin«"-1  (ß  —  co)  cos (p  -f-  q) et) da 

r(p)r(q) 


r(p  +  q) 


sin*+*-l(ß —  <*)cos(pß  +  qa% 


/ 

/  siwP-1  (o  —  a) 


66)  /  sin*—1  (o  —  a)sin«-1(ß  —  cai)sin(p  -4-  q)o da) 

=  Y^^)sinP^^(ß-a)sin(pß  +  qa). 

Werden  hier  a  und  ß  zwischen  — \it  und  -\- \it  gewählt,  so  gelten 
diese  Formeln  für  alle  positiven  p  und  q;  nimmt  man  dagegen 
ß  =  |jr,  so  darf  p  nur  echt  gebrochene  positive  Werthe  erhalten*). 

d.  Um  noch  eine  Anwendung  der  Formel  63)  zu  zeigen,  er- 
innern wir  an  die  im  ersten  Theile  auf  S.  421  unter  Nro  10)  ange- 
gebene Gleichung 

/'  (  «*  \äu  _  J_  /*   /__J__\  j*l 

o     Vya  +  ßu  +  YutJV^  —  VjJ  (p\ß  +  2Vw+t)Vi' 

worin  <p  eine  beliebige  Function  bezeichnet.  Bei  der  Annahme 
y(z)  =  £r9  +  Vs  erhält  man  rechter  Hand  ein  Integral,  welches  sich 

nach  Nro.  63)  für  p  =  §,  a  =  1,  b  =  ß  -f  2V<^entwickeln  lässt, 
so  dass  entsteht 


•)  Die  Formeln  65)  und  66)  sind  vom  Verfasser  in  der  Zeitschr.  für 
Mathem.  u.  Phys.  Bd.  9,  S.  356  entwickelt  worden.  Den  speciellen  Fall 
a  =  0,  ß  =  |w  hatte  schon  früher  Kummer  nach  einem  ganz  anderen 
Verfahren  behandelt  in  Crelle's  Journal  Bd.  17,  S.  215. 


18' 
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vfidu  Vär(q) 


67)  h 


Durch  mehrmalige  Differentiationen  in  Beziehung  auf  die  Constanten 
a,  ß,  y  können  hieraus  noch  mehrere  Formeln  abgeleitet  werden, 
von  denen  wenigstens  zwei  Platz  finden  mögen.  , 

Linker  Hand  führt  die  n-malige  Differentiation  in  Beziehung  auf 
a  zu  dem  Ausdrucke 

00 

u^du 


(-i)-(3+D(ä+i)  •  •  •  (ä+^V2)^« 


+  ßu  +  }>«*)»+"+* 


~y       >      rfff  +  i)    J  (a 


00 

u^du 


rechter  Hand  lässt  sich  die  n- malige  Differentiation  nach  a  mittelst 
der  allgemeinen  Formel  für  DnF(Vx)  ausfuhren  (s.   S.  9,  Nro.  11) 


wenn 

1 


F(x)  = 


(ß  +  2Vy.x}* 

und  nachher   x  =  a  gesetzt  wird.     Benutzt  man  zur  Abkürzung 
die  Zeichen 

und  beachtet  die  Gleichungen 
so  erhält  man 

ira(ß +*]£&-• 

— (-i)Yy\5"lr(g+«) ,  _A_  JXg+»-i) 

r(«)  W  1   *+•   +2V^y     **+B~x 

q_    r(g  +  n-2) 

_r(2V«y)*        *«+B-2 
Hiernach  ergiebt  sich  aus  Nro.  67),  wenn  q  -\-  n  —  p  gesetzt  wird, 


00 

68>         u 


tC~ndu 


+  j3M  +  yM2)p+V* 


_    V«  A/r^m?) ,    o.  r(p-,i)       c,    n>-2)    | 

worin  p  jede  beliebige  positive  Grösse  ^  w  bedeuten  kann. 
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Differenzirt  man  die  Gleichung  67)  n-mal  in  Beziehung  auf  ßt 
so  gelangt  man  zu  demselben  Resultate,  als  wenn  man  q  um  n  ver- 
mehrt hätte,  was  von  keiner  Bedeutung  ist. 

Um  endlich  die  Gleichung  67)  in  Beziehung  auf  y  zu  differen- 
ziren,  möge  man  bemerken)  dass  erstens 

1  q— 1 _  1 

!»         ^™^      naaa       -^— ^—  • 


Ä 


und  dass  zweitens  0  +  2  Vay  symmetrisch  ih  Beziehung  auf  a  und 
y  ist.  Differenzirt  man  jetzt  (n  —  l)mal  nach  y,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wieder  q  +  n  =  p  gesetzt  wird, 


69>  h 


(a  +  ßu  +  ru*)'*1/* 


_    Vü  l/«-»/ryp)      c,  r(ff-i)       q,    JXg-a)      i 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  kürzer  dadurch,  dass  man 
in  Nro  68)  — •  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt  und  zugleich  die 
Buchstaben  a  und  y  gegeneinander  vertauscht*). 


VII.  Durch  Gammafimctionen  summirbare  Reihen. 

Wenn  für  alle  von  #=0  bis  x=l  gehenden  x  eine  Gleichung 
von  der  Form 

70)  F{x)  =  A*  +  Äix  +  A*x*  -f  Azxz  + 

besteht,  so  kann  man  daraus  mittelst  der  Formel  61)  oder  der  ein- 
facheren 

,„  >-<.  -  «~»  =  « 

0 

auf  folgende  Weise  neue  Reihensummirungen  ableiten. 

a.  In  der  Gleichung  70)  setzen  wir  xü"*  an  die  Stelle  von  x, 
multipliciren  beiderseits  mit 

und  integriren  zwischen  den  Grenzen  &  =  0  und  &  =  1.    Rechter 


*)  Der  Verf.  hat  die  Formeln  68)  und  69)  ursprünglich  auf  einem  an- 
deren Wege  gefunden,  s.  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale, 
Jena  1843. 
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Hand  lassen  sich  alle  Integrale  nachNro.  71)  entwickeln,  und  es  ent- 
steht die  Gleichung 

1 

A0r(a)r(<i)        ^r(q  +  b)r(g)  A2r(a  +  2b)r(q) 

-  r(a  +  q)  ^  r(a  +  b  +  q)  ^  r(a  + 2b  +  q)  *  *'" 
Unter  der  Voraussetzung  eines  ganzen  positiven  q  geht  diese  Glei- 
chung über  in 

l 

72)  Tnf®a~l(l  ~  ®)q~1F(x%b)d® 

Aq  ,  A\X 


~  a(a-f  l)...(a+g— 1)     (a+b)(a-\-  b-\-l)...(a+b+q-l) 

. ^*! , 

^  (a+2bXa+2b—l)...(a+2b+q—iy' '' 
und  hieraus  ergiebt  sich  in  allen  den  Fällen  eine  Reihensummirung, 
wo  es  gelingt,  die  Integration  nach  #  durch  geschlossene,  Ausdrucke 
zu  bewirken. 

So  erhält  man  z.  B.  für  F(x)  =  (1  +  4U 

l 

73)  Y^f»*-1^  —  &)*~l(l  +zd*yd& 


r(a\ 


, .  (rti* 


—  a(a+l)...(a+g-l)  '  (a+b)(a+b+l)...(a-\-b-\-q— 1) 

, 0)2  s2 , 

"h(a+2&)(a+26+l)...(a4-2b+2— l)i"",, 

und  hier  ist  die  Integration  sehr  häufig  ausführbar  namentlich  wenn 
a  und  b  ganze  Zahlen  sind.  Der  specielle  Fall  a  =  b  =  1,  q  =  3, 
p  =  —  1  giebt  z.  E. 

2*»     H1+fl?;        2a*        4« 

1  X  X*  x*  , 

+    Q ^ *  —  'a * e    + 


1.2.3        2.3.4'     3.4.5         4.5.6 

—  1  <  x  <  +  1. 

Nimmt  man  in  Nro.  73)  b  =  1  und  x  =  —  1,  was  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  positiven  ft  erlaubt  ist,  so  kann  man  linker  Band 
wieder  die  Formel  71)  anwenden  und  erhält 
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n)  r(a)r(g  +  (i) 

i OOi 


a(a+l)..  .  (a  +  ä-l)        (q-f  l)(q  +  2)...(q  -f  q) 

+ 


M* 


(a+2)(a+3)...(a+g,+l) 

b.  Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Gleichung  70)  zurück,  setzen 
darin  x&  für  ar,  multipliciren  beiderseits  mit 

#4-1(1  —  »Y-*-*d& 
und  integriren  rechter  Hand   alle  Glieder  mittelst  der  Formel  71), 
wobei  wir  T(&  -f  1),  r(b  -f  2),  etc.  durch  T(fe),  ebenso  r(e  +  1) 
r(c  -|-  2),  etc.  durch  -T(c)  ausdrücken.     Das  Resultat  besteht  in  der 
Gleichung  l 

75>        mrt-i)/^1  (1  -  *)e-6-1  ***>  ** 

Hiernach  ist  z.  B.,  wenn  F(x)  =  (1  —  #)~~*  genommen  wird, 
76)  ^ 


L—  /#»-i(l  —  #)«-»-i(i_  a;#)-«da; 


r(6)r(C 

T  1  .c     T      1  .  2  .  c(c+l) 


,    «(«  +  l)(«  +  2)  •  bQ>  +  !)(&  +  2) 
"^         1  .  2  .  3  .c(c  +  l)(c+2)  "*" 


•    •    •    • 


und  hier  gelingt  es  nicht  selten,  die  auf  der  linken  Seite  angedeutete 
Integration  auszuführen.  Im  Falle  x  =  1,  kann  dies  wieder  mit- 
telst der  Formel  71)  geschehen ,  und  es  ergiebt  sich 

r(c)r(c  —  b  —  a) 


77) 


T(c  —  a)  r(c  —  b) 


a.b     q(q-f-l).fe(b  +  l)     q(a+l)(a+2).ft(&+l)(H-2)  . 
+  l.c+   1  .  2  .c(c  +  l)  +   1.2.3  .  c(c-f  l)(c  +  2)  +"# 
wobei   c  ^>  a  +  b   sein  muss,    damit  die   Reihe    convergire   und 
r(c  —  b  —  q)  nicht  unendlich  werde  *). 


*)  Die  in  Nro.  76)  vorkommende  Reihe  führt  den  Namen  hyper- 
geometrische Reihe;  sie  wurde  genauer  zuerst  von  Gauss  untersucht 
in  den  Comment.  soc.  Gotting.,  Tom.  II,  a.  1812;  eine  wesentliche  Er- 
gänzung hierzu  lieferte  Kummer  in  Crelle'e  Journal,  Bd.  15,  S.  39. 
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Wählt  man  in  den  hier  entwickelten  Snmmenformeln  F(x)  und 
die  Constanten  so,  dass  die  Summe  der  Reihe  schon  bekannt  ist,  so 
lassen  sich  die  vorigen  Gleichungen  auch  benutzen  um  die  Werthe 
mancher  bestimmten  Integrale  zu  ermitteln.  In  Formel  76)  z.  B. 
erhält  man  für  a  =  —  §fi,  b  =  +  §fi,  c  =  §,  x  =  z2  auf  der 
rechten  Seite  eine  Reihe,  deren  Summe  =  cosQiarcsms)  ist  (ThL  I, 
S.  230,  Formel  13);  setzt  man  noch  aresin  z  =  a  und  &  =  sin-0, 
so  gelangt  man  zu  der  Integralformel 

78)  /  smu"l6cos-M6(l  —  sin*asin*6)lkt*d0 

0 

=      va  rv     va — UZlcostia, 
2Vtc 

worin  (i   ein  positiver   echter  Bruch,  und  a  zwischen  —  \n  und 
+  }jf  enthalten  sein  muss*). 


*)  Zahlreiche  Entwickelangen  dieser  All  giebt  Kummer  in  Crelle's 
Journal  Bd.  17,  S.  210  und  S.  268,  sowie  Bd.  20,  S.  1. 
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LLIPTISCHEN   INTEGRALE. 


Die   elliptischen  Integrale. 


I.    Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale. 

Wenn  es  sich  um  die  Entwickelang  eines  Integrales  handelt, 
elches  nicht  unmittelbar  zu  den  Fundamentalintegralen  in  §.  65 
es  ersten  Theiles  gehört,  so  ist  es  immer  die  erste  Sorge,  das  ge- 
ebene Integral  mittelst  passender  Transformationen  auf  andere  und 
tfar  einfachere  Integrale  zurückzuführen,  deren  Werthe  entweder 
:hon  bekannt  oder  doch  leichter  zu  berechnen  sind.  Ein  Beispiel 
Lerzu  liefert  das  Integral 

F(x)  dx 


ß 


VAq  +  Axx  +  A*x*' 
orin  F(x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeuten  möge;  schafft 
an  mittelst  der  auf  Seite  336  und  337  angegebenen  Substitutionen 
ie  Wurzel  weg,  so  kommt  man  auf  ein  Integral  von  der  Form 

*B0  +  B,y  +  B2y^  H +  Bmy< 


ß 


dy> 


C9  +  Ciy  +  C2y*  H +  C«jT 

ieses  läset  sich  wieder  nach  den  in  Cap.  XL  auseinander  gesetzten 
Methoden  behandeln,  also  zuletzt  durch  Potenzen,  Logarithmen  und 
reisbögen  ausdrücken.  Einer  ähnlichen  Reduction  sind  nun  auch 
le  die  Integrale  fähig,  welche  der  Form 

F(x)  dx 


ß 


VAo  +  Axx  +  A2x*  -f  A3x*  -f  AKx* 

^gehören  und  elliptische  Integrale  genannt  werden,  weil  dieRec- 
fication  der  Ellipse  von  einem  derartigen  Integral  abhängt.  Es  ist 
ffar  nicht  möglich,  das  hier  vorkommende  Radical  wegzuschaffen, 
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wohl  aber  kann  das  Integral  auf  einfachere  Integrale  derselben  Art 
zurückgeführt  werden,  welche  als  die  constituirenden  Elemente  des 
allgemeineren  Integrales  zu  betrachten  sind. 

A.     Um  die  genannte  Reduction  auszuführen    betrachten  wir 
zunächst  das  Integral 

dx 


h 


Va0  +  Axx  +  A2x*  +  Azz'  +  A^x*' 

worin  A0  -f"  -4i#  +  •  •  •  +  A4X1  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet 
werden  möge,  und  setzen  einstweilen  voraus,  dass  A+  von  Null  ver- 
schieden sei.  Die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  nennen  wir 
#i>  #2»  aa>  #4>  foU8  ßie  sämmtlich  reell  sind,  denken  wir  sie  uns  der 
Grösse  nach  geordnet,  nämlich  ü\  <C  ß»  <C  ^8  <C  a4»  sind  zwei  da- 
von reell  und  die  beiden  anderen  .complex,  so  mögen  aA  und  a%  die 
beiden  complexen  Wurzeln  sein,  welche  dann  selbstverständlich  die 
Form 

ax  =  p  -f"  *vs       O}  =  (i  —  iv 
besitzen;  sind  alle  Wurzeln  complex,  so  nehmen  wir  wieder  fli  und 
a2  als  das  eine  conjugirte  Paar,  sodass  das  andere  durch 

ausgedrückt  wird.  Man  hat  nun,  wenn  statt  A4  kürzer  A  geschrie- 
ben wird, 

X  =  A  (x  —  ax)  (x  —  a2)  (#  —  %)  (#  —  «4) 

=  A  [x2  —  {ax  +  03)  a?  +■  «1  #2]  [#2  —  («3  +«4)^  +  0304] 
und  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen  sind  hier  die  quadrati* 
scheu  Factorcn  reell. 

Zunächst  wollen  wir  den  speciellen  Fall  betrachten,  wo 

ai  4"  a2  =  <h  -|-  #4 
ist;  dor  gemeinschaftliche  Werth  beider  Summen  heisse   dann  2& 
Dem  X  kann  jetzt  die  Form 

X  —  A[(x  —  a)2  +  a^  —  a2][(s  — a)2  +  Oga*  —  a2] 
gegeben  worden,  worin  zur  Abkürzung  a2  —  a\0^  =  &lf  a2  —  M* 
=  62  ßeiu  möge.     Führt  man  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

/'dx   r dx  

Vx~~~  J  VAl(x-a)*  —  fcJKs-a)2— &*] 
statt  x  die  nouo  Variabole  y  =  x  —  a  ein,  so  erhält  man 

Ix  P  dy 


1) 


Ihm  uivprüiiglichc  Integral  lässt  sich  demnach  auf  ein  anderes  **" 
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Tückführen,  worin  nur  gerade  Potenzen  der  Integrationsvariabelen 
"vorkommen. 

Um  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

ai  +  °«  ^  a3  +  a4 
zu  einer  ähnlichen  Reduction  zu  gelangen,  gehen  wir  auf  die  Glei- 
chung 

/dx  P  dx 

Vx       J  VA  (x  —  «i)  (x — «2)  (x  —  03)  (#  —  %) 
zurück  und  benutzen  die  Substitution 

fl  x  —  *  +  qy 

2)  *~    1+9* 

worin  p  und  g  zwei,  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Constanten  be- 
zeichnen.    Es  ergiebt  sich 

/dx  _     r    (q—p)dy 
Vx~  J  Vä vx u2 u3 ua 

und  zwar  sind  hierbei  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt 

Ut  ==p  —  «!  -f  (q  —  ajy, 

ü2  =p  —  ch  4  (q  —  <h)y, 
u.  s.  w. 
aus  denen  folgt 

UXU2  =  (p— Oi)(p—02)  +  [(i>— a^iq—^  +  iP—^iq—aOly 

4  (2— <*i){q—<h)y\ 

W*  =  (P— a»)(P— «4)  + [(P— «8)0— «4)  +  (i>— aOfe— «3)]^ 

Soll  nun  das  Product  Di  U2  D8  Ü4  nur  gerade  Potenzen  von  y 
enthalten,  so  müssen  die  in  Di  U2  und  U3  O4  vorkommenden  Coeffi- 
cienten  von  y  verschwinden;  daraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
von  j)  und  q  die  zwei  Gleichungen 

Pa  —  |(«i  4-«»)(P  +  3)  4"  «i«2  =  0, 
P2  —  |(«3  +  04)  (P  4  q)  4-  «3«4  =  0. 

Setzt  man 

\(P  +  0)  =  S>    |(P  — «)  =  <»     mithin  pg  =  s2  —  **, 
so  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

*2  =  (s  — ai)(s  — 02),      *2  =  (s  — 4s)(0  — a4), 
und  man  erhält  der  Reihe  nach»    • 

3)  <h<h   —  «3«4 


Ol  4-  (h  —  («3  4  04) ' 
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4n  t  _  V(<h  —  <**)  (a*  —  flj)  (o>  —  <»»)(«*  —  «4) 

«i  +  <h  —  («3  +  <*4> 

5)  p  =  s-f-f,       g  =  *  —  £ 

Zufolge  der  Voraussetzungen,  welche  anfangs  hinsichtlich  der  Wur- 
zeln o)v  09,03,04  gemacht  wurden,  ist  s  jederzeit  reell;  was  ferner 
t  betrifft,  so  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden.  Bei  reellen 
Wurzeln  ist  jeder  der  vier  Factoren  Oi  —  03,01  —  o4  etc.  negativ, 
mithin  t  reell;  bei  zwei  reellen  und  zwei  complexen  Wurzeln  lassen 
sich  die  vier  Factoren  folgendermaassen  gruppiren 

(öi  —  Os)  (o,  —  Oj)  .  (01  —  o4)  (Of  —  O4) 

=  [(p-o*)*  +  **1  -  1(P-«4V  +  **J 
und  liefern  ein  positives  Product;  endlich  bei  vier  eomplezen  Wur- 
zeln gestatten  jene  Factoren  die  Anordnung 
fo  —  a,)(o,  —  04)  .  (ax  —  oJCo,—  o,) 

=  tl>— |i,)*  +  (r-r,)*]  .  [<)»-*)*  +  (*  +  *iYl 
und  geben  wiederum  ein  posatms  Product;  demnach  ist  t  jederzeit 
eine  reelle  Grosse.     Hieraus  folgen  reelle  endliche  Werthe  Ton  p 
und  4:  es  l&sst  sieh  daher  die  beabsichtigte  Transformation  unter 
allen  Umständen  ausfuhren,  nämlich 


-/< 


J  \X 


ff  —  J><|* 


Zur  Abkijursuttjir  s*i  uvvh 

_      ur  — *tHy  — %)     »  _      \i— «*)(f— «0 

wvKrt  R  \  swtsd  V  j^v>*rwi:  rwu<»  6räs&m  scmi:  na  hat  dann  die 


7>       * 


Kr  wtrtiwcw  :sA*r!m  ist  l^aoctttg:  lättgtHi  toä  dem  Yorzei- 
dWtt  vwr  <>.rc^^rtt  ^>  v».  >*  *&v  &tat  «  *r&*m*  xk  uftenckeiden, 
**  $  »**&*  —  -~  r*  *»**  *^p«K>t  rrr  ^  »^  ^  ^ai  im  jedem  die- 
«r  Hsw^cÄiÄr  *****  &öj*  ******  iht  ifcet  U>tfe*c&3i* 
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&i  =  +  «*.        h  =  +  ß\ 

li  =  -a\        Jh  =  +  ß\ 

bt  =  -  a«,        6,  =  —  0», 

nöglich.     Für  den  Ausdruck  £(y2  — &i)(y*  — k),  welcher  kurz  F 

teissen  möge,  ergeben  sich  hiernach  sechs  verschiedene  Formen,  die 

wir  im  Folgenden  einzeln  betrachten. 

Ist  erstens 

r=y'(y>  —  a»)(y*-/J») 

ind  as  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a*  und  /?*,  so  hat  das  Inte- 
gral nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn  entweder  y2  <Z  a*  <C  ß2 
»der  y*  >  ß*  >  ce*  genommen  wird.  Im  ersten  Falle  substi- 
aiire  man 


lies  giebt 


*  =  -j,     y  =  a*; 

/dy  JL_     r de 
Vr  _  Jy  J  V(l  —  s*)(l  — x***) 


und  zwar  sind  hier  x  und  xr  positive  echte  Brüche,    deren  letzter 
gleichzeitig  mit  y  wächst.     Im  zweiten  Falle  setze  man 

a 


wodurch 


ß 


/dy  1      r de 
Vr  —  ""  ßr  J  V(l  —  **)(!  -  x»**) 


erhalten  wird;  auch  hier  sind  x  und  e  positive  echte  Brüche,  deren 
letzter  abnimmt,  wenn  y  wächst. 

Für  die  zweite  Form 

r=y«(y2  +  a«)(y2--/j2) 

wobei  selbstverständlich  y2  >  ß2  sein  muss,  benutze  man  die  Sub- 
stitutionen 

a  ß 

*  =  ■,/-■   ^t      y  — 


-s  wird  dann 

Pdy  _  1  /»  dg 

o/VT        yya2  4.  /J2  7  V(l  —  jr«)(l  — «tj^1 

lud  hier  sind  x  und  e  positive  echte  Brüche,  deren  letzter  gleich- 
seitig mit  y  wächst. 

Gehört  Y  unter  die  dritte  Form 
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so  nenne  man  a2  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a*  und  /?',  und 
substituire 


V/S*  —  a»  jSVl  —  *» 

%—  ß  '  y—  * 

dies  giebt 

V?3      /5y7  V(i— *»)(i  — x***); 

wiederum  sind  x  und  £  positive  echte  Brüche,  deren  letzter  ab- 
nimmt, wenn  y  wächst. 

Falls  T  von  der  vierten  Form  ist,  nämlich 

heisse  a*  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a9  und  ß*;  selbstverständ- 
lich muB8  dann  y*  zwischen  a*  und  ß2  liegen.     Die  Substitutionen 

V/S«  —  a»  a 


ß        *        *       Vi  -  ** 

geben  jetzt 

/dy 1_     r de 
Vy~  ßr  J  V(i—0t)(L—x*J)' 

worin  x  und  z  positive  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  gleichzeitig 
mit  y  wächst. 

Für  die  fünfte  Form 

r=y*(y»  +  a*)GS*-y») 

bedient,  man  sich  der  Substitutionen 
diese  geben 

rrf  <i  _  _        i  r  de 

J  Vr  ~     r V«'  +  P  J  V(i—  **)(i  —  ***»)' 

worin  x  und  *  wieder  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  abnimmt) 
wenn  ff  wächst- 

Was  endlich  die  sechste  Form  anbelangt,  so  ist  dieselbe  von 
keiner  Bedeutung,  weil  dann  das  Integral  einen  rein  imaginären 
Worth  hat,  welcher  auch  aus  der  dritten  Form  durch  Multiplication 

mit  V^T  folgt 

Da»  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht  in  dem  Satze, 
da**  da»  Integral 


/ 
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1    dx 


Vä  (x  —  ai)(x  —  a2)  (x  —  a3)  (x  —  a4) 
zweier  Substitutionen  auf  die  weit  einfachere  Form 

c  r        de 

J   V(l— **)(1— X»**) 

t  werden  kann,  worin  x  und  z  positive  echte  Brüche  sind. 

>ch  müssen  wir  die  Modifikation  erwähnen,  welche  sich  für 
11  nöthig  macht,   wo  das  Polygon  X  nur  vom  dritten  Grade 
die  Reduction  des  Integrales 

dx 


ß 


Vä(x  —  ax)  (x  — -  a2)  (x  —  a6) 

t  wird,  in  welchem  bei  drei  reellen  Wurzeln  a\  <  o?  <^  #3, 

Gegenfalle  a3  die  einzige  reelle  Wurzel  sein  möge.     Es  ge- 

ier  die  einfache  Bemerkung,   dass  das  vorliegende  Integral 

Grenzwerth  angesehen  werden  kann,  welchem  sich  der  Aus- 


ß 


V —  a4dx 


Vä(x  —  ax)  (x  —  02)  (x  —  a3) (x  —  a4) 
ndlich  wachsenden  a4  nähert;  man  braucht  demnach  nur  die 

ng  8)  mit  V —  a4  zu  multipliciren  und  die  Grenz werthe  der 

1 

chen.     Bezeichnen  wir  den   dritten  dieser  Grenzwerthe  mit 
erhalten  wir  für  a4  =  00  aus  Nro.  3),  4)  etc. 

s  =  a8,       t  =  —  V(<h  —  az)  («2  —  «a)» 

=  a3  ~  V(ai— 08)(«2— Oa).    2  =  «8  +  V(Oi— «3)(«2  —  «s), 
Jff  =  A(q  —  4)  (2  —  o.)(a  —  a3), 

(2  — «l)  («  —  «») f      2  o.  —  03 

3  Nro.  8) 


Vä(x  —  fl^)  (a?  —  Oa)  (sc  —  03) 

dy 


swischen  #  und  #  die  Gleichung  2)  stattfindet.     Das  rechts« 

ö milch,  Analyais  II.  jcj 
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stehende  Integral  hat  dieselbe  Form  wie  das  auf  y  bezügliche  Inte- 
gral in  Nro.  8);  die  weitere  Reduction  bleibt  also  für  beide  Theile 
die  nämliche. 

B.     Nach  diesen  Voruntersuchungen  ist  es  nicht  schwer,  das 
allgemeine  Integral 

F(x)  dx rF(x) 


F(x)  dx r. 

VAo  +  Axx  +  A2x%  +  A3x*  +  A4x4  ~  J  ' 


dx 


Vx 

zu  transformiren ,  worin  F(x)  eine  rationale  algebraische  Function 
von  x  bedeutet     Die  Substitution 

x_p  +  gy 
i  +  y 

giebt  zunächst 

13)       y^^y^*)*, 

und  zwar  ißt  hier  Y  wie  früher  von  der  Form  B(y*  —  &i)(y* —  W» 
Ferner  ist  Fl  J  wieder  eine  rationale  algebraische  Function 

von  y,  also  von  der  Form 


•  •  • 


T(9  +  gy\  L  gp  4-  g<y  +  <?»y*  +  <*»y*  4-  M  + 

\  1+  V  /       Bo  +  Hxy  +  fliy'  +  J56y»  +  fl«y4  + 

_  g0  +  g,y»+  g4y4  +  •••  +  (Oi  +  g»y8  +  -)I. 

flo  +  H,y»+  fl4y*  +  "-  +  (fli  +fliy*  +  -)y 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit 
Bo  +  H*y*  +  H4y*  + (Hx  +  #3y*  -f  #6y4  +  •  •  Oft 

so  enthält  der  neue  Nenner  nur  gerade  Potenzen  von  y;  in  dem 
neuen  Zähler  dagegen  kommen  gerade  und  ungerade  Potenzen  vor, 
die  sich  wie  vorhin  sondern  lassen.  Das  Resultat  hat  demnach  fol- 
gende Gestalt 

■p/p+gy\     3fe+3f2y*  +  3f4y4+"-+(*f,  +J6yf+J6yH")l 

\l+y/  No+N,y*  +  Nty*  +  N6y*  +  ... 

oder  kurz 

f(Vtt)  =  *<*'>  +  *<*■>•».' 

worin  $  und  3?  rationale  gebrochene  Functionen  bedeuten.  Aus 
der  Gleichung  13)  wird  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  y 


Die  elliptischen  Integrale.  291 

F(x) 


/■ 


dx 


VI 

"U  V2%»-M(y8-M      V  VW-WC*»-*)      I 

sind  nun  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  näher  zu  un- 

en. 

is  letzte  Integral  geht  für  y%  =  z  über  in 

V  Vä(#-w(#-w 

nn  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  entwickelt,  d.  h.  auf 
3n,  Logarithmen  und  Kreisbögen  zurückgeführt  werden,  was 
weiteren  Erörterung  bedarf. 

aders  verhält '  sich  die  Sache  bei  dem  ersten  Integrale  in 
l),  für  welches  je  nach  den  Vorzeichen  von  2?,  b\  und  b2  ver- 
ne  Substitutionen  anzuwenden  sind.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
ne  Substitutionen  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

9^s  +  du* 

en  sind,  und  dass  folglich  die  Function 

Ar«*  -  ^  +  M*y*  +  x*y*  +  -•■ 

ir  rationalen  Function  von  ei  wird,  etwa 


•    .    • 


',  der  Allgemeinheit  wegen,  als  unecht  gebrochene  Function 
setzen  wollen.  Diese  zerfallt  durch  Division  in  eine  ganze 
>n  K0  +  Kt*2  -f-  K±z*  -f-  etc.,  und  in  eine  echt  gebrochene 
>n,  die  sich  wieder  in  Partialbrüche  von  der  Form 

L 
(1  +  Ib*Y 
n  lässt.    Da  ferner  durch  die  für  y  angewendete  Substitution 
dy de 


VW  — WO1  — W  V(l—  **)(l-x*s*) 

o  folgt,  dass  das  Integral 

•f(«) 


/ 


da; 


VF 

ei  Gruppen  von  Integralen  zurückkommt;  die  erste  Gruppe 
;  Integrale  von  der  Form 

19* 
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P  Bm  dz 

15)  ' 


emaz 

V(l— **)(!  — ****) 


worin  *w  eine  gerade  Zahl  bedeutet;  die  zweite  Gruppe  ist  aus  Inte- 
gralen von  der  Form 

**>  f ,/    *' 

J  (1-fA^)»  V(l  —  **)(1  —  x2*2) 

zusammengesetzt;  in  der  letzten  Gruppe  kommen  nur  solche  Inte- 
grale vor,  die  sich  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen 
ausdrücken  lassen. 

Wir  haben  uns  nun  noch  mit  der  Veiteren  Beduction  der  In- 
tegrale 15)  und  16)  zu  beschäftigen.  Gewöhnlich .  ertheilt  man  den- 
selben durch  Substitution  von  z  =  sin  cp  und  durch  Einführung  des 
abkürzenden  Zeichens 

z/(g>)  =t  Vi  — .x*0tii*9 
eine  einfachere  trigonometrische  Form;  es  sei  daher 
,_x       „  Csinmw  ,  tt  C  dq> 

C.    Durch  Differentiation  erhält  man 

d  [stnTO  ~  s  <p  cös  9  ^(<p)] 

= Kw""  3)  sww     <p  cös2  <p  — sm™-2  9]  «4(qp)  d  9 — £- 2-  cty 

mithin  ist  umgekehrt  durch  Integration 
18)  8inm—8q>  cosq)  d(qj) 

=  (m  —  3)Um-t  -  (m-2)(l-f  x2)ffOT_2  +  (m— l)x«f7M. 

Diese  Reductionsformel  zeigt,  wie  ü,n  aus  Z7m..s  und  Cw-. 4  herge- 
leitet werden  kann;  für  m  =  4,  6,  8,  etc.  liefert  sie  der  Reihe  nach  * 
^4»  ^6>  üs  1  etc.  ausgedrückt  durch 

Wegen 

sin2y  _1_  f     1  1 

4{<p)  -  x2  |3(5)  ~] 

ist  noch         ,   . 


X3 
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u0  —  J  j(<p)d<pyy 

üe  Entwickelung  von  Um  führt  daher  auf  die  beiden  Integrale 

f-zw  und  fw> 

deren  letztes  bei  der  Rectification  der  Ellipse  vorkommt. 


D.    Bezeichnet  man  V(l  —  b%)  (1  —  x9*?8)  kurz  mit  Ä,  so  erhält 
man  durch  Differentiation  eine  Gleichung  von  der  Form 

ßB  )  CsBe   -f  &2B*   +   öl*3   +   Cq    dB 


-- 


[(l+A^-M  (l-M**)»  £  ' 

worin  die  Coefficienten  c0»  Ci»  fy»  ^  von  x,  A  und  n  abhängen.  Die- 
sem Ergebnisse  kann  man  leicht  die  folgende  Gestalt  verleihen 

*l(l+A**)—i} 

r»(i  +  ***)3  +  r«q  +  **2)2  +  yi(i  +  **2)  +  yq  rf# 

~~  (1  +  Xb*)*  b 
dB              .                   dB                                 dB 


(1  +  Xb*)*B 

und  zwar  sind  hier  die  Werthe  der  mit  y  bezeichneten  neuen  Coef- 
ficienten : 


+  n 


Ya 


xs  /l  4-  xs  x*\ 

=  -(2n-5)l7,       y8  =  (2n-4)(^-+3-F), 

y;=_(2M_3)(l+2i4JL2+3|i), 


yo 


-„._,(, +  i+jü+-) 


Durch  Integration  der  vorhergehenden  Gleichung  und  Substitution 
von  B  =  sintp  gelangt  man  zu  der  Reductionsformel 

.  sintpcosq*  J4(q>) 

}  (l+ksin'ip)»-1 

=  n  ^n-3   +   Yi  F»_2   +   Y\  ^n-l    +   Yo  Vn, 

welche  für  jedes  n  gilt.  Nimmt  man  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4, 
etc.,  so  erhält  man  F2,  %,  F4,  etc.  ausgedrückt  durch  die  drei 
Integrale 
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Fl  -    f tt 

1        J  (l+ksin*(p)4((py 

die  beiden  ersten  gehören  zu  der  schon  vorhin  betrachteten  Form, 
dagegen  bildet  das  letzte  Integral  ein  neues  Element. 

Das  Gesammtresultat  der    ganzen  Untersuchung  besteht  nun 
darin,  dass  die  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 

F(x)  dx 


A 


Väo  +  Axx  +  A2x*  +  AaX*  +  A^x*' 

theils  auf  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen,  theils  auf  drei 
specielle  elliptische  Integrale  führt,  welche  entweder  in  der  algebrai- 
schen Form 

J  V(l  —  e>) (1  —  x»*»)         J    V    l—e» 

C dz 

J  (1  -f  A*»)  V(l  —  *«)  (1  —  x»*») 
oder  in  der  trigonometrischen  Form 

dargestellt  werden  können.  Falls  die  letzteren  Integrale  zwischen 
den  Grenzen  cp  =  0  und  <p  =  <p  genommen  sind,  pflegt  man  sie 
elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
zu  nennen  und  folgendermaassen  zu  bezeichnen: 

F(X,  <p)  =  J-jfa ,     E{%,  <p)  =  J  J(<p)  dq>, 

0  ^  0 

/dtp 
(l+i«in»9)^(9); 

0 

die  obere  Grenze  <p  heisst  die  Amplitude,  x  der  Modulus,  X  der 
Parameter  des  betreffenden  Integrales*). 


*)  Die  obige  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  ist  von 
Legendre  in  den  fünf  ersten  Capiteln  seines  Traite  des  fonctions  elliptiqnes, 
Paris  1825,  angegeben  worden;  sie  empfiehlt  sich  durch  einfachen  und  natür- 
lichen Gedankengang.  Elegante  Modificationen  der  Legendre' sehen  Me- 
thode verdankt  man  Richelot  in  Crelle's  Journal,  Bd.  34,  S.  1,  und 
Weierstrass  in  Abscbn.  13  des  Schellb  ach*  sehen  Werkes:  Die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunctionen,  Berlin  1964.    Die  allge- 


I 
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Mittelst  der  Formeln  18)  and  19)  überzeugt  man  sich  leicht 
*on  der  Richtigkeit  der  nachstehenden  Gleichungen,  welche  wir  ihres 
°fteren  Gebrauchs  wegen  zusammenstellen  und  in  denen  statt  ^(g>), 
^(x»  9),  -E(x,  q>)  kürzer  4,  F,  E  gesetzt  worden  ist. 

/$in*<p  ,  F  —  E 


/cos%<p  ,          E  —  (1  —  x*)F 
—  *9  = ^ . 

o 

0 


«ec*m  ,          ^  .  tanop  +  (l—x*)F  —  E 
—-d<p  = —-j , 

/l      _               1        /_       x3«tnqpcosgA 
-2r*9  =  i^rsr  v£ 2 — > 

0 

/sin2y        _       1        AE  —  (1  —  x«)  F       siny  cosy\ 


J        d*         *  X*  '  ^/ 

0 


co$*w  ,  F  —  E   ,    sin w  cos m 

d(P  =       -t       + 


Hieran  knüpfen  sich  noch  ein  paar  bemerkenswerthe  Folgerungen. 
Differenzirt  man  nämlich  das  mit  Ü?(x,  9)  bezeichnete  Integral  par- 
tiell in  Beziehung  auf  x,  so  erhält  man 


dE  rsin2wJ 


d.  i.  nach  der  ersten  Formel 

8jE?   _  E  —  F 
8x  x 


meine  Theorie  der  Transformation,  deren  Auseinandersetzung  hier  zu  weit 
fähren  würde,  ist  eine  Schöpfung  Jacobi's;  siehe  dessen  Fundamenta  nova 
theoriae  funcüonum  ellipticaram,  Regiomonti,  1829.  Hinsichtlich  der  Bezeich- 
nung ist  za  erwähnen,  dass  Jacob i  anter  IE  ein  etwas  anderes  Integral  ver- 
steht als  Legendre;  es  schien  daher  zweckmässig,  das  Legendre'sche  In- 
tegral dritter  Gattung  mittelst  eines  Index  von  dem  später  vorkommenden 
Jaoobi 'sehen  Integral  zu  unterscheiden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  Differentiation  Ton  F  (x,  y) 

dF  Psin*(p- 

0 

d.  i.  nach  der  vorletzten  Formel 

dF  _       1        /E  —  (1  —  %2)F  _  x$in(pcosq>\ 
~dx  ~  1  —  x*  \  x  J       y 


TL   Die  Landen 'sehe  Substitution  für  Integrale 

erster  Art. 

Wenn  man  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

F(p,  r)  =   fv-JL. 

/  Vi  —  p*sinH 

statt  t  eine  neue  Yariabele  ß>   einführt,  welche  mit  t  durch  die 
Gleichung 

sin  2  G)  _      ,  sin2co 

%  =  aretan  — : -—    oder  tan  %  = 


p  -f  cos2ca  p  +  cos  2  a 

verbunden  ist,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 

dt==2 1+DCM2«, d0t 

1  +  2  p  cos  2  a  +  P2 

VI  —  p2stn2r  =     .  r  ■  , 

Vi  +  2p cos 2m  -f-  p* 

mithin  durch  Division  und  wegen  cos  2  a  =  1  —  2stnaG) 

eJr  2  da) 


Vl  -  *••*••*    I+*.-       -  +,. 


Vi *_ 

"      0+*)»' 

Der  unteren  Grenze  r  =  0  entspricht  ©  =  0;    ferner  wachsen  1 

und  (O  gleichzeitig,  und  wenn  daher  t  eine  obere  Grenze  erreicW 

hat,  die  hier  kurz  mit  %  bezeichnet  wurde,  so  hat  ß>  den  durch  du 

Gleichung 

sin  2(0 
20)        tanz  =  — ; r—  oder-  sin(2a>  —  t)  =  psmr 

'  p  +  CÖS2(D  V  /  xr 

bestimmten  Werth  angenommen.     Aus  der    vorhergehenden  Gl# 
chung  folgt  jetzt 
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/dz  2         r  dco 

Vi  —  p*sin*z  ~  1  +  P  J  \  L  ±p       .  .     ' 

d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

on  2\^  ....  l-Vi  — fli 

21)  - — ~-  =  q,       mithin  p  =  t 

1  +  p  ^         i  +  Vi  —  32 

gesetzt  wird, 

1  +  P 
und  hierin  liegt  die  Reduction  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  anderer  Amplitude. 

In  Beziehung  auf  die  Grössenverhältnisse  zwischen  p  und  q  so- 
wie zwischen  t  und  o  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 
Wegen  p  <C  1  ist  (1  +  P)2  <  4  un<l 

(1jf  )2  >P>P2>  d«  *•  Ö2  >  P2  oder  <z  >  *>. 

Aus  Nro.  20)  ergiebt  sich  ferner 

sin (2(0  —  x)  <  sint,  also   2co  —  t  <  r   oder   o  <  t. 

Die  Gleichung  22)  zeigt  demnach,  wie  ein  elliptisches  Integral  auf 
ein  anderes  von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Ampli- 
tude zurückgeführt  werden  kann.  Ertheilt  man  der  Gleichung  22) 
die  umgekehrte  Form 

23)  F(a,a)  =  l±I.F{p,x)t' 

indem  man  q  und  o  als  gegeben,  p  und  r  als  hieraus  abgeleitet  an- 
sieht, so  sagt  die  Gleichung  23),  dass  sich  jedes  elliptische  Integral 
auf  ein  anderes  von  kleinerem  Modulus  und  von  grösserer 
Amplitude  reduciren  lässt. 

Die  beiden  hiermit  gewonnenen  Theoreme  liefern  zwei  bemer- 
kenswerthe  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  des  Werthes  von 
F(k,  <p);  sie  bestehen  einfach  darin,  dass  man  entweder  den  einen 
oder  den  anderen  Satz  mehrmals  nacheinander  auf  das  gegebene  In- 
tegral anwendet. 

Im  ersten  Falle  berechnet  man  eine  Reihe  wachsender  Moduli 
&i,  &2>  etc.  und  zugleich  eine  Reihe  abnehmender  Amplituden  (p\, 
g>2>  etc.  mittelst  der  Formeln 

_    2Vfe  _    2Vki 

/C\  —  — j — ~  ,  /Co  


1   +   Je '  *         1   +  *l 
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sin(2(pi  —  <p)  =  ksirnp,        sin(2q)2  —  <pi)  =  kiS%n<px, , . * 
und  hat  dann  die  entsprechenden  Gleichungen 

FV°>  v)  =  i-^-jfc1^1'  ^i).    Ffa,  ?>i)  =  i^pi;  F(h>  **)> etc- 

Aus  diesen  zusammen  folgt,  wenn  bis  kn  und  (pn  gegangen  wird, 
oder  kürzer 


?! 


Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Moduli  fortwährend  wachsen,  ohne 
die  Einheit  zu  überschreiten,  muss  kn  bei  unendlich  wachsenden  n 
gegen  eine  bestimmte  Grenze  ^  1  convergiren.     Sie  bestimmt  si 
leicht  aus  der  Relation 

,  2]/k~n 

welche  giebt 

1  —  k„  +  1  _  1  —  Vfrj  1 

1  -  K  1  +  Vfc„  *  1  +  V 

und  wonach  auf  alle  Fälle 

Lim]  ~  f-1"1  <  1 

1   —  An 

t 

ist.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Theil  I.,  Seite  208)  ist  nun 
Lim(l  —  kn)  =  0  oder  Lim  kn  =  1.  Weil  femer  die  Amplituden 
unausgesetzt  abnehmen,  ohne  negativ  zu  werden,  so  muss  Lim(pn 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  O  sein,  welche  sich  aus  der  obigen 
Rechnung  von  selbst  ergiebt.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

LimFQc»,  <pn)  =    f        d(p  m        =  Ztoftg«  +  \Q) 

J   VI  —  sin2w 
o  x 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  für  F(k,  <p)  in  die 
folgende 

F(k,  <p) = »anG*+i«) .  yhEKm. 

Dieselbe  gewährt  namentlich  bei  grossen  k  eine  bequeme  Rechnung, 
weil  dann'  schon  k3 ,  %4  der  Grenze  1  ausserordentlich  nahe  kommen. 
So  ist  z.  B.  für  k  =  §| 
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h  =  0,96 ;     hi  =  0,999  7917 ;     h  =  0,999  9999 ; 

mithin  auf  sieben  Decimalen  £3  =  1.     Nimmt  man  ferner  q>  =  \itt 
80  erhält  man 

<p    =  60°0'0"; 

2q>i  —  9  =  56ö14'28"30,         ^i  =  58°7'14"l5; 

2g>2  —  9x=  58»    6' 50",  g>2  =  58°  6'  39" 57; 

wegen  Äfc  =  Äs  •  •  •  =  1  bricht  hier  die  Rechnung  von  selbst  ab 

und  giebt 

g>2  =  O  =  58<>  6'  39"  57. 

Es  ist  folglich         •  

F®,  j«)  =  Z  ton  740  3' 19"  79  .  V^^^  =  1>278522. 

Will  man  dagegen  JF(&,  9)  durch  successive  Verkleinerung  des 

Modulus  und  Vergrößerung  der  Amplitude  berechnen,  so  benutzt  man 

die  Formel  23),  worin  p  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  21),  und 

1  aus  der  Gleichung  20)  zu  bestimmen  ist.    Die  letztere  nimmt  eine 

für  die  Praxis  bequemere  Form  an,  wenn  in  der  Gleichung 

.     ,  v         tanz  —  tana 

ta»(r  —  ra)  = 

1  -f*  tanttanto 

rechter  Hand  für  tanz  sein  Werth  gesetzt  und  Alles  durch  sinco 
und  cos co  ausgedrückt  wird;  es  ergiebt  sich  nämlich 

1         mmmm      (M  J— — — — — 

(r  —  o)  =  - — r-^-tanc*  =  Vi  —  q*tßna. 
I  +  p 

Berechnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Grössen  &i,  &2,  etc.  und  91, 
9>9,  etc.  nach  den  Formeln 

_  1  —  Vi  —  fr»  _  1  —  Vi  —  fc* 

^-i+VT^^'     *-i+yr^,,,i 

tan((pi  —  q>)  =  Vi  —  Wtantp,  tan(ym  —  g^)  =  Vi  —  t/ tanq>u . . . 
so  hat  man  als  entsprechende  Gleichungen 

F(h,  <p)  =  L±hF(h,  9l),     F(hlt  g>0  =  l±h Ffa,  p,), ... 

und  es  ist  folglich,  wenn  bis  Jcn  und  <p»  gegangen  wird, 

*•<*,  7)  =  (1  +  *,)(!  +fc)  .  .  .  (l+k,)F(K^<Pn). 

Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  Jc„  durch  Abnahme  convergirt,  findet 
eich  durch  die  Bemerkung,  dass 

kn+i_     l  —  Vl—kS_   _  ft„ 

K  *„  (l  +  Vi  - «)        (l  -I-  Vi  - *„a)2 


ton 
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mithin  auf  alle  Fälle 

IAmhL±l<i 

Kn 

ist;  dies  giebt  IAm~kn  =  0.     Hieraus  folgt  weiter 


LbtZSz**  =  Lim  K^JZ 

sin2  9 


=  Lim  I  —  y  i 

./  2»  Vi  —  fcnsstf 

o 

J     2*  2* ' 

o 

dieser  Grenzwerth,  welcher  sich  bei  der  Berechnung  der  wachsenden 
Amplituden  von  selbst  ergeben  muss,  heisse  ®.  Nach  den  gemach- 
ten Bemerkungen  hat  man  nun 

F(k,  <p)  =  0.  (i+fr)(i+fr)(i+fr)  .  . . 

Aus  der  Gleichung  tan((pH  +  l  —  (pn)  =  Vi  —  Jti  tanq>n  geht  übri- 
gens hervor,  dass  bei  klein  gewordenen  kn  nahezu  yn  +  i  —  9n  =  9,w 
also  jede  folgende  Amplitude  beiläufig  das  Doppelte  ihrer  Vorgän- 
gerin sein  muss.  Genau  findet  diese  Beziehung  im  Falle  <p  =\ü 
statt;  es  ist  dann  cpl  =  7t1  <p3  =  2»,  qp8  =  4ar,  .  .  .  mithin 

* = »■$ = f 

und 

Der  Vergleich  mit  der  vorigen  Formel  giebt 

*•(*,  }*)  :  F(k,  <p)  =  \n:  *, 

und  hieraus  erhellt  die  analytische  Bedeutung  von  <Z>. 

Besonders  elegant  gestaltet  sich  diese  Berechnungsmethode,  wenn 
man  sie  auf  da«  Integral 

f  dtp  =  1      /Va«  -  b^     \ 

J  Va*cos*<p  +  62sw2qp        a     \       a  / 

anwendet,  welches  kurz/(n,  6,  op)  heissen  möge.     Hier  ist 

V«*  —  &-         ,  o  —  b         m    .    ,  2a 


^  1 >  ^"l    ==  7 — i — l  »  1    -j-   Äi    = 


t<tn((fi  —  <p)  =  —UiHtpt 


mithin  bei  einmaliger  Transformation 
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[a>6'v)  =  7'm/i 


dq>i 


V^-ih^y™** 


~v  i/r 


o    Vj(a  +  5)2  cos*  <px   +  (Vo&)2sm*91 ' 
md  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  gilt  die  einfache  Relation 

/(a,  6,  <p)  =  J/Cai.b!  91). 

Um  dieselbe  mehrmals  nach  einander  anzuwenden,  berechnet  man 
der  Reihe  nach  folgende  Grössen 

«1=1(0  +»),  »i=  V^5, 


«2  =  i(«i  +  &i) »  h  =  Va,  bj , 

«3   =  §(«2  +  Ml  &3    =   V«2&». 


tan((p1  —  (p  )  =  —  faw  <p ,  /ew (qp2  —  9i)  =  ~  faw  g>i , 

f  aw  (qp3  —  <p2)  =  —  tan  <p2 ,  .  .  . 
und  erhält,  bis  an,  bn,  (pn  gehend, 

dtp, 


/(«,  5,  <p)  =  -/(*„,  *„,  <pn)  =  J— y- 


,    ..  cos2<pn  -f-  bfsinttp, 


n2C0S*<pn  +  b* 

Nach  dem  Früheren  ist  IAmJcn  =  0,  d.  h.  im  vorliegenden  Falle 

Lim  Vi  —  (^X  =  0  mithin  iWw-^  =  1: 
'  \<W  «» 

die  Grössen  an  und  bn  convergiren  also  gegen  eine  gemeinschaftliche 
Grenze,  welche  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  a 
und  b  genannt  wird.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  c,  so  ist  bei  un- 
endlich wachsenden  n 

Umf^K  y„)  =  Um  ray  _  ±      & 

und  nach  dem  Vorigen 

0 

/(«,  &,  <P)  =  — , 

v 
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wo  &  wiederum  den  Grenzwerth  des  Quotienten  q>u  :  2*  bedeutet. 
Im  Bpeciellen  Falle  (p  =  \it  wird  O  =  \it  mithin 


Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  des  Integrales 


/- 

J  V 


d<p 


0     V25*co$*<p  +  7*  sin2  q> 

welches  für  die  auseinandergesetzte  Methode  insofern  ungünstig  ist, 
als  a  und  b  bedeutend  differiren.     Man  hat 

a  =25,0000000,  b  =  7,0000000: 
ax  =  16,0000000,  bx  =  13,2287566 
(H  =  14,6143783,  b2  =  14,5485431 
Os  =  14,5814607,  53  =  14,5814235 
a4  =  14,5814421    =  b4  =  14,5814421  =  c; 

q>   =    60<>  o'O", 
^x  —  9    =    25°52'19"87,         <px  =    85°52'19"87, 
<p2  —  9l  =    85°   0'4l"23,         <p%  =  170*53'    1"10, 
<p3  —  (p2  =  170°  55' 26"  47,         <p3  =  341»  48' 27"  57, 
<p4  —  <p3  =  34io48'27"72,         q>4  =  683°  36' 55"  29, 

\<px  =  42<>56'    9" 93, 

\q>2  =  42°43'15"27, 

l<ps  =  42°  43' 33"  45, 

i^Vi  =  42<>  43' 33"  46, 

0  =  arc  420  43' 33"  456  =  0,7457087, 

0,7457087 
14,58144 

Das  nach  der  ersten  Methode  gerechnete  Beispiel  liefert  hierzu  die 
Probe;  es  ist  nämlich 

/(25,  7,  \n)  =  ^F(g,|jr)  =  0,04  .  1,278522  =  0,05114088. 

Bei  denselben  Werthen  von  a  und  b  erhält  man  für  (p  =  \tc 

^/«r    n    i   n        lÄ         1,5707963  A,„--ftrw 

/(25,  7,  §*)  =  >-  =  1;5814421  =  0,1077257, 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  25  der  Werth  von  .F(fg,  \ü) 
=  2,6931425  herleiten  lässt. 


/(25,  7,  l%)  =  -;;—;  =  0,0511409. 


s* 
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HL    Die  Landen'solie  Substitution  für  Integrale 

zweiter  Art. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  erwähnte  Substitution 

sin2o 
tanz  =  — ; — , 

aus  welcher  die  nachstehenden  drei  Gleichungen  folgen : 
^J  p  4-  cos2(o 

COSt  =— 


vr^ 


i42  «««*2 


p'siwz  = 


Vi  +  2pcos2&  +  p*' 

1   +  i?  COS  2  CD 

Vi  +  2pcos2a  +  i)2' 


1  +  2pcos2a  -F-  i?2         ' 


lässt  sich  auch  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  anwenden  und 
fuhrt  dann  zu  gleichfalls  bemerkenswerten  Resultaten. 

Benutzt  man  nämlich  die  angegebene  Substitution  zur  Trans- 
formation der  rechten  Seite  folgender  Gleichung 

T 

E(Pi  x)  +  jpsw*  =    /  (Vi  —  p*sin2z  +  pcosz)dz, 

o 

so  erhält  man 

ta 

E(Piz)  +  pstnt  =  2  /     ,  do, 

J  Vi  4-  2pcos2co  4-  »« 


2         rl  +  #(1  — 2sw2©) 


1  +  i>  7       Vi  —  a**m» 
wobei  wie  früher 


da>, 


gesetzt  worden  ist.     Für   die  rechte  Seite    der  vorigen  Gleichung 
kann  man  schreiben 
ta 

/T(l  +j»)Vl  -««•»»»  +  (1  -!>)-= L==]<to 

•/  L  y  1  —  g2sm  c>J 

=  (1  +  *>)£(«,  o)  +  (1  -i»)F(«,  o), 


/ 


304  Die  elliptischen  Integrale*. 

und  damit  gelangt  man  zu  der  Formel 

24)  E(p%z)  +  psinz  =  (l+p)E(a1a)  +  (1  — p)F(«,o). 

Wegen  F(q,  a)  =  1(1  +  p)F(p,  z)  ist  ferner 

E(p,  r)  +  i^smr  =  (1  +  p)E(q,  m)  +  |(1  -p*yF(p,j 
oder 

25)  |(1  -i>*)F(pf  r)  =  Ä(*f  r)  -  (1  +p)E(q,  (o)  +  psint, 

und  hierin  liegt  der  Satz,  dass  jedes  elliptische  Integral  erster  Gat- 
tung durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung  ausgedrückt 
werden  kann. 

Die  obigen  Formeln  gestatten  ganz  ähnliche  Anwendungen  wie 
die  früheren  einfachen  Relationen  22)  und  23);  man  benutzt  sie  ent- 
weder, um  den  Modulus  eines  elliptischen  Integrales  zweiter  Art 
successiv  zu  vergrössern  und  zugleich  die  Amplitude  zu  verkleinern, 
oder  um  den  Modulus  zu  verkleinern  und  die  Amplitude  zu  ver- 
grössern. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  dem  allgemeineren  Integrale 

r 


J  yi  _jp2Sin2r 


0 

zeigen ,  welches  aus  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Art 
besteht,  falls  A  und  fi  irgendwelche  Constanten  bedeuten.  Transfor- 
mirt  man  nämlich  die  identische  Gleichung 

ö(p,  i)  —  —  stnr 
V 


P/     ,      psin2z  —  coszyl  —  p*8tn*z\  dt 

~  J  \        **  P  /  Vi  —  p*sii 


psin2z  —  cosz  Vi  —  p*8in*z\  dz 

sin*t 

mittelst  der  vorhin  erwähnten  Substitution  und  berücksichtigt  hier- 
bei die  Relation 

psm2z  —  cosr  Vi  —  p'2sin2z  =  —  cos2co  =  2sin-o  —  1, 

so  erhält  man 


Ol 


i      ö(p,  z)  —  —sinz  =  — —    /(A-f-tt ),,  gg' 

i>  1+i>j/  \  JP        /Vi— «"«fr*» 


o 
Durch  Einführung  der  Abkürzungen 

96)  i-£  =  i,.        ^ 


P  P  ^ 


wird  hieraus 
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Cd 


Das  Integral  rechter  Hand  hat  wieder  die  Form  von  ö  und  möge 
mit  6ri(g,  cd)  bezeichnet  werden,  um  gleichzeitig  anzudeuten,  dass 
k\  und  ftj  an  die  Stellen  von  A  und  ft  getreten,  sind.  Zufolge  der 
Gleichung 

2 

1  +  * 

ist  nun  das  Integral  Ö  auf  ein  anderes  derselben  Art  redtrcirt,  wel- 
ches einen  grösseren  Modulus  q  und  eine  kleinere  Amplitude  (O  be- 
sitzt. Wendet  man  diese  Reduction  mehrmals  nach  einander  auf 
das  Integral 

J  l/l  —  k*sin*w 


27)  ö(p,  t)  =  t-t-^ ö*(<z,  cd)  +  \frsint 


Q    l/l  —  k*sin*(p 

an,  so  erhält  man  die  folgende  Reihe  der  Gleichungen 

2 
1  -f  k 


G  =  -7-7—57  Gx  +  |fi!  sirnp, 


2 
gi  =  1    ,    k  G2  +  \thsin<pu 

und  hierin  wird  man  so  weit  gehen,  bis  mit  hinreichender  Genauig- 
keit kn  =  1  gesetzt  werden  darf.     Der  Werth  von  Gn  ist  dann 

J  cosw  x 

0  x 

=  ßn  +  (*>n)ltan(\3t  +  l(pn)  ~  (insin<pni 

und  hieraus  lassen  sich  rückwärts  mittelst  der  obigen  Formeln  ön_i, 
(?n_2,  .  .  .  öi,  ö  herleiten.  Die  zur  Ausführung  dieses  Gedankens 
erforderlichen  kleinen  Rechnungen  übergehen  wir,  weil  die  gleich 
zu  erwähnende  zweite  Methode  bequemere  Formeln  liefert. 

Aus  den  Gleichungen  26)  und  27)  folgt  umgekehrt 

f*  =  §^ii>,         A  =  A2  -f  Jf*,. 
Denkt  man  sich  A2  und  f»i  gegeben,  etwa  Ax  =  a,  ft2  =  /J,  und 
daraus  A  =  al9  (i  =  ßi  hergeleitet,  schreibt  man  ferner  G  für  die 

Seil lömi Ich,  Annlysia.  IT.  20 
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nunmehr  primitive  Function  G\  nnd  ersetzt  demnach  die  abgeleitete 
Function  G  durch  Gu  ß0  hat  man 

ff ö. ")  =  ^-y2-  l01^'  T>  _  tf«**}» 
«,  =  «  +  |/*,    ft  =  l/Si», 

und  damit  ist  das  Integral  G  auf  ein  anderes  Öi  zurückgeführt, 
welches  einen  kleineren  Modulus  p  und  eine  grössere  Amplitude  r 
besitzt.  Diese  Relation  gestattet  eine  mehrmalige  Anwendung,  in- 
dem man  aus  der  Gleichung 


«/Vi  —  &2sw*g> 


„  _        k2sin*q) 
die  folgenden  Gleichungen  herleitet 

Gl=L±^(a2-\ßlsinq>i) 


in  denen  fclf  &2,  .  .  .  die  abnehmenden  Moduli,  9],  qp2»  •  •  •  die 
wachsenden  Amplituden  und  «i,  a2,  .  .  .,  ßi,  02,  .  .  .  Grössen  be- 
zeichnen, welche  durch  die  Formeln 

a1=«  +10,  ft  =1/8*!, 

«2   =  «1  +   JA,  A   =|ÄÄ2, 


bestimmt  werden.  Denkt  man  sich  die  vorigen  Gleichungen  bis  ff» 
fortgesetzt,  so  lässt  sich  G  durch  Gn  ausdrücken,  und  zwar  ge- 
schieht dies  am  einfachsten,  wenn  man  jene  Gleichungen  mit  den 
entsprechenden  Factoren 

i  +  h   ,i  +  *i  i  +  t, 

2       '  2  2       ' 

multiplicirt  nnd  die  Producte  addirt.    Dies  giebt 

i  +  *i    i  +  h    i  +  h        i  +  *,„ 

2  2  2  2  "    . 

if1  •+  h»    .  ,    1  +  *i     1  +  *tÄ     . 


»i 


•  •  • 


•  •  .  • 


,      1    +*1        1    +    *2         1+*»Ä  ' 


und  darin  ist 
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9>n 


J    VI  —  kSsin2q> 


«,  = « +  in  (i  +  -|-  +  ffi  +  •  •  •  +  h  h  2:  • *-) 

4  Ä  »1  »3  »8    •  •   •  »» 

ff-  =  p ä= 

Wird  nun  n  so  gross  genommen,  dass  &„  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  Null  gelten  darf,  so  ist  um  so  mehr  ßn  =  0 ,  mithin 


0 

1  +  h     1  +  k2     1  +  k3         1  +  kn 


•  •  • 


<?» 


=  «»(i  +  h)(i  +  t|)(i  +  *,) . . .  (l  +  *■) -fr- 

folglich  ist  genau  für  »  =  oo ,  wenn  wie  früher  Lim  2-2  mit  <P  be- 

zeichnet  und  Liman  =  A  gesetzt  wird, 
ff  =  AO(l  +  *,)(!  +  fc)(l  +  *3)  .  .  .  . 


-ip{ 


1+  fc,    .               (l+ft^a+fcs)     Ä,    . 
— ^ — s*»9>i  +  - L£r- ! — i  •  -jsmg),. 


t 2» 2»~    9s  "' 1' 

A  =  a  +  3pjl  +  —  +  -^-  ^ —  +  •  •  • 

Zur  Abkürzung  der  für  Q  gefundenen  Formel  bemerken  wir  erstens, 
dass  <P(1  +  kj)  (1  -\-  kt)  .  .  .  =  F (k,  (p)  ist,  und  dass  zweitens  aus 
den  Gleichungen 

die  nachstehenden  folgen 

2l/fo  2^/ko  2]ffa 

1+^1=  — jT >  1    -{-    fcg    =  — ,  1    +    ^3   =  — jT > 

Nach  allen  diesen  Bemerkungen  zusammen  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nung von  G  folgende  Vorschrift:  man  berechne  zunächst  die  abneh- 
menden Moduli  und  die  wachsenden  Amplituden  mittelst  der  For- 
meln 

2Q* 
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•  •  •/  • 


i_Vi  _  e»         _  i  _  vi  _  >t 
*  -  i  +  Vi  -  *»'     ^-i  +  Vi-v"" 

tow  (91  —  (p)  =  Vi  — fc2  fem qp ,  fan(9>2  —  9>i)  =  Vi  —  *? tanqPi,... 
so  ist  schliesslich 

28)  fjL^J££3Ldw 

J  Vi  —  *2sm8g> 

=  F(*f  9){a  +  |/3(1  +  \h  +  J*^  +  ifcfcfc  +•••)) 
—  T  l|V*i««ng)i  +  \Vhhsin(pt  -f  § V*i #2 *a ämi g>s  + 

Für  «=1,  (5  =  —  &2  erhält  man  sofort  eine  Formel  zur  Berech- 
nung'von  E(k,  <p),  nämlich 

29)  E%  9)  =  F(k,  <p)  (l  -  |*f(l  +\h  +  JM>  +  .  .  0) 

+  *{|V^8tn9>i  +  \Vkikt'9inq>i  + }• 

Im  speciellen  Falle  q)  =  \%  wird  q>\  =  »,   92  =  2«,  m8  =  4fl 
etc.,  mithin  einfacher 

30)  E(M*)  =  F<*,}*){l-i*»  (1+jl, +!*,!*  +  •••)}• 
Nach  diesen  Vorschriften  lässt  sich  auch  das  Integral 

/  Va2cos2<p  +  b*sin*<pd<p  =  aJE?f         ~~ — ,  qn 

berechnen,  wobei  das  arithmetisch  -  geometrische  Mittel  zwischen  a 
und  b  wieder  benutzt  werden  kann.  Es  sind  dann  folgende  Grössen 
zu  bestimmen 

o,  =  i(a  +  &),        &,  =  VoT,  ^  =  »(a~6), 

02  =  Ka,  +  &,),    6,  =  VoT^,     h  —  1^-^ 


tan(q>i  — 9)  =  -—tantp,      tan(q>2  —  g>i)  =  —tan  q>s , 

und  wenn  Liman  =  Limbn  =  c,  Lim(q>n  :  2")  =  3>  gesetzt  wird, 
so  ergiebt  sich 
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* 

31)  /  Va*cos*(p  +  b*$in2<pd(p 

o 
=  *{«*-  («-  6)0,(1+!*,  +  {hh  +  Ift^Äa  +  •••)} 

+  V2 (a  —  b) ax  {§ Vh  sin q>x  +  iVÄifesm^  +  ••••}' 
and  specieller  für  q>  =  \it 


2cos2q>  -f-  &2sin2g>tfg> 


32)  fv~a 

o 

=  ^-{«2  -  (a-b)a,(l  +|Ä,  +  Jft,^  +  §*,M3  +  •  •  •} 


Beispielweise  sei,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  a  =  25,  6  =  7;   aus 
den  dort  berechneten  Werthen  von  fti,  &i,  flfe,  ft*  e*°.  erhält  man 
^  =  0,5625000,        JJj  =  0,2812500, 

fe  =  0,0948122,  ffc^  =  0,0133330, 
fc3  =  0,0022575,  l&iMa  =  0,0000151, 
fc4  =  0,0000013 ,       ^..hi  =  0,0000000 , 

\Vki         $in<px  =  +  0,3740272, 

\VhJh     sinq>2  =  +  0,0091474, 

|  Vh  k2  h  sin(p3  =  —  0,0004282, 


Yä  Vh . .  k4  sin  q>4  =  —  0,0000005 , 


±7* 
3n 


fv 


252cos29  +  Vsin*<p  dq>  =  22,081387, 


\n 


J  ]/2b2cos2<p  +  72sm2g>  dg>  =  27,163662. 

o 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass,  selbst  bei  .ungünstigen  Verhältnissen  zwi- 
schen a  und  6,  die  Rectification  eines  Ellipsenbogens  weit  leichter 
nach  der  vorigen  Methode  als  nach  den  Formeln  auf  Seite  383  des 
ersten  Theiles  ausgeführt  werden  kann.  Bei  den  angegebenen  Zahl- 
werthen  ist  nämlich  die  numerische  Excentricität  a  =  §|  wenig  von 
der  Einheit  verschieden,  und  in  Folge  davon  convergiren  die  nach 
Potenzen  von  e  fortschreitenden  Reihen  so  langsam,  dass  man  we- 
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nigiteni  50  Glieder  derselben  summiren  müsste,  um  6  richtige  Deci- 
malstellen  zu  erhalten. 

Auf  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lässt  sich  die  Lan- 
den'sehe  Substitution  zwar  gleichfalls  anwenden,  führt  aber  dabei 
zu  complicirten  und  praktisch  nicht  brauchbaren  Formeln.  Die  Ent- 
Wickelung  derselben  können  wir  um  so  eher  übergehen,  als  sich 
später  zeigen  wird,  dass  die  Integrale  dritter  Art,  welche  Functionen 
dreier  Variabelen  darstellen,  auf  gewisse  Functionen  zweier  Varia- 
belen  zurückführbar  sind*). 


IV.   Reihenentwickelungen  für  die  Integrale  erster 

und  zweiter  Art. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Entwickelung  der  voll- 
ständigen Integrale  F(k,  \ji),  E(k,  \it)  und  bezeichnen  dieselben 
kurz  mit  K  und  E. 

a.    Entwickelt  man  in  der  Gleichung 


A 


K  = 

o 

den  Factor  von  dtp  mittelst  des  binomischen  Satzes  und  integrirt 
dann  die  einzelnen  Reihenglieder  unter  Anwendung  der  Formel 

!*  ,  1  .  3  .  5.  .  .(2n— 1)     * 

m*.9i9=     2,4.6....(2n)     "2- 
o 
so  erhalt  man  augenblicklich 


*)  Die  Arbeiten  von  John  Landen,  nach  welchem  die  besprochene 
Substituten  genannt  wird,  stehen  in  den  Philosophie^  Transactions  von  den 
♦Uhren  1771  und  1775,  sowie  in  den  Mathematical  Memoire  vom  Jahre  1780. 
Die  sueeeasive  Transformation  der  elliptischen  Integrale  lelgte  Lag  ränge  in 
den  Memoire«  de  lWcademie  *  Turin,  17S4  und  1785,  Tome  II,  woran  sich 
die  weitere  Ausführung  von  Legendre  im  Tratte  des  foncüons  elliptiqaes, 
Tome  l»  Chap»  XV1L  bis  XIX.  anschließt.  Das  arithmetisch  -geometrische 
Mittel  Hut  Gauss  eingeführt  in  der  berühmten  Abhandlung:  Determinatio 
attraettoni*  et*»»  CVnnmtntat-.  sooiet.  wg.  Gottmg.  rec  VoL  IV,  1820.  Ueber 
die  g*\\metri$che  Bedeutung  der  Laaden'schea  Substitotiom  vergL  Jacobi, 
Kxtrait  d'une  lettre  a  M.  Hemit**  Orelle\<  Journal«  Bd.  SS,  S.  178,  sowie 
Küpper«  IVafcons  ratK>n  geomeui^ue  etc.,  CrclU's  Joanu,  Bd.  £5,  &  89. 
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,3>*=f{I  +  (i)W(^)V  +  (i^)W..} 

Zur  Entwickelung   von  E  kann  man  entweder  auf  analoge 
Weise  verfahren  oder  auch  die  auf  Seite  296  bewiesene  Relation 
dF(k,<p)  _       1       JE(Jc,  y)  —  (1  —  fr8) F(k,  y)  _  Jcsincpcoscp) 
dh  1  —  Äa  l  h  4(}c,<p)  | 

benutzen,  welche  für  (p  =  \%  übergeht  in 

34)  .E  =  (4-Ä')(2f+*!f). 

Aus  der  schon  bekannten  Reihe  für  K  folgt  dann 

o.x    ™        *  f,       /1\2*2      /1.3V*4      /1.3.5V*6  \ 

35)  e  =  -{i-(-)  T-{^  j-{<rTTe)  5  -••)• 

b.  Etwas  rascher  convergirende  Reihen  erhält  man  dadurch, 
dass  man  erst  mittelst  der  Landen' sehen  Substitution  den  Modulus 
verkleinert 'und  dann  die  Reihenentwickelung  vornimmt.  Nun  ist, 
wenn 

hi  = —==,     tan(q>i  —  <p)  =  Vi  —  Wtanw 

1  +  Vi  —  *2 

gesetzt  wird, 

F(*l9)=:L±*i  *-(*!.  9>l) 

and  für  <p  =  \% 

*X*.  \%)  =  L±AF(ft„  »)  =  (1  +  t,)P(t,,  i's) 
mithin,  wenn  F(*i,  §&)  nach  Potenzen  von  &x  entwickelt  wird, 

*>  x_«fl±aji+(j)v  +  ^{)V  +  -- 

Mit  22  kann  man  ähnlich  verfahren,  doch  ist  es  kürzer,  erst 
die  Gleichung  34)  so  zu  transformiren,  dass  h\  an  die  Stelle  von  Je 
tritt,  und  dann  die  Entwickelung  in  Nro.  36)  anzuwenden.  Man 
hat  nun 

ferner    durch   Substitution    des   Werthes  von  *   in    die  Gleichung 
für  E 


312  Die  elliptischen  Integrale, 

hieraus  folgt  nach  Nro.  36) 

wobei  der  Coefficient  von  &2n  ist: 

(4.+  o(1:,:8:--(>*"1>V. 

v      T/\   2.4.6....  (2n)  / 

1  *  * 

Ersetzt  man  in  Nro.  37)  den  Factor  1  —  h\  durch  ■  r1   und 

1  ~r  *i 

multiplicirt  die  Reihe  mit  1  —  Jcf,  so  wird 

Dies  giebt  zugleich  eine  Formel  für  die  Länge  des  Quadranten  einer 
aus  den  Halbachsen  a  und  b  construirten  Ellipse;  für 

_  Va*  —  b*  a  —  b 

a  a  +  b 

und  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  a  erhält  man  nämlich 


n     a  +  b 


/  Va2cos29  +  6*sm2g><fg> 

{'  +  a)'(^),  +  fe),(lrl)'+:-!- 

Um  über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Reihen  ein  Ur- 
theil  zu  gewinnen,  wollen  wir  wenigstens  bei  einer  derselben  unter- 
suchen, wie  viel  Glieder  zur  Erreichung  einer  vorgeschriebenen  Ge- 
nauigkeit berechnet  werden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  n  ersten 
Glieder  der  Reihe  in  ¥ro.  33)  mit  tfo,  t*i,  t*2,  •  .  .  %— i  und  den 
Rest  mit  Rny  so  haben  wir 

K  =  Wo   +    «1    +   W9    +   '   •  "    +   «*»-l    +   -Rn, 

*-fC-At^-,),*-{'+GHi)v+;- 

Bei  einigermaassen  bedeutenden  n  ist  nun  annäherungsweis  (TheilL, 

Seite  237) 

/l  .  3  .  5  .  .  .  (2n— 1)\2_  2 

\2  .  4  .  6  .  .  .  .   (2n)     /  "~  (2»  -f  l)jt ' 

2n  4-  1        ,  2n  +  3 

^ ; — ^  =  1»         t; i — ;  =  *«   u.  s.  w. 

2n-|-2  2»  +  4 

also  nahezu 
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1.2  *  Mn 

2n  +  ll  (2»+l)(l  — **) 

oll  nun    die  Rechnung  auf  5  Decimalen  genau  werden,   so  muss 

£„  <  — ^  sein,  folglich  w  der  Bedingung 


der 


(a»  +  i)(i-P) .  10rf 


%(2w  +  l)  +  n.  %(^)  >  *  +  %  (t  1  ^2) 


enügen,  woraus  man  n  durch  Versuche  leicht  findet.  Hiernach  ist 
är  h  =  |  und  bei  einer  Genauigkeit  von  6  Decimalen  w  so  zu  wäh- 
3n,  dass 

%(2n  +  1)  +  n  .  0,19382  >  6,4437 

nd  hierzu  gehört  mindestens  die  Gliederzahl  n  =  25.  Aehnliche 
Betrachtungen  gelten  für  die  übrigen  Reihen,  und  man  ersieht  dar- 
H8,  dass  die  vorigen  Formeln  nur  bei  kleinen  h  praktischen  Werth 
•esitzen. 

c.  Um  Reihenentwickelungen  zu  erhalten,  die  für  grosse,  d.  h. 
ler  Einheit  nahe  kommende  k  eine  leichte  Berechnung  von  K  und 
3  gestatten,  schicken  wir  eine  Erörterung  über  gewisse  bestimmte 
ntegrale  voraus. 

In  der  Gleichung 


J      1     +.    «2*3 


W=      ''^t^^ 
0 


bezeichne  W  den  noch  unbekannten  Werth  des  rechts  stehenden  In- 
«grales;  man  erhält  dann  durch  beiderseitige  Differentiation  in 
Beziehung  auf  /3,  welche  hier  aus  nahe  liegenden  Gründen  erlaubt 

st, 

dW        Ä  „    C  x2dx  % 


=  2ßf\ 


dß  rJ  (l+-a2z2)(l-f  ß2x*-)~  a(a  +  ßY 

0 

^thin  umgekehrt 

W=^ll(ct-\-ß)  +   Const.  ■• 

he  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  W  vcr- 
chwindet,  wenn  ß  =  0  wird;  es  ist  folglich  Cows£.  =■  —  Ut  14  ad 
rermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  W 
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J    1  +  «***  a    \     a     ) 


Durch  Substitution  von 

1 


a 


vr=^' 


ß  =  l,       x  =  cotO 


folgt  weiter 


39) 


yfe 


sinOdO 


6*sin20 


£     Z(l  +  Vi  —  £2) 
2  '        VT^Ü 


worin  selbstverständlich  €  ein  echter  Bruch  sein  muss.  Schreibt  man 
statt  dieser  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

IsinOdO  %    C         1  de 


A 


_  *  r i_ 

*Jvr= 


62*2       1    +   *' 


—    6*0»»' 0 
0  0 

so  kann  man  beide  Integrale  leicht  in  convergirende  Reihen  ent- 
wickeln, die  nach  Potenzen  von  «  fortschreiten.  Die  Vergleichung 
der  Coefficienten  von  e2n  giebt  dann 


n 


sin>»6  .  IsinOdO  =  -f  •  ^f  "f '"^"^ 

2  2.4.6...(2n) 


A 


Z 


>2n 


+    * 


<J* 


und  durch  Ausführung  der  auf  z  bezüglichen  Integration 


40) 


/ 


sin2n0  .  I sind dO 


n     1.3...(2n— 1)  L  1.1 

2  2. 4...  (2«)       1  1^2 


T  2n 


Die  Formel  39)  lässt  sich  ferner  wegen  der   identischen  Glei- 


chung 


i  +  v 


1    —   £*  =   £    Y 


1  +  Vi  —  *2 

i_  vi  — «a 


folgendermaassen  darstellen 

/'    IsinOdO      _        it  Je  %      /l  +  Vi  -  s2^ 


oder  auch 
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In  x 

U  2^  f    l  sind  dO P  du 

ü  0 

Vir  setzen  hierin  s  =  ksintp,  multipliciren  beiderseits  mit  dq>  und 
ategriren  zwischen  den  i&renzen  <p  =  0  bis  q>  =  \il\  es  ist  dann 

dcpdd 


r  l(ksin<p)d<p      ,    2.    /*     f_JjMh 


I«    i 


8%n*q>sin*0 


dcpdu 


(1  — Ä2sm2g?)u3 


>as  erste  Integral  linker  Hand  zerfallt  in 


Ik 


I  dtp  r      lsinq>dq> 

J  Vi  —  %'äf»*9>        j/  Vi  —  Wsin*<p 

I       Isintpdcp 
J  Vi  —  WvMy 


=  J5T.  Zfc  + 


as  nächste  Doppelintegral  wird  bei  umgekehrter  Anordnung  der 
ntegrationen  zu 

\n  in 


±  flsinOdO  /    ,     ,  „   dl 

%  J  J  cos*q>  -f-  (1  —  k 


+  (1  —  fc2sirc20)  sin2  "<gp 


-/ 


*7* 

IsinOdO 


0     Vi  —  Ä2^n2ö' 

vobei  die  Formel  9)  auf  Seite  409  des  ersten  Theils  angewendet 
forden  ist.  Im  letzten  Doppelintegral  giebt  die  umgekehrte  An- 
ordnung der  Integrationen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 

In 

dq) 


1         /? 

f**JTx  = 


(l—u2)cos2(p  +  [1  —  (1  —  k*)u*]sin2<p 

0  o 


1 


2  j/  y (i  _ „*) [i  _ (i  _  Jfc») M2]         2      \  2/ 

3ezeichnen  wir  zur  Abkürzung  Vi  —  fc*  mit  fc*  und  F(&',  5»)  mit 
£',  so  haben  wir  nach  allen  gemachten  Bemerkungen 
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\n  \n 


Kn  +  f   *****  -  +  f-2£ 

J  Vi  —  Vshflip       %  Vi  — 


sinddd       _  £# 


k*sin*d  2 

Die  beiden  hier  vorkommenden  Integrale  sind  gleich,  weil  auf  da 
Integrationsbuchstaben  nichts  ankommt;  es  folgt  daher 


\n 


41)  /  iy  =  —  \Klh  —  \%K\ 

nnd  analog,  wenn  &*  für  &  gesetzt  wird, 


l» 


0    Vi— #*«t»*ö  2  4 

Diese  Gleichung  ist  es,  welche  bei  grossen  Je  also  kleinen  fc'  zur 
Berechnung  von  J5T  dienen  kann.     Schreibt  man  nämlich 

K= i^a)  _.±/li±2£.f 

»         W        **/  Vi  —  ä/*sw*0 
so  hat  man  erstens  nach  Nro.  33) 

ferner  kann  man  (1  —  ä/2  sma0)  a  mittelst  des  binomischen  Sata« 
entwickeln  und  die  einzelnen  Reihenglieder  nach  Formel  40)  inte- 
griren ;  als  Resultat  der  angedeuteten  Operationen  findet  sich 

«  "-»©+a),[,(j)-']- 

+ 

Hieraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 

=  l(jj)>     «2  =  «e  —  lf 

berechne  man  successiv  die  Grössen  a0,  «2»  a4  etc.,  welche,  beiläufig 
gesagt,  gegen  die  Grenze  ll  -p )  convergiren ;  nachher  hat 


cc0 


man 
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))      K=ao  +  (jf«*V*  +  (L^\v*  + 

Um  die  entsprechende  Formel  für  E  zu  erhalten,  transformiren 
ir  erst  die  Gleichung  34)  so,  dass  Ji  an  die  Stelle  von  k  tritt, 
an  ist 

ld  daraus  wird,  wenn  für  k  sein  Werth  Vi  —  k1'2  gesetzt  wird, 

ß  TT 

uf  die  Gleichung  42)  angewendet,  giebt  diese  Relation 

+  (D'IKI)-'-^]- 
+G-3'4D(*)--A-.-?ik 

+ 

id  daraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 

4  -  Pi  ~  772  ~~  FTI  *     ße  -  ß*  *  371  ~  5~T6 

erechne   man   die  Grössen  /32,  /)*,  etc.,  welche  gegen  die  Grenze 
[77J  convergiren;  es  ist  dann 

Beispielweis  nehmen  wir  %  =  §£,  also  k9  =  ^,  die  Werthe  von 
^2,  04,  etc.  sind  in  diesem  Falle 

fe  =  2,1592  6004,  ßA  =  1,5759  2671,  ft,  =  1,4592  6004, 
ft$  =  1,4080  6956,  ß10  =  1,3791  0131 ,  ßn  =  1,3604  1444, 
tod  liefern  weiter 
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1=1 


-£-&#*    =  0,0846  4299 

(tTt^4*'4  =  0>00181622 

(^|)2|-i36^    =0,0000  8241 
Q^yW'*    =0^000455 

(^tJ)2Ä^^'10=0'00000027 

(^)2M^fe/12=0-0Q000002 

E  =  1,0865  4646. 

Durch  Multiplication  mit  25  ergiebt  sich  hieraus  die  Länge  des 
Quadranten  einer  aus  den  Halbachsen  25  und  7  construirten  Ellipse 
=  27,163662,  übereinstimmend  mit  dem  auf  Seite  309  gefundenen 
Zahlwerthe  *). 

d.     Um  nun  auch  die  unvollständigen  Integrale  F(k,  qp)  und 
E(k,q>)  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln,  setzen  wir  zunächst 

1  —  Vi  —  fc2 


1  +  Vi  —  W 


=  ifei    oder    k  = 


i  +h 


und  erhalten 


Vi  —  tfsinttp 


1  +*i 


Kl  +  2  fei  cos2  (p  +  ^i 

worin,  wie  gewöhnlich,  t  =  V —  1  ist.  Die  hier  vorkommenden 
Potenzen  vom  Grade  —  \  lassen  sich  nach  dem  binomischen  Satze 
in  Reihen  entwickeln,  welche  auch  dann  noch  convergiren,  wenn 
man  deren  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt     Jene  Bei- 


*)  Die  in  Abschn.  a.  entwickelten  Reihen  finden  sich  schon  in  Euler's 
Werken;  die  Formeln  42)  und  44)  sind  zuerst  von  Legendre  nach  einem 
nicht  hinreichend  genauen  Verfahren  abgeleitet  worden  in  den  Mämoires  de 
l'Academie,  1780,  pag.  630  und  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  Tome  I,  p.  65. 
Den  obigen  Beweis  hat  der  Verfasser  gegeben  in  der  Zeitschr.  f.  Mathen* 
und  Phys.  Jahrg.  2,  S.  49. 
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i  dürfen  daher  ohne  Weiteres  miteinander  multiplicirt  werden 
d  liefern  ein  Product,  welches  unter  Anwendung  der  Formel 

e  folgende  Gestalt  annimmt 

>)  =q0  — OzCOsSy  -f  a4co$4qp —  a6cos6q>-\ 

Vi  — k2sin2q) 

ie  Coefficienten  a<),  02,  «4,  etc.  sind  selbst  wieder  unendliche  Rei- 
3n,  und  zwar 

«,  =  (1 + *o  {1  +  (})'*?  +  Q-^f)\4  + } 

u.  s.  w. 
Wie  man  aus  Nro.  36)  ersieht,  kann  man  a0  kürzer  durch 

«o  =  —  K 
n 

ausdrücken,  und  es  ist  daher  zu  erwarten,  dass  auch  a2,  a4,  etc.  auf 
vollständige  elliptische  Integrale  zurückführbar  sein  werden.  In  der 
That  hätte  sich  schon  a0  rascher  aus  der  Gleichung  46)  bestimmen 
lassen;  multiplicirt  man  nämlich  letztere  mit  dq)  und  integrirt  zwi- 
schen q>  =  0  und  <p  =  |jr,  so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  ab 


J  V 


dtp  % 


j/  Vi  —  k'8in*q>  2 

woraus  für  «o  derselbe  Werth  wie  vorhin  folgt.  Multiplicirt  man 
ferner  die  Gleichung  46)  mit  2  cos  2  q),  zerlegt  rechter  Hand  jedes 
doppelte  Cosinusproduct  in  die  Summe  zweier  Cosinus,  setzt  dann 
noch  den  Factor  dtp  hinzu  und  integrirt  wie  vorhin,  so  ergiebt 
sich 


2 


I       cos2(pdq)       it 

J  Vi  —  Wsitfy  ~         2  2 


nithin  umgekehrt  wegen  cos2q>  =  1  —  2sin*q> 


In 


4     /*  2sin2<p  —  1     _  4  (K  —  E  1 

*  /  Vi  —  Wsin2(p  n[        W  J 

überhaupt  kann  man  auf  ähnliche  Weise  a2n  durch  das  bestimmte 
itegral 
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2nq>d<p 


■=<-^/v=§ 


/  Vi  —  klsin*q> 

ausdrücken,  jedoch  würde  die  völlige  independente  Entwickelang 
desselben  ziemlich  weitläufig  ausfallen.  Es  ist  deswegen  hesser,  die 
Coefficienten  aA ,  Og ,  etc.  auf  die  vorigen  zurückzuführen ,  wozu  fol- 
gende Bemerkungen  dienen  werden. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  46)  ergiebt  sich 

Jc2sin(pcosq) 

V(l  —  Wsin2<py 
=  2a2sin2<p  —  4a4sm4cp  +  6a6sin6(p  —  •  •  •  •; 

diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit 

4(1 -*Wy)  _  2(2-^) 

fcl  -  k2  +  2C0S2<p 

und   zerlegen  rechter  Hand  die  doppelten  Producte  aus  Sinus  und 
Cosinus  in  Summen  je  zweier  Sinus;  wird  hierbei  zur  Abkürzung 

2(2  -#») 

Je2        — 

gesetzt,  so  ist  das  gehörig  .angeordnete  Product 

2  sin  2  cd 
w  =  (2Aao  —  4a4)sm2g> 

Vi  —  fc*sw2cp 

4-  (2a.2  —  4Ao4  -f-  6o6)s«n4cp 
—  (4a4  —  6Aac  +  8a8)sm6op 
+  (6ff6  —  8Aa8  +  10  al0)  sin  8  <p 


Andererseits  erhält   man  direct  aus  Nro.  46)  durch  Multiplicatiofl 
mit  2  sin  2  q) 

2  sin  2  w  /rt  N   .    _ 

l/t         72      9     =  (2ao—a4)8m2q> 
Vi  —  kzstn2q> 

4-  (aö — a_>)^n4cp  —  («s —  aA)sin6cp 

+  (a10  —  c^)sin8(p  — 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin2(p 

2ao  —  a4  =  2la2  —  4a4    oder    3a4  =  2(Aa2 — a0) 
und  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  sin(m  —  2)cp,   wobei 
m  eine  gerade  Zahl  ^>  4  sein  muss,  % 

(w  —  l)am  =  (w  —  2)Aam_2  —  0»  —  3)am_4. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  Oq,  a2 ,  a4  etc.   dienen  also  folgend« 
%        Formeln 
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2  8  2 

«o  =  —  K,      <h  =  *><**  —  ^i-E»      a*  =  3-(*«i  —  «a)t 

4A«4  —  3a«»                    6Aa6  —  5a4 
a6  = - -,        a8  =  - ,  u.  s.  w. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  46)  mit  dqp   und  integrirt 
on<p  =  0bisqp  =  <jp,80  gelangt  man  zu  der  Entwickelung 
7)  F(äj,  <p)  =  a0q>  —  \a2sin2<p  -f-  \a*8in4q>  —  Ja«stn6  9-|-'«« 

Nach  einem  völlig   analogen  Verfahren  läset  sich  E(k,(p)  in 
ine  Reihe  von  ähnlicher  Form  verwandeln.     Aus  der  Gleichung 

Vi  —  k2$in'<p  =  r-4-T-(l  +  M+M*)l(l  +  her^9>y 

1  +  #i 

nrhält  man  zunächst  mittelst  des  binomischen  Satzes  eine  Entwicke- 

ung  von  der  Form 

18)  Vi  — k'2sin2q>  =  bö  +  &a «>s 2 g>  —  &4cos4cp  +  &6cos6g> — •••, 

worin  sich  die  beiden  ersten  Coefficienten  wie  früher  bestimmen  las- 
sen.   Es  ist  nämlich 
1. 


/ 


2w 

2 


Vi  —  Wsin*<pd<p  =  &<>-£•   oder  50  =  —  .E; 


ferner 


l* 

s 


2  /  Vi  —  k*siri*q>  .  cos2cpd(p  =  b2-— 


mithin 


i» 


l*  =  —  /Vi  —  *»smi»9>(1  —  2s»»»g>)<*o» 

0 

ud  durch  Reduction  dieses  Integrales 

4     (2  —  *2)JE7—  2(1—  k*)K 

h=x W 

tfultiplicirt  man  ferner  den  Differentialquotienten  der  Gleichung  48) 
nit  k  -j-  2cos2q>,  so  erhält  man  linker  Hand  denselben  Ausdruck, 
ils  wenn  man  in  Nro.  48)  beiderseits  den  Factor  2  sin  2  (p  zusetzt; 
lie  Vergleichung  der  Coefficienten  in  den  so  entstehenden  Reihen 
riebt 

554  =  2(A&2  —  b0) 

md  für  jedes  gerade  m  >  4 

MUftnilefc,  Analysu.  IL  21 
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(m  +  l)bm  =  (m  -  2)lbm-*  —  (m  —  3)  am_4. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  50»  &2  etc.  dienen  hiernach  folgende 
Formeln 

b0  =  |j0,     b.2  =  \[lb0  -  8(1ar7,*f)g},     »4  =  !(Afc-Mf 

4A54  —  152          ,          6Afcß  —  3fc4 
©6  = = »        bs  = ,  u.  8.  w. 

und  nun  ergiebt  sich  aus  Nro.  48)  durch  Multiplication  mit  dtp  und 
Integration  von  (p  =  0  bis  (p  =  <p 

49)  E(k,<p)  =  b0<p  +  \b2sin2<p  —  J&4stn4<p  +  \besin6(p 

Will  man  für  einen  und  denselben  Modulus  gleichzeitig  F(k,<p) 

und  E(k,  <p)  berechnen,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  Coefficienten  &o, 
&2,  etc.  aus  a0,  02,  etc.  herzuleiten.  Die  hierzu  nöthigen  Reduc- 
tionsformeln  ergeben  sich  dadurch,  dass  man  die  durch  Differentia- 
tion von  Nro.  48)  erhaltene  Gleichung 

Wsinwcosq)  .    _  A ,     .    M 

1  — : —  =  2h2sin2(p  —  4o4sm4qp  -[-•••• 

Vi  —  h*sin'2(p 

mit  der  früheren  Entwickolung 

2  sin  2  cp  ,^  N    .    _  ,  x    .    ,       . 

,  =  (2oo  —  ai)S7n2q)  —  (a*  -—  a6)stn4q)  -}---•• 

Vi  —  k*sin*q> 

vergleicht,  indem  man  die  erste  mit  4,  die  zweite  mit  Je9  multipli- 
cirt;  es  findet  sich  zunächst 

b,  =1*2(2(1«  — a4) 
und  für  jedes  gerade  m  ^>  2 

h    —    J:-  (  \ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  Nro.  49),  so  kann  das  Resultat  in 
folgende  Rechnungs Vorschrift  gekleidet  werden:  man  bestimme  die 
Grössen  Cq,  Cj,  c4,  etc.  mittelst  der  Formeln 

Co  —  ~-^»     <b  —  -A » 

(h  —  a6                a4  —  as 
c*  — ji — »     <%  = g^ 1  n.  8.  w.; 

es  ist  dann 

50)  E(lc,  g>)  =  c0  +  \W(cisin2q>  —  c4$in4q> +  C6Sinß<p  —  •••) 
Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Formeln  praktisch  anwendbar 

sind,  wollen  wir  nach  denselben  den  Fall  k  =  §|,  9  =  §*  hehan- 
dein.     Es  ist  dann 
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l  = 


337 


— -,  K  =  2^6931425,  E  =  1,0865465; 

144 


>  =  0,6366  K 

,  =  1,4898  JT  — 

t  =  1,8999  K  — 

3  =  2,6632  JT  — 

B  =  3,9852  K  — 

io=  6,2188  JT  — 
l2  =       9,9700  K  — 

14=  16,276  K    — 

m<5=  26,910  K    — 

18=  44,911  K 

^0  ==  75,495  K 

^2=  127,63  tf 

K,4=  216,77  K 


=  1,71451 

2,7631  .£  =  1,01018 

4,3109  E  =  0,43306 

6,4131  i?  =  0,20468 

9,7851  E  =  0,10125 

15,3675  #=  0,05143 

24,6887  E  =  0,02658 

40,331  E    =  0,01390 


c0  =  0,69172 
c2  =  0,74899 
c4  =  0,05034 
c6  =  0,00922 
c8  =  0,00239 
c,o  =  0,00075 
c12  =  0,00026 
c14  =  0,00010 
c16  =  0,00004 
c18  =  0,00002 
c20=  0,00001 


—  66,697  E  =  0,00733 

—  11 1,321  .E  =  0,00388 

—  187,134  E  =  0,00205 

—  316,37  E  =  0,00105 

—  537,35  £  =  0,00049 
FQl  \n)  =  1,27853;  E(*$,  In)  =  0,88326. 

3ie  Coefficienten  de  >  #  2 »  etc.  sind  hier  vollständig  durch  K  und  E 
msgedrückt  worden  (was  für  gewöhnlich  überflüssig  ist),  weil  da- 
durch ersichtlich  wird,  dass  der  Coefficient  am  die  Form  pK  —  qE 
xat,  worin  py  q_  rasch  wachsen.  "Will  man  daher  eine  erhebliche  Ge- 
nauigkeit erreichen,  so  muss  man  vorher  K  und  E  sehr  scharf,  d.  h. 
inf  ungefähr  12  Decimalen  bestimmt  haben  und  selbstverständlich 
weit  mehr  Reihenglieder  berechnen,  als  hier  geschehen  ist.  Aus  die- 
len Bemerkungen  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  die  Formeln  47)  und 
SO)  nur  einen  theoretischen  Werth  besitzen  *). 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lassen  sich  zwar  Rei- 
ben von  ähnlicher  Gestalt  entwickeln,  jedoch  sind  die  darin  vor- 
kommenden Coefficienten  von  so  complicirtem  Bau,  dass  die  betref- 
fenden Reihen  keinen  Nutzen  gewähren. 


*)  Die  oben  abgeleiteten  Formeln  stimmen  im  Wesentlichen  mit  den  von 
Legendre  im  Traite  des  fonet.  ellipt.  Chap.  34  gegebenen  überein,  nur  sind 
sie  hier  einfacher  dargestellt  worden. 


21* 
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V.    Das  Additionstheorem  für  die  Integrale 

erster  Art. 

Aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  weiss  man ,  dass  sich 
die  Integrale  echt  gebrochener  rationaler  Functionen  durch  Log* 
rithmen  und  Kreisbögen  ausdrücken  lassen,  und  dass  die  Integrale 
irrationaler  Functionen,  falls  letztere  nur  ein  Hadical  von  der  Form,. 

Ya  -\-  b%  -\-  ex*  enthalten,  gleichfalls  auf  jene  einfachen  Functk* 
nen  zurückkommen.     Steigt  aber  die  unter  der  Quadratwurzel  ste- 
hende Grösse  auf  den  dritten  oder  vierten  Grad,  so  reichen  die  frü- 
heren Integrationsmittel  nicht  mehr  aus ,  und  die  Beduction  führt  p 
dann  auf  die  drei  elliptischen  Integrale,  welche  demnach  den  Loga- 1 
rithmen  und  Kreisbögen  gewissermaassen  verwandt  sind  und  sich  in  I 
der  That  bei  verschwindendem  Modulus  auf  jene  Functionen  redn*  i 
ciren.     Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Logarithmen,  die  cyclome- 
trischen  Functionen  und  die  elliptischen  Integrale  ihre  gemeinsame  . 
Quelle  in  der  Integralrechnung  haben,  denn  wenn  auch  die  beider* 
ersten  Functionen  nicht  schon  aus  der  Algebra  und  Trigonometrie 
bekannt  wären,  so  würde  man  durch  die  Integralrechnung  genöthigt 
worden  sein,  Integrale  von  den  Formen 

sc  X 

/dx  C      dx 

~%  J   Vi    _  X2 

zu  betrachten  und  irgendwie  zu  benennen.  Für  die  vorliegendes 
Functionen  gelten  nun  bekanntlich  die  Gleichungen 

Ix  +  ly  =  l(xy),  

aresin  x  +  aresin  y  =  arcsin(xVl  —  y*  +  yVl  —  #*), 

sie  haben  also  die  Eigenschaft  gemein,  dass  zwei  mit  verschiedenen 
Argumenten  x  und  y  versehene  Functionen  derselben  Art  zu  einer 
Function  der  nämlichen  Art  vereinigt  werden  können,  deren  Argu- 
ment nach  einer  bestimmten  Hegel  aus  x  und  y  zusammengesetzt  ist 
Allgemein  ausgedrückt,  heisst  dies,  sowohl  für  f(x)  =  Ix  ab  für 
f(x)  =  aresin  x  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  z  auf  gewisse  Weise  von  x  und  y  abhängt  Bei  der  Ver- 
wandtschaft zwischen  den  eben  genannten  Functionen  und  den  ellip- 
tischen Integralen  lässt  sich  erwarten,  dass  für  letztere  ähnliche  Re- 
lationen bestehen  werden,  und  es  ist  dann  zu  untersuchen,  wie  in 


J 
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esem  Falle  z  von  x  und  y  abhängt.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
ollen  wir  erst  die  beiden  einfachen  Fälle  f(x)  =  Ix  und  f(x)  = 
'csinx  betrachten,  um  an  diesen  das  nöthige  Verfahren  auseinander 
i  setzen-. 

Wir  denken  uns  die  Function  f(x)  definirt  durch  die  Gleichung 

X 


» -  ß 


ld  stellen  die  Aufgabe,  y  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

0  /(*)  +  /tot)  =  o 

füllt  wird,  in  welcher  C  irgend  eine  Constante  bezeichnet.    Durch 
ifferentiation  folgt  zunächst  vermöge  der  Bedeutung  von/ 

dx     t     dy 
-  =  0 

x  y 

ier-  •   • 

\)  ydx   +  xdy  =  0; 

ithin  ist  durch  Integration 

/  ydx  +    /  xdy  =  const. 

endet  man  auf  jedes  dieser  Integrale  die  theilweise  Integration  an, 
erhält  man 

2xy  —    /  (xdy  -\- y  dx)  =  const. 

i.  wegen  Nro.  53) 

2xy  =  const.    oder    xy  =  c 

3m  ursprünglichen  Sinne  der  Aufgabe  entspricht  also  die  Lösung 

/(*)  +  /(£)  =  0; 

i  speciellen  Falle  x=l  verschwindet /(#),  daraus  folgt  (7  =  /(c), 
ithin  ist  auch 


/(*>  +  /(£)  =  m 


machtet  man  noch,  dass  c  und  ebenso  —  jeden  beliebigen  Werth  ha- 

x 

c 
n   kann ,  so  darf  man  —  mit  irgend  einem  Buchstaben,  also  auch 

x 

t  y  bezeichnen,  woraus  c  =  xy  folgt.   Die  nunmehrige  Gleichung 
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drückt  in  der  That  die  Fundamentaleigenschaft  des  Logar 
aus  und  ist  hier  lediglich  aus  der  Integraldefinition  in  51 
geleitet. 

Es  sei  zweitens 


o 


x 

dx 


Vi  —  x* 

und  wiederum  die  Gleichung  52)  zu   erfüllen;    die  Differen 
giebt  dann 

54)  *£_+        *JL==0 

Vi  —  x2        Vi  —  y* 

oder 

Vi  —  y1  •  dx  -f  Vi  —  x*  .dy  =  0, 

mithin 

I  Vi  —  y2  .  dx  +    I  Vi  —  x2  .  dy  =  const. 
Bei  theilweiscr  Integration  ist  ferner 


JVl-xKdy  =  Vl-x2.y+f: 


yA 

yxdx 


Vi-««' 

mithin  durch  Addition 

.vr=p  +  yvr=^  +  /»,(-7j£lt  +  7ä-)= 

J       Vyi  —  &      Vi—y2' 

Wegen  Nro.  54)  verschwindet  das  Integral  und  es  bleibt  einfj 

a?Vl  —  y2  +  y  Vi  —  x2  =  c, 
womit  nun  die  Bedingung  gefunden  ist,  unter  welcher  die  B 
/(*)  +  f(y)  =  C  besteht.     Für  x  =  0  wird  y  =  c,  /(0)  = 
C  =  f(c)  also 

Da  c  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  kann  man  s 
lieh  auch  z  für  c  schreiben  und  sagen ,    die  Gleichung  f(x) 
=  /(:)  gilt  unter  der  Bedingung 

z  =  a?Vl—  y2  +  yVl—x'2, 

womit  cias  Additionstheorem  für  f(x)  =  aresin  x  analytiscl 
leitet  ist. 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Function 
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55) 


AX)  -/V(l -*>)(!- 


in  folgender  Weise  anwenden.     Wenn  zunächst 

56)  f(fi)  +  /(y)  =  0 

sein  soll,  so  giebt  die  Differentiation 

57)  <**  +  *»  =0 

V(l  —  #2)  (1  —  A;2z2)        V  (1  —  #2)  (1  —  Wy 2) 

oder 

58)  V(l  —  #*)  (1  —  fc  V)  •  ^  +  V(l—x*)(l—k*x*).dy  =  0. 
Biese  Gleichung  dividiren  wir  durch  1  —  k2x2y2  und  integriren; 

es  ist  also 

59)  J  — r^y — dx  +J  — r=*»i»? — dy  = c- 

Mittelst  theilweiser  Integration    findet   sich  leicht,    wenn   zur 
Abkürzung 
xy  [2  k2  (x2  +  y2)  —  (1  +  Je2)  (1  +  k2x2y2)]  _  2k2x2y2     _ 

(1  —  Je2  x2  y  2)2  —     '      (1  —  fc*sy)2  —  * 

gesetzt  wird, 


/ 


V(i  -  »»)  (1  -  *»»*)     =  Vq-^Xi-feV^ 


1  — Ä»X*^s  1  — fc2*2^ 

_   f  PdV  _   fQVn—  y*)(l  —  &V)ia;. 

./ V(i-y*)(i-*V>     •/ 

Die  entsprechende  Transformation  für  das  zweite  Integral  in 
Nro.  59)  ef giebt  sich  hieraus  durch  gegenseitige  Vertauschung  von 
«und  y;  dabei  ändern  sich  aber  die  symmetrischen  Functionen  P  und 
Q  nicht,  mithin  ist 


rV(l—  s«)(l —  &***),  V(l— a?2)(l  — A;2^2) 

/  1«.  Wtfy*  y—  l—Jc2X2y2  y 

-  t       pdx        -  fevo-^Hi -*»**)<** 

7  V(l  — a2)(l— fc2s2)        c/ 
Nach  Substitution  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung 59)  in  

sV(i  —  yt)(i  -  fcV")  +  y  V(i — **)(*  ^  fe2*2) 

1— ß2#V 

_  /V  ^  - £l_] 

J       l V(l  —  s2)  (1  —  k2x2)  ^  V(l  —  y2)  (1  —  Ä;^2)J 
-  A(V(1-^2)(1  —  fcV)cte  +  V(l  -o;2)(l—  k2x2)dy}  =« 
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d.  L,  weil  nach  Nro.  57)  und  58)  die  beiden  Integrale  verschwind«!, 

x V(l  -  p>)  (1  -ly)  +  yV(l  •-  »«)  (1  —  &x*)  _ 
™)  1  -  ***V  ~ & 

Diese  Gleichung  spricht  die  Bedingung  ans,  unter  welcher 
/(«)  +  f{y)  =  C  ist  Für  X  =  0  giebt  sie  #  =  c,  und  da  glrich- 
zeitig  /(0)  =  0  ist,  so  bleibt  C  =  f(c),  mithin  enthält  Nro.  60)  die 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung 

Schreibt  man  endlich  z  statt  der  willkührlichen  Grösse  cr  so  hat 
man  den  Satz:  wenn 

_  xV(l  -  y«) (1  —  ft*?2)  +  y  V(l  — a?Q(l  —  W) 
genommen  wird,  so  ist 


X 


J  V(i _*»)(i—  wx*)     J  V(i— ys)(i— **y*) 


0 

* 


-/ 


df* 


0    V(l -*>)(! -***») 

Für  x  =  sincp,   y  =  sinip,   z  =  sin 6  erhält  dieser  Satz  fol- 
gende Form:  wenn 

genommen  wird,  so  ist 

F(*,<p)  +  F(*,*)  =  F(M): 

Zufolge  dieses  sogenannten  Additionstheoremes  lassen  sieb 
zwei  mit  gleichem  Modulus  und  verschiedenen  Amplituden  versehene 
elliptische  Integrale  erster  Art  zu  einem  einzigen  Integrale  gleicher 
Art  zusammenziehen. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Theoremes  ist  vielleicht 
ein  zweiter  Beweis  desselben  nicht  überflüssig,  welcher  darauf  hin- 
auskommt, das  Integral 

62)  7v,  *!  . ,  =  f«*,«) 

%    vi  —  Wsttrii 

durch  Einführung  einer  neuen  Vanabelen  zu  transformiren.     Setzt 
man  nämlich 

63)  cosß  cosn  —  »*£  ****!  Vi—  k**in*t  =  cost. 
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•Q  entspricht  der  unteren  Grenze  ff  =  0  der  Werth  £  =  ßf  und 
wenn  tj  =  a  geworden  ist,  so  hat  £  einen  Werth  y  angenommen, 
welcher  aus  der  Gleichung 

64)  cos  ß  cos  a  —  smß  sincc  Vi  —  k*  sin2y  =  cosy 

zu  berechnen  ist.  Um  ferner  drj  durch  d%  auszudrücken,  konnte 
man  q  aus  der  Gleichung  63)  entwickeln  und  dann  differenziren ; 
rascher  führt  die  Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Gleichung  63)  auch 
unter  den  beiden  Formen 

,65)  cosfccosß  -f-  8in£sinßVl  — k2sin2rj  =  cosr], 

66)  co$%cosri  -f-  Bin^sinri  Vi  — k28in*ß  =  eosß 

dargestellt  werden  kann.  Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn 
man  die  Gleichungen  63),  65)  und  66)  rational  macht;  weil  aber 
dabei  die  Vorzeichen  der  Radicale  verloren  gehen,  so  bedarf  die 
Richtigkeit  dieser  Vorzeichen  eines  besonderen  Nachweises.  Nun 
geht  die  Gleicbung  63)  für  h  =  0  in  cos  (ß  +  rj)  =  cos£  über, 
daraus  folgt  cos(£  —  ß)  =  cos  17  und  cos(£  —  rj)  =  cosß;  dasselbe 
geben  auch  die  Gleichungen  65)  und  66)  für  k  =  0,  woraus  die 
Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  erhellt.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  66)  wird  nun,  wenn  wir  das  vorkommende  Radical  für 
den  Augenblick  mit  B  bezeichnen, 

(Bcosrjsint  —  sinrjcos^drj  =  (cosrisin£  —  B  sint}  cos%)  d& 

ferner  giebt  die  Substitution  des  aus  Nro.  66)  genommenen  Werthes 
von  B 

cosß  cos  rj  —  cos%  ,  cosy  —  cosß  cost  ,«, 

: ari  = r-z «C 

s%nr\  sin$ 

d.  i.  nach  Nro.  63)  und  65) 

sinßVl  —  k*sin*Zdti  =  sinßVl —kUintqdt 
oder 

drj  dt 

Vi—  Wsirfn  ~  Vi  —  k*8in*t ' 

Substituirfcn  wir  dies  in  Nro.  62)  oder,  was  Dasselbe  ist,  inte- 
griren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass  den 
Grenzen  r\  =  0  und  r\  =  a  die  Grenzen  £  =  ß  und  £  =  y  ent- 
sprechen, so  erhalten  wir 

a  y  y  ß 

f'dti  ___,  f  dt  _  r  dt  _   r  dt 

Jj(tl)       .J  d{t)        J  zf(5)       J  J(t) 
4  i.  F(k,  er)  =  F(k,  y)  —  F(k,  /}),  wobei  die  Amplituden  a,  ß,  y 


68) 
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an  die  Gleichung  64)  gebunden  sind.     Indem  wir  noch  cp ,  ♦,  6  für 
aiß*¥  schreiben,  erhalten  wir  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

F(k,cp)  +  F(k,il>)  =  F(k,6) 

stattfindet,  sobald  die  Amplituden  cp,  tp,  6  der  Bedingung 

IM 
67)  coscp  cos^  —  sincpsinil>d(6)  =  cos  6 

genügen,  welche  dem  Früheren  analog  auch  unter  den  Formen 

cos  6  coscp  -f-  sin  6  sin  cp  d{$)  =  cos  #, 

< 

coscS  costl>  -j-  sinösinty  4(cp)  =  coscp 
dargestellt  werden  kann.     Eliminirt  man  cos  6  aus  den  beiden  letz- 
ten Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

cos2  cp  —  cos*ty 

sind  ~~~~  - 

coscpsinty  4(cp)  —  cos^f  sing)  d{$) 

oder,  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  coscp  sinty  d{cp)  -j-  C08i>  sincpdty) 

multiplicirt  werden, 

v  .       sincpcosil*  <4{$)  -f  sinj)  coscp  4(cp) 

'  8tH    ~  1—  Wsin*cpsiri*ty  ' 

was  mit  Nro.  61)  übereinstimmt. 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  68)  erhält 

man  ferner 

v  coscp  costy  —  sincp  sintp  d(q>)  4(tl>) 

1  —  k2  sin*cp  sin*ijf 

und  aus  Nro.  67) 

s  ...  4(q>)  4(ij>)  —  k2  sincp  coscp  sinjf  cosjf 

}  l  '  ~  l—k2sin2cpsin*ty  ' 

endlich  als  Quotient  von  69)  und  70) 

72)  tantf  =    tony4(»)  +  fcw»^(y)  . 

1  —  tancp  tanty  d(cp)  4(i\>) 

Die  letzte  Formel  bietet  die  meiste  Bequemlichkeit  für  die 
numerische  Berechnung  von  o\  Bestimmt  man  nämlich  zwei  Hülfs- 
winkel  cp1  und  ty'  mittelst  der  Formeln  tancp9  =  tancp  d($)  und 
tani})'  =  tantl>4((p),  so  wird  sehr  einfach  6  =  cp'  -f  $'. 

Einen  bemerkenswerthen  speciellen  Fall  des  Additionstheoremes 
liefert  die  Annahme  6  =  \it,  nämlich 


tancp  tanty  =     .  =  77» 

l  VT  —  h*        k'1 


73)  VT=** 

die  beiden,   den  Amplituden  cp  und  #   entsprechenden    elliptischen 
Integrale  ergänzen  sich  dann  zum  vollständigen  Integrale  K. 
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Bevor  wir  die  Folgerungen  erörtern,  welche  sich  an  die  Addition 
der  elliptischen  Integrale  knüpfen,  wollen  wir  noch  einige  später 
brauchbare  Combinationen  der  obigen  Formeln  entwickeln.  Elimi- 
nirt  man  nämlich  cosct  aus  Nro.  67)  und  der  zweiten  Gleichung  in 
Nro.  68),  so  erhält  man 

.,  x        8inw  cosip  d(6)  +  cosw  sinty 
v:r/  sin  6 

auf  gleiche  Weise  geben  Nro.  67)  und  die  erste  Gleichung  in  Nro.  68) 

$inil>co$q)4(6)  -{-  costy  sin  q> 

'*'  —  sinö  * 

folglich  ist 

74)  { 

4(cp)  — .  Jty)  =      y^     sin(<p  —  H>). 

Die  Subtraction  der  elliptischen  Integrale  ist  leicht  auf  die 
Addition  zurückzuführen,  indem  man  if>  negativ  nimmt  und  die  Re- 
lation F(k,  —  ♦)  =  —  F(k,tl>)  beachtet.  Schreibt  man  gleichzeitig 
t  statt  0,  so  hat  man  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

F(k,<p)-F(k,il>)  =  F(k,z) 
unter  der  Bedingung 

sincpcosrp  4(tj>)  —  sinil>  coscp  ^/(y) 

1  —  k2  sin2q>  sin2il> 

stattfindet.     Für  die  Formeln  70),  71)  und  72)  treten  analoge  Ver- 
änderungen ein. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich  als 
eine  successive  Addition  derselben  auffassen  und  demgemäss  ausfüh- 
ren. Im  einfachsten  Falle  giebt  das  Additionstheorem,  wenn  #  =  q> 
genommen  und  tp%  für  O  gesetzt  wird, 

F(ki<p2)  =  2F(k,<p) 
wobei  <p2  aus  einer  der  Formeln 

2sinw  coscp  4(w)  1  —  2  sin2cp  4-  k2sinAq> 

«W(p4  =  2- - —  ,  COSW*  = T-J — 

™  1—  k*sin*(p     '  **  l  —  k*sin*<p 

zn  bestimmen  ist.    Bezeichnet  ferner  tpa  diejenige  Amplitude,  welche 
der  Gleichung 

F(*,  q>z)  =  3  F(k,  y)  =  F(k,  <p2)  +  F(k,  <p) 

entspricht,  so  ist 

sin <p2  cos q>  4 (cp)  -f  sin cp  cos cp2  d (q>>) 

sinw*  =  - TO   .  9 r- ^ 

x  *  1  —  k2sm2(fi  sin  3  q> 
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und  durch  Substitution  der  vorigen  Werthe 

_  [4  (1  —  fc?  6%n*<p)  co8^(p  —  (1  —  k*  *m4y)*]  sin  <p 

Wie  .man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann  erhellt  von  selbst. 
Um  aber  complicirte  Ausdrücke  zu  vermeiden ,  wollen  wir  noch  eine 
Abkürzung  des  Verfahrens  erwähnen.  Wenn  die  drei  Amplituden 
g>„_i,  <p„,  <p«  +  i  den  Gleichungen 

F(fr,ov-i)==(n--l)F(fc,9>), 

F(k,<pn)  =  nF(fc,qp), 

genügen  sollen,  so  ist  gleichzeitig 

F(fr,<r«  +  i)  =  F(k,<pu)  +  FQc,<p), 
F(k,<pn-i)  =  F(k,<p„)  —  F(fc>9>), 

und  durch  Anwendung  des  Additions-,  sowie  des  Subtractionstheo- 

remes  findet  man  hieraus 

.      .  2J(q>)co8<p8in<pn 

T  1  —  k*8in*(p8tft*q>n 

C0S<pn+i   +  C0S<pn-l  =  z %9    7 ,         .    j • 

Der  Quotient  beider  Gleichungen  ist 

/a»!(<pB+i  +  <P«-i)  =  4(<p)tanfpn, 
und  nach  dieser  Formel  lassen  sich,  wenn  man  von  <po  =  0  und 
qpj  —  <p  ausgeht,  der  Reihe  nach  <p2»  9a»  9*4  >  etc.  leicht  berechnen. 
Die  Division  der  elliptischen  Integrale  folgt  aus  deren  Mol* 
tiplication,  sobald  man  der  Gleichung  F(k,  q)m)  =  mF(k,  <p)  die  Mi- 
gekehrte  Form  F(Jc,  <p)  =  —  F(fc,  <pm)  ertheilt  und  dabei  q>m  als  be- 
kannt, 9?  als  unbekannt  ansieht.  Bezeichnet  #  den  gegebenen  Werth 
von  9>m,  so  entspricht  z.B.  der  Gleichung 

fX*t9>)  =  |F<*,*)- 
die  Bedingung 

_  1  —  2sin*<p  +  ft2sm*9>  _  1  —  2s*  +  fc*s* 

worin  zur  Abkürzung  die  Unbekannte  gut  tpr=  x  gesetzt  worden  ist. 
Wie  man  sieht,  erfordert  die  Bestimmung  von  <p  immer  die  Auflö- 
sung einer  algebraischen  Gleichung  höheren  Grades. 

Das  Multiplicationstheorem  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen, 
unter  welcher  die  allgemeinere  Gleichung 
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•esteht,  worin  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Denkt 
lan  sich  nämlich  ein  drittes  elliptisches  Integral  F(k,G>)  als  ge- 
leinschaftlichen  Werth  beider  Seiten  der  obigen  Gleichung,  so  folgt 
ns  pF(k,<p)  =  .F  (&,<»)  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  qp 
ad  CT,  andererseits  giebt  2-F(Ä,^)  =».F(ft,  co)  eine  Bedingungsglei- 
hung  zwischen  t/>  und  <x>\  endlich  führt  die  Elimination  von  cd  aus 
en  erwähnten  beiden  Gleichungen  zu  der  gesuchten  Eelation  zwi- 
ßhen  q>  und  tl>. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem 
latze:  wenn  r,  s,  t,  etc.  beliebige  positive  oder  negative  rationale 
Wahlen,  <p,  tyy  %,  etc.  gegebene  Amplituden  bezeichnen,  so  lässt  sich 
as  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende  Aggregat 

rF(h,q>)  +  sF(k,1>)  +  tF(k,%)  +  ■  •  • 

a  ein  einziges  elliptisches  Integral  zusammenziehen,  dessen  Modulus 
wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  algebraische  Operatio- 
en  aus  cjp,  ^,  £,  etc.  abgeleitet  werden  kann*). 

VL    Die  Additionstheoreme  für  Integrale  zweiter 

und  dritter  Art. 

Bei  den  folgenden  Erörterungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass 
wischen  den  drei  Amplituden  <jp,  ip,  6  die  Gleichung 
5)  cosö  =  cos<pcosi>  —  sinq>8inil>  4(tf) 

►estehe,  worin  6  als  eine  gegebene  Grösse,  d.  h.  als  eine  willkühr- 
iche  Constante  betrachtet  werden  möge;  nach  dem  Früheren  gelten 
ann  die  Gleichungen 


*)  Die  Differentialgleichung  57),  worauf  die  ganze  obige  Untersuchung 
eruht,  wurde  zuerst  von  Euler  in  den  Institutiones  calculi  integralis,  Vol.  I, 
ectio  2,  Cap.  6  mittelst  eines  Verfahrens  integrirt,  welches  der  Hauptsache 
ach  mit  dem  in  Tbl.  I,  §  109  benutzten  übereinstimmt.  Eine  andere  Methode 
sigte  Lagrange  in  der  Theorie  des  fonetions,  §.79.  Das  hier  angewendete 
ihr  elegante  Verfahren  wurde  von  Liouville  aus  den  Papieren  von  Sturm 
litgetheilt  in  den  Comptes  rendus  de  l'Academie,  1856,  Nro.  21.  Hinsicht- 
ch  geometrischer  Constructionen  des  Additionstheoremes  verweisen  wir  auf 
81  und  82  der  Theorie  des  fonetions  von  Lagrange  und  auf  eine  Abband- 
mg  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  376,  deren  Grundgedanke  von 
•ichelot  in  Crelle's  Journ.,  Bd.  38,  S.  353  weiter  ausgeführt  worden  ist. 
•ine  vollständige  Darstellung  der  beiden  letzten  Arbeiten  giebt  Du  rege  im 
1.  Abschn.  seiner  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 
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und  es  entsteht  nun  die  Frage,  oh  unter  diesen  Umständen  die  Sum- 
men E(k,q))  -f-  E(k,4>)  nnd  J70(&,<jp)  -f-  IlQ(k,1>)  eine  der  vorigen 
ähnliche  Zusammenziehung  gestatten. 
a.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

8  =  E(k,  <p)  +  E(k,  t\ 
so  folgt  durch  Differentiation 

dS  =  4(q>)  d<p  +  dty)  dip, 
und   zu  dieser  Gleichung  addiren   wir  die  aus  Nro.  76)  fliessende 
Gleichung 

0  =  4($)dq>  +  4(q>)dty% 
wodurch  entsteht 

dS  —  [4((p)  +  4W]  (dtp  +  d*)- 
Zufolge  der  ersten  Formel  in  Nro.  74)  ist  dies  soviel  wie 

d  S  =  ^+  1  sin(ip  +  j)d(!p  +  1,) 

oder,  wenn  für  den  Augenblick  <p  -\-  il>  =  %  gesetzt  wird, 

sinö  * 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

s = m±±  (C_  con) = ^±i  [0  _  ^  {<p + ^ 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Speciali- 
sirung  (p  =  0;  in  diesem  Falle  wird  $  =  ö\  -E(&,  9)  =  0,  .E(M) 
==  jE(fc,<J)  und  S  =  E(k,0),  mithin 

£(fc,  ö)  =  ^((?)  +  *  (C  —  costf) 
und  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen 
S  —  E(k-,ö)  =  ^(g)+1  [cosO  —  cos(<p  +  *)] 

Stil  O 

oder 

S  =  E(k,  6)  H —. — —  (cosö  —  cosw  cosif>  +  sinw  $ini>). 

sin  6 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  wegen  Nro.  75) cos  6 —  C08<pctö« 
=  —  $inq>sinil'  <d(G)  ist,  so  erhält  man 

.  Sinti 

©iW  endlich  vermöge  der  Werthe  von  S  und  4(6) 

7 .')  E{k ,  9  )  +  J£<*,  v)  =  E(kt  o)  +  **  a  j»?  sinf  si*6. 
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Dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Art. 
•Man  kann  hieraus  ganz  ähnliche  Consequenzen  ziehen  wie  aus  dem 
früheren  Additionstheoreme,  jedoch  sind  dieselben  nicht  so  wichtig, 
«iass  sie  vollständig  entwickelt  werden  müssten;  das  Bemerkenswer- 
tere davon  wird  überdies  im  nächsten  Abschnitte  vorkommen. 

b.  Um  auch  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  welche  mit 

<P 

nt(h,k,9)  =J  (1  +  Wy)z/(y) 

bezeichnet  werden  mögen ,    das  entsprechende  Additionstheorem  zu 
finden,  setzen  wir 

&  =  n0(h,  h,  <p)  +  n9(h,  k,  i>) 

und  erhalten  zunächst 


(1  +  hsin2 <p)4(q>)    '    (l+hsin*ty)4(il>) 

wofür  wegen 

dj>    dg) 

geschrieben  werden  kann 

-  h  (sin9  ij>  —  sin2  (p)  d(p 

^""(1+Ä sin2q>) (1  -f  h sin2i>)  '  4((pj ' 
Andererseits  ist,  wenn  wie  früher  6  als  Constante  angesehen  wird, 

v  4(q>)  dq>  -\-  ^/(^)  dtl>  =  k2sinö  d(sin<psinil>) 

und  unter  Benutzung  der  vorletzten  Relation 

Um 

(stn2# —  sin2 cp)      ,.  =  sin<Sd(sin<psinil>)' 

Für  dSo  ergiebt  sich  hiernach 

hsin  6  d(sin  <p  sin  ty) 


dSo  = 


1  -\-h(sin2q>  +  sin2#)  +  h2  sin2  q>  sin2  ty 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

sin*q>  +  sin2  ^  =  p,    sinmfiinil>  —  q 
gesetzt  wird, 

,Q   hsintidq 

0  —  l+Jip  +  htq2' 
Uni  noch  p  durch  q  auszudrücken  benutzen  wir  die  Gleichung 

cos  6  =  costp  cos  ^  —  sin  (p  sin  ty  4(ö) 
und  ziehen  daraus  • 

[cosG  -f-  £^(ö)]2  =  c0s2qpc0S2^  =  (l  — sin2(p)(l  — sin*tjj) 
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mithin 

p=  1+fi*  —  [co8<J  +  a4(&)]* 

=  8in*6  —2qco$6  J{6)  +  **g**tn*<f. 

Diesen  Werth  substituiren  wir  in  die  Formel  für  <ZS©  und  fuh- 
ren dabei  folgende  Abkürzungen  ein 

Ä  =  1  +  hsin*6,  B  =  h<d(o)co$6,  C  =  h(h  +  **stnstf), 

M  =  hsinö; 
es  wird  dann 

_  Mdg 

*  ~  A  —  2Bq+Cq*' 
mithin  durch  Integration 

^  =  /T^^Bj+c^+ConsL 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  9  =  0, 
welche  giebt  ty  =  ö,  q  =  0,  So  =  II0(h,kt6)  und 

77,(A,M)  =  fÄ-2MBdq^  +  G«* 

Es  ist  demnach 


So 


-iW.M>-/idw« 


2  JB$  +  Cd» 


o 
oder  zufolge  der  Werthe  von  So  und  q 

78)  17,  (A,  fr,  g>)  + 770  (A, »,  *) = 77,  (A,  *,  tf)  +J'—£*L-~ 

Hierin  besteht  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter 
Art.  Es  ist  dabei  die  auf  q  bezügliche  Integration  nicht  ausgeführt 
worden,  weil  sie  verschiedene  Werthe  liefert  jenachdem  AC  —  V 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Zufolge  der  Bedeutungen  von  A,B,0 
müssen  hiernach  die  Fälle  unterschieden  werden,  ob  h(l  +  h)  (h  4*  *  / 
>0,  =  0  oder  <CO  ist,  was  weiter  keine  Schwierigkeiten  hat 

c.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  den  eigenthümlichen 
Zusammenhang  zwischen  den  Integralen  zweiter  und  dritter  Art  ent- 
wickeln. Bezeichnet  fp  eine  veränderliche,  «  eine  constante  Ampb* 
tude,  und  werden  die  variabelen  Amplituden  6  und  x  mittelst  der 
Formeln 

1  —  **Ä**f>$m*«  • 


j 
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sin(pco$a4(a) —  $inacos(p4(q>) 

1  —  Ä2stn*9Stw2a 

bestimmt,  so  gelten  zufolge  der  beiden  ersten  Additionstheoreme  die 
vier  Gleichungen: 

F(<p)  +  F(a)  =  F(6)  ,  F(<p)  -  F(a)  =  F(r), 
Ü7(qp)  -f"  E(a)  —  E(ö)  —  -j-  k2  sin  cp  sina  sinö, 
E(<p)  —  E(a)  —  E(r)  =  —  k2  sin  q>  sina  sint. 
Die  Differenz  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist 

2E(a)  —  E(ö)  -f  E(x)  =  k2sincp  sina  (sinö  +  stnt) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  sind  und  sinx 

w  WT     w  1  —  k2sm2asin2<p 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dem  Factor 

dg)    _    d<S    dt 

and  integriren  zwischen  den  Grenzen  0  und  qp,  welchen  die  Gren- 
zen 0  und  0,  0  und  r  entsprechen;  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  erhalten  wir 

o  o 

k2  sina  cos  a  d{a)  •  sin2  (pdcp 


y'krsmfx 
7T=: 


(1  —  k2  sin2a  sin2  qp)  4(q>) 

oder,  weil  in  bestimmten  Integralen  nichts  auf  die  Bezeichnung  der 
Integrationsvariabelen  ankommt, " 

79)       mm-\fmä9  +  ifmä9 


0 
9> 


y'k2  sina  cosa  4(a) .  sin2(p  dq> 
(1  —  k2  sin2  a  sin2  q>)  4(q>) 
o 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  leicht  durch  J7o(ft,ft,qp)  auszu- 
drücken nämlich 

o    (1  —  k2sin2asin2(p)4((p)~  k2sin2a  '  ' 

^nd  nunmehr  zeigt  die  Gleichung  79),   dass  das   Integral  dritter 
Gattung  auf  die  Integrale 

Schlömiloh,  Analysia  II.  22 


J 
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J  4(k,  <p) 


EQc,  a),  F(k,  <p)  und    /  ^'1^9 

o 

zurückgeführt  werden  kann,  welche  immer  nur  Functionen  zweier 
Variabelen  sind.  Nach  der  jetzigen  Anschauungsweise  betrachtet 
man  nicht  mehr  TI0(hi  Je,  tp)  sondern 

II(h,Jc,to)  =  7c2sinacoea4(a)  I — .         .  ,    N   .,  . 

als  Normalform  der  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  wobei  Ä  = 
—  Je2  sin2  a,  und  a  der  sogenannte  Winkel  des  Parameters  ist.  Dieser 
Winkel  erhält  zwar  nur  in  dem  Falle  einen  reellen  Werth,  woft 
negativ  und,  seinem  absoluten  Werthe  nach,  kleiner  als  Je2  ist,  in- 
dessen hindert  selbst  das  Vorkommen  imaginärer  a  den  Gebrauch 
der  Formel  79)  nicht,  weil  später  gezeigt  werden  wird,  wie  elliptische 
Integrale  mit  imaginären  Amplituden  zu  behandeln  sind. 

Vertauscht  man  in  Nro.  79)  die  Grössen  a  und  q>  gegeneinander, 
so  bleibt  ö  ungeändert,  dagegen  geht  r  in  —  %  über,  und  es  wird 
daher 


« 


/h2  sincp  coscp  d(tp)  •  sin2a  da 
(1  — Je2  sin2  (p  sin2  a)  d(a) 

Ferner  ist ,  wenn  man  in  dem  von  0  bis  —  t  gehenden  Integrale 
—  ff  an  die  Stelle  von  q>  treten  lässt 

mithin  ergiebt  sich  als  Differenz  von  Nro.  79)  und  der  vorhergehen* 
den  Gleichung 

E(a)F(9)-Eto)F(a)  =  [»***«»**(*)  ****** 

KJ     KV)  KW     KJ         J     (i__jfcjafn»ö8fn*90<<*(9>) 

a 

j  Je2 sin q>  coscp  4(jp). sin2 a da 
~  J    (1  —  h2  sin2  <p  sin2a)  4(a) 

Ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  lässt  sich  demnach  auf 
ein  anderes  zurückführen,  worin  die  ursprüngliche  Amplitude  als 
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'arameterwinkel  und   der  frühere  Parameterwinkel  als   Amplitude 
orkommt. 

Im  speziellen  Falle  g>  =  \it  wird 
M      f'k*stnuco8a4(a).sin*wdq>        _,  x  >_,„   N        -Ein   \  xv  \ 

0)  /  a-»*»*\L9)Jv>  =  *«>  w  -  ^  m'> 

as  vollständige  elliptische  Integral  dritter  Art  kann  daher  auf  un- 
ollständige  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  reducirt  werden*). 


VTL    Die  Rectification  der  Lemnlsoate,  Ellipse 

und  Hyperbel. 

a.  Bezeichnet  wie  gewöhnlich  a  die  Halbachse  OA  einer  Lemnis- 
ate,  r  den  Radiusvector  OP  eines  Lemniscatenpunktes  Pt  endlich 
den  Winkel  AOP,  so  ist  bekanntlich 

^-\  die  Länge  s  des  Bogen«  AP  ergiebt 

\*  sich  hieraus 


-./ 


dB 

8 


0    Vcos20 


6 
V  Vi  —  2sin*8* 


ad  specieller  für  die  Länge  q  des  Lemniscatenquadranten 


J  ]/l  —  2&in*e 


0 

Statt  des  Winkels  0  wollen  wir  einen  anderen  Winkel  einfüh- 
n,  welcher  bei  der  Construction  der  Curve  Vorkommt.  Beschreibt 
an  nämlich  mit  OA  als  Halbmesser  aus  0  einen  Kreis,  zieht  in 
esem  den  Radius  OM  willkührlich  unter  dem  Winkel  AOM  =  0, 
mmt  man  ferner  MN  =  MA  und  fallt  von  N  auf  OA  eine  Senk- 


*)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  fnnctionum  ellipticarum ,  pag.  139, 
49  und  §.  50. 

22* 


340  Die  elliptischen  Integrale. 

rechte,  so  schneidet  letztere  den  über  OA  als  Durchmesser  construirten 

Halbkreis  in  einem  Punkte  Q,  für  welchen  0Q  =  aVcos2d  ist ;  der  zum 
Winkel  0  gehörende  Curvenpunkt  P  ergiebt  sich  also  dadurch,  dass 
man  auf  OM  die  Strecke  OP  =  OQ  abträgt.  Gleichzeitig  ist  für 
den  Winkel  AOQ  =  qp,  welcher  die  Amplitude  heissen  möge, 


sinq>  =  -7-7*  = 


AO 


a 


=  V2.sinO 


und  umgekehrt 


Sin0  = 


V2 


sincp. 


Durch  Substitution   dieses  Werthes   gehen  die  Formeln  für  3 
und  q  in  die  folgenden  über 


9> 


n 


8 


oder 


fl        r_       d<p  a       r         dtp 

~  V2  J  Vi  —  lsin^(p  '    a~V2  J  }/l— lim* 9 


•  =  ^CVT.9).     t  =  ^F(VT,i«). 


Fig.  46. 


.0 


Ii 


0 


JE 


m--^ 


\F 


Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  alle  in  Abschnitt  V  für  die 

elliptischen  Integrale  erster  Art  bewie- 
senen Sätze  ohne  Weiteres  auf  Lemnis- 
catenbögen  übertragen  werden  können. 
Sind  z.  B.  zwei  Bögen  AP\  und  AP% 
durch  ihre  Amplituden  bestimmt,  so 
lässt  sich  mittelst  des  Additionstheo- 
remes  die  Amplitude  desjenigen  dritten 
Bogens  APz  finden,  welcher  gleich  der 
Summe  der  beiden  gegebenen  Bögen 
ist;  ebenso  leicht  kann  ein  gegebener 
Bogen  A  P  vervielfacht  oder  in  gleiche 
Theile  zerlegt  werden.  Als  bemerkens- 
werthen  speciellen  Fall  erwähnen  wir  noch  die  Halbirung  des  Qua- 
dranten.    Soll  nämlich  8  =  |g  oder 

werden,  so  giebt  die  Formel  73)  für  #  =  q>  und  h  =  y\ 

tantp  =  ]//2. 
Um  hiernach  den  Mittelpunkt  des  Lemniscatenquadranten  zu 
'construiren,  errichtet  man  im  Punkte  A  senkrecht  auf  AO  die  Ge- 
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rade  AC  =  VAO.AB  und  zieht  die  Hypotenuse  0(7,  welche  den 
über  OA  beschriebenen  Halbkreis  in  D  schneidet;  es  ist  dann  L.  AOD 
die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes.  Der  letztere  ergiebt  sich  da- 
durch, dass  man  DE  \\  OB  legt,  den  Kreisbogen  OE  in  F  halbirt 
und  auf  dem  Kadius  OF  die  Strecke  OGr  =  OD  abträgt. 

b.  Statt  der  gewöhnlichen,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezoge- 
nen Gleichung  einer  aus  den  Halbachsen 
£•      •  a  und  b  construirten  Ellipse  benutzen 

B'r_ wir  die  beiden  Gleichungen 

x  =  asiny,    y  =  bcosq), 

welche  einer  bekannten  Construction 
mittelst  des  um-  und  eingeschriebenen 
Kreises  entsprechen. '  Die  sogenannte 
Amplitude  <p  des  Ellipsenpunktes  P 
ist  dann  der  Winkel  Bf  0J?',  wenn  P* 
denjenigen  Punkt  des  umschriebenen 
Kreises  bedeutet,  welcher  die  nämliche 
Absei sse  wie  P  besitzt.  Für  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  ge- 
rechneten Ellipsenbogen  BP  =  8  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen 


8 


=   /  Va2 cos2q>  -f-  b2 sin9 <p.dq> 


oder,  wenn  die  numerische  Excentricität 


Va2  —  b2 


=  fc 


a 


gesetzt  wird, 


9> 

8  =  a  I  Vi  —  k2sin2(p .  d(p  =  a E(Jc,  <jp). 
o 

Für  den  Ellipsenquadranten  q  ist  specieller 

q  =  aE(k,\n). 

Mittelst  des  Additionstheoremes  für  die  Integrale  zweiter  Art 
lässt  sich  nun  zu  zwei  gegebenen  Ellipsenbogen  BPL  und  J5P2  leicht 
ein  dritter  Bogen  J5P3  von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  arc  BP1 
+  arc  BP3  —  arc  BP3  ein  algebraischer  Ausdruck  ist    Besonders 
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elegant  gestaltet  sich  dieses  Ergebniss  für  den  Fall,  wo  die  drit 
Amplitude  6  =  \?t  genommen  wird,  wo  also  die  Gleichung 

I 


81) 


tancptanty  = 


a 


Vi  —  fc* 

stattfindet;  das  Additionstheorem  in  Nro.  77)  lautet  dann 

JEJ(fc,  <p)  —  [E(k,\n)  —  E(k,il>yi  =  Jc28inq>sinil>r 
oder,  wenn  mit  a  multiplicirt  und  L  &OQr =  ^  genommen  wird 


82) 


«rc£P  —  arc40  = 


« 


2 


5» 


sin<psinil>. 


Zu  jedem  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  gerechne- 
ten Ellipsenbopen  lässt  sieh  also  ein  zweiter,  vom  Endpunkte  dei 


Fig.  48- 


grossen  Halbachse  an  gerechneter  So- 
gen der  Art  finden,  das»  die  Diffe- 
renz beider  Bögen  ein  algebraische! 
Ausdruck  ist.  um  diese  Verhältnisse 
geometrisch  darzustellen  nimmt  man 
entsprechend  Nro.  81),  die  Amplitude 
1?  0  Q'  gleich  dem  Winkel  zwischeD 
OA  und  der  zum  Punkte  P  gehören- 
den Ellipsennormale  M P;  die  Norma- 
len der  Punkte  P  und  Q  haben  dann 
gleiche  Entfernungen  0  M  =  0  fi 
Tom  Mittelpunkte  0,  und  die  Glei- 
chung 82)  wird 


arcBP  —  arcAQ  =  OM. 
Setzt  man  noch  specieller  tp  =  cp  mithin 

* = Vi* 


tan 


so  erreicht  OM  sein  Maximum  a  —  & 
und  die  Amplitude  (f  bestimmt  dam 
einen  Punkt  C,  für  welchen 

arcBC — arcAG  =  a  —  b 
ist.    Der  nämliche  Punkt  wurde  bereit 
auf  Seite   150    des  ersten  Theiles  b< 
sprochen  (P  in  Fig.  41), 

Als  zweite  Anwendung  des  Add 
tionstheoremes  diene  die  Au&abe,  d 
nen  Ellipsenbogar»  & 
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reicher  der  Hälfte  des  Quadranten  gleichkommt.  Nennen  wir  C  den 
rorhin  ermittelten  Ellipsenpunkt,  für  welchen 

arcBG — arcAC  —  a — b 

arcBC  =  l(arcACB  +  a  —  b) 
ist,  so  gelten  für  dessen  Amplitude  Bf  OG  =  y  die  Formeln 

Ferner  mag  9  die  Amplitude  von  P,   ehenso  ^  die  Amplitude 
von  Q  bedeuten;  wir  wählen  diese  Winkel  so,  dass  die  Gleichung 

stattfindet,  wozu  die  Bedingung 

83)  cosq>  costy  +  sinq>  sinip  d{y)  =  cosy 

gehört.     Für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art  gilt  dann  die 

Relation 

E(k,  *)  —  -#(&,  9)  =  -E(fcf  V)  —  Wsiny  sinty  siny 
d.  i.  nach  Multiplication  mit  a 

a2  — 62 
arcBQ—arcBP  =  arcBG sin<p  sintp  siny 

oder  wegen  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  arc  B  C 


arc 


PQ  =  \arcACB-)r(a  —  b)\\ ^— siny  sin  ip  siny  \- 


Soll   der   Bogen  PQ  die  Hälfte    des  Quadranten    ausmachen, 

bo  muss 

84)  sin  <p  sin  ip  sin  y  =  5 

sein,  und  nun  führen  die  Gleichungen  83)  und  84)  zur  Bestimmung 
der  Amplituden  q>  und  ty.  Die  letztere  Gleichung  giebt  zufolge  des 
Werthes  von  siny 

sinysinty  =  \siny; 

nach  Substitution  hiervon  erhält  man  aus  Nro.  83) 

costpcosty  =  \cosy 
mithin 

cosfy  —  <p)  =  cos  \it  cos{y  —  \ii)% 

cosfy  +  9)  =  cos\it cos(y  -f- \ri). 

c   Von  einer  Hyperbel  sei  OA  =  a  die  Haupt-,  AB  =  b  die  Ne- 

^nhalbachse,  OB  =  Va2  -f  b2  die  lineare  Excentricität  und  CD 
^e  Gerade,  welche  in  der  Entfernung 

b2 
Va2  +  fr2 
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parallel  zu  AB  gelegt  ist ;  bezeichnet  ferner  Pf  die  Protection  von 
P  auf  CA  endlich  q>  den  Winkel  AOP,  so  hat  man  für  die  Ordi- 
nate des  Punktes  P 

5?  fang) 


Fig.  50. 


y       VV  +  fr2' 
und  für  die  Abscisse  findet  Bich  mit- 
telst der  Gleichung  der  Curve 


x 


a     "\  /      .    a*sini<p 

~  Tösip   V  a*  +  &2 


Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

a 


so  wird  der  Hyperbelbogen  AP  =  s  durch  die  Formel 

dtp 


=  *» 


8 


9> 
—  ?!  /' 


cos2tp  Vi  — k*sin*q> 


ausgedrückt,  wofür  zu  schreiben  ist 


85) 


7i2 

8  =  —  F(k,  <p)  —  c  E(k,  q>)  +  c  4(q>)  tan  <p. 


Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  also  mittelst  der  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  rectificiren.  Es  verdient  hierbei 
bemerkt  zu  werden,  dass  das  Product  cd(ip)  tancp  die  Entfernung 
des  Coordinatenanfanges  von  der  zum  Hyperbelpunkte  P  gehörenden 
Normale  M P  darstellt ;  für  OM  =  p  ist  daher 

p  —  s  =  c  E(k,  <p) F(k,  <p) 

c 

oder,  wenn  Alles  durch  a  und  k  ausgedrückt  wird, 

_E(k,<p)-(l-W)Fß;<p) 
P-s  =  a - 

Dem  unendlich  entfernten  Hyperbelpunkte  entspricht  der  Werth 
<p  =  \rt%  und  OM  fallt  dann  mit  der  Asymptote  zusammen;  als 
Differenz  zwischen  dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Hyperbelzweige 
AP  und  der  zugehörigen  Asymptote  ergiebt  sich  jetzt  die  endliche 
Grösse 

Lim  (p  —  s)  =  a 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  E  und  K 

Lm(p-8)  =  t*a{^  +  {j)   -  +  [— )  T  +  - 
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elches  Resultat  übereinstimmt  mit  Formel  11)  auf  Seite  385  des 
rsten  Theiles. 

Sind  <p,  #,  6  die  Amplituden  dreier  Hyperbelbögen  AP,  AQ, 
iB,  so  folgt  nach  Nro.  85) 

AP  +  arcA  Q  —  arcAB  =  —  {  F(<p)  +  F(tl>)  —  F(p)  j 


MC 


—  c  j  E(q>)  +  E(J>)  -  E(<5)  } 


4-  c{<d(<p)tanq>  +  4(ij>)tanil>  —  4(ö)tan0}i 
im  Fall  9),  ^,  <*  der  GleichuDg 

cos  6  cos  il>  +  s?n  0  s*w  #  ^  (9>)  =  co&  9 

genügen,  wird  einfacher 

arcAP  —  arc  QB 

^c[J{rp)tanq>  +  4(tl>)tanil>  —  4(o)tan6  —  k2  sintp  sinty  sinä]. 
Zu  jedem,  vom  Scheitel  an  gerechneten  Hyperbelbogen  lässt  sich 
demnach  ein  zweiter  Bogen  construiren,  der  von  dem  ersten  um  eine 
algebraische  Grösse  differirt.  Denkt  man  sich  <p  als  gegeben ,  ^ 
und  0"  dagegen  mittelst  der  Gleichungen 

cosäcosil>  +  sinö sinilf  d(q>)  =  costp 
4((p)tanq>  4"  d  (tp)  tanip  —  4 (6) tan 6  =  k2sinq>sinil>sin6 
bestimmt,  so  ergiebt  sich  specieller  arcQB  =  arc  AP.    Ueberhaupt 
können  aus  der  Relation  zwischen  drei  Hyperbelbögen  ähnliche  Con- 
ßequenzen  gezogen  werden  wie  aus  der  Relation  zwischen  drei  Ellip- 
senbögen,  nur  sind  die  Resultate  weniger  einfach. 

Schliesslich  möge  noch  die  Vergleichung  eines  Hyperbelbogens 
mit  zwei  Ellipsenbögen  Platz  finden.  Wenn  k\  und  cpi  mittelst  der 
Formeln 

2  VäT 
hi  =       .   ,  ,        sin(2(fi  —  <p)  =  ksintp 

bestimmt  werden,  so  ist  zufolge  der  Landen'schen  Transformation 
(Formel  25) 

(1  -  W)  F(k,q>)  =  2{E(7c,q>)  -(1+Ä)  E(ku^)  4-  ksiny  }, 
und  andererseits  nach  Nro.  85) 

_      (1  —  W)FQc,(p)  —  E(kt(p)  +  J(tp)  tan  q> 
s  —  o . 

aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  F(k,q>) 

86)  s=  jM  JB(*,qf>)  — 2(1  4 k) E(ku<fr) 4- 4(<p)tan<p  +  2fcswg>] • 

Der  Hyperbelbogen  s  lässt  sich  also  durch  die  Bögen  zweier  Ellipsen 
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ausdrücken,  deren  erste  die  Halbachsen 

%  =  Va*  +  5»  und  b 

und  deren  zweite  die  Halbachsen 

i^L±^=2 (WT&H- «)  und  «fJL=»)=i(ifgi+F-4 

besitzt;  die  Amplituden  der  ELlipsenbögen  sind  <p  und  <pi*)- 

Vm.    Die  Complanation  der  oentrisolien  Flächen 

zweiten  Grades. 

Die  Gleichungen  der  drei  aus  den  Halbachsen  a,  5,  6»  coDBtruir 
ten  oentrischen  Flächen  zweiten  Grades  mögen  sein 

s*         y*         e*  

1*  +  'W  +  ~*  — lf 

s*         w*         ** 

_ L  ü _  1 

_  £l  _  *L  +  iL  —  i 

a»         6-'  "*"  c*  —    * 
wofür  in  solchen  Fallen,  bei  denen  es  keiner  Unterscheidung  der 
einzelnen  Flächen  bedarf,  kürzer 

Ax*  +  Bf  +  C#*  =  1 
geschrieben  werden  soll.     Hieraus  folgt 


-*—  V  c        • 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  allgemeine  Complanationflfonnel 


s=/f\^m +&'■«» 


suWtituurtx  $o  entsteht 


**  l>w  Y*v$U*c&*r,t  ^r  Lon&cs»s>  E££p»a-»  «ad  Hyperbelbogen  ist 
<**+  $c&o?-&?$  xv«  Y^mb^  Cv&:*  *e  F*£*ui;  &  M«sod»  per  misnrare 
U  !<*****;***  x%  i«Nt  t*^c*i>  £*  **«**«£:  cli*^»,  Ycaen»  1T1S,  ferner  des- 
**s>**  Y*räkS3*?$  iV*£x;ao**  mjaiw«jt^ob*.  T.  IL  p.  SIT  «ad  336  sowie  Nova 
*tt*  *?«&K««3fc  4k  ITÄs.  Y  *?*£**&>*  rx:*rs&&»£«K  üwer  Art  lieferten  Euler 
**  ^n*  vV*ttK*ttk  ^x;J\«v^v  TVL  r.VlI  vp^. 5 «Ddp.  US), T.XU  und 
V<f$**&*    ^  l>w&*  «<$   &*>d.  *£$*.    I>»  F^omI  $ti*  find  Jofca  Landen,  u 
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Das  hier  vorkommende  Radical  bedeutet  geometrisch  die  Se- 
ilte des  Winkels  zwischen  der  Berührungsebene  im  Punkte  xyz  und 


Fig.  51. 


der  Horizontalebene  xy  oder  auch 
die  Cosecante  des  Winkels  BNPj 
welchen  die  Normale  im  Punkte 
xyz  mit  der  # «/-Ebene  einschliesst; 
dieser  Neigungswinkel  möge  co 
heissen  und  künftig  als  neue  Varia- 
bele  gelten.  Es  bezeichne  ferner  0 
den  Winkel  PNX\  welchen  die 
Horizontalprojection  der  Normale 
mit  dera?-Achse  bildet;  wir  betrach- 
3n  denselben  gleichfalls  als  neue  Yariabele.  Zufolge  der  Bedeu- 
tingen von  o  und  0  finden  zwischen  diesen  Winkeln  und  den  Coor- 
inaten  x,y  folgende  Beziehungen  statt 

C(l  —  Ax*  —  By*) 


sin2  co  = 


tanO  = 


By 


C  —  A(C—A)x*—B(C—B)y2'  Ax 

us  denen  x  und  y  leicht  als  Functionen  von  o  und  0  darzustellen 
Ind.    Wird  nämlich  zur  Abkürzung 

m  _  _C C08*G> 

AB'BCcos*idcos*8  +  CAcos*G>sin*Q  +  ABsin*a 
[esetzt,  so  ergiebt  sieh 

x  =  BBcosO,        y  =  AB  sind. 
He  bisherige  Complanationsformel 

S  =    I    I  - —  dx  dy 
J  J  sinco 

;eht  nun  durch  Einführung  von  ©  und  0  statt  x  und  y  in  die  fol- 

[ende  über 

dx     dy         dy     dx 

W 


J  J  stnco  \ 


■) 


dcodd, 


da     du  da 

rorin  für  x  und  y  die  vorhin  angegebenen  Werthe  zu  substituiren 
ind.  Zufolge  der  Bemerkung,  dass  B  von  a  und  0  abhängt,  er- 
alt  man  zunächst 

dx     dy         dy     dx  » 

de 


da 


d(o   de 

dB 


-AB^cosef^sine  +  Bcose^—AB^sinef^cose-Bsine) 
da       \d0  J  da       \ce  J 


da        Ä         den 


ABC sin  a  cosa 


^(BCcos2acos2e  -f  CAcos*asin*0  +  ABsinPa)*' 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  rationalen  Formel*) 

0  b  —  —  AJJCJ  J  (BCcos*c>cos'>Q+CAcos*cosinW+ABsin*rif 
Wie  bei  allen  derartigen  Aufgaben  hängen  die  Integration* 
grenzen  von  der  Begrenzung  ab,  welche  man  dem  zu  quadrirendi 
Flächenstücke  geben  will.  Meistentheils  wird  die  begrenzende  Curia 
durch  die  Gleichung  ihrer  Horizontalprojection,  etwa/(a?,y)  =  0  be- 
stimmt; nach  Substitution  der  Werthe  von  x,y,R  wird  hieraus  eine 
Gleichung  zwischen  co  und  0,  welche  zeigt,  wie  an  der  Grenze  0  von 
ö  oder  (o  von  0  abhängt.  Es  bedarf  nur  eines  Blickes  auf  die  be- 
treffenden Formeln  um  einzusehen,  dass  sich  die  Resultate  in  der 
Regel  sehr  complicirt  gestalten  werden,  und  deshalb  beschranken 
wir  uns  vorläufig  auf  den  einfachsten  d.h.  auf  denjenigen  Fall,  wo 
das  obige  Doppelintegral  vier  constante  Grenzen  besitzt.  Hierzu 
dient  folgende  Betrachtung. 

Geht  man  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  xye  aus,  dessen  Nor- 
male unter  dem  Winkel  o  gegen  die  rcy-Ebene  geneigt  ist,  so  kann 
man  noch  unendlich  viel  andere  Flächenpunkte  finden ,  deren  Nor- 
malen den  nämlichen  Winkel  o  mit  der  Horizontalebene  einschliessen. 
Alle  derartigen  Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der  Fläche 
liegende  krumme  Linie,  welche  die  Curve  der  isoklinen  Norma- 
len für  den  Neigungswinkel  o  heissen  mag.  Die  Gleichung  ibrer 
Horizontalprojection  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

sin  m  —  c_A(G-Ä)x*—B(C-B)y* 
wenn  man  ca  als  Constante  betrachtet  und  demgemäss  schreibt 

A(Atan*a>+C)            B(Btan*<o+Q    ,  _ 
oöj  ^ x    -| — y    —  1. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Gleichung  immer  eine  Ellipse 
entspricht.  Bei  dem  Ellipsoide  erhellt  dies  unmittelbar,  bei  den 
Hyperboloiden  ist  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Fläche  ©  auf 
ein  gewisses  Intervall  beschränkt,  und  in  Folge  dieses  Umstand« 
werden  die  Coefficienten  von  a?2  und  y2  positiv.  Zu  dem  nämlichen 
Resultate  führt  die  nicht  überflüssige  Bemerkung,  dass  die  vorlie- 
gende Gleichung  auch  entsteht,  wenn  z  aus  den  Gleichungen 


*)  Die  Winkel  w  und  ß  hat  Jacobi  eingeführt  (Crelle's  Jonmal  Bd.  X 
S-  110)  jedoch  nur  um  die  Formel  für  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellipsoid« 
einfacher  als  Legen dre  zu  beweisen.  Dass  sich  aber  noch  andere  (im  Texte 
folgende)  merkwürdige  Sätze  an  die  Formel  87)  knüpfen,  scheinen  Jacobi 
und  seine  Nachfolger  übersehen  zu  haben. 
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Ax*  +  By*  +  Cz*  =  1, 
A*x*  +  B*y2  —  (Ccot  g>)2z2  =  0 
linirt  wird.     Jede  Curve  isokliner  Normalen  lässt  sich  demnach 
Durchschnitt  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
centrischen  elliptischen  Kegel   ansehen,    und   daraus  folgt,  dass 
Fig.  52.  der  Durchschnitt,  wenn  er  über- 

haupt existirt,  eine  elliptische  Ho- 
rizontalprojection  haben  muss. 
Aendert  man  in  Nro.  88)  den 
Winkel  ra  um  eine  beliebig  kleine 
Grösse,  so  erhält  man  auf  der 
Fläche  eine  zweite  Curve  isokli- 
ner Normalen;  diese  schneidet 
die  erste  nicht,  weil  die  Hori- 
zontalprojectionen  beider  Curven 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitzen.  Eine  unendlich  kleine 
Aenderung  von  (D  führt  demnach 
einem  unendlich  schmalen  Streifen,  welcher  sich  bandförmig  um 
b  Fläche  legt.  Läset  man  endlich  e>  von  einem  gegebenen  Anfangs- 
jrthe  ©0  bis  zu  einem  gleichfalls  gegebenen  Endwerthe  c^  stetig  fort- 
breiten, so  entsteht  eine  Zone,  deren  Flächeninhalt  Z  mittelst  der 
>rmel  87)  durch  Einführung  der  Grenzen  e>  =  ca0,  o  =  cat  und 
=  0,  6  =  2ä  gefunden  wird;  es  ist  daher 

öll     2  T 

n  Z=—ABC  I'  f cosadadO 

J  J  J  (BCcos2acos20+CAcos2c)sin20+ABsin2ü>¥' 


aio    0 


Die  auf  6  bezügliche  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
an  sin2&  durch  sin2  a  (cos2  0  -f"  sin20)  ersetzt  und  für  den  Augen- 
ick die  Abkürzungen 

m  =  B(Ccos*(D  +  Asin*a),        n  =  A(Ccos2(o  -f-  Bsiri*ca) 
nutzt;  es  ergiebt  sich  zunächst 

Oft)  2? 

dB 


=  ABC  I  cosco  da  I  - 


mcos20  +  nsin2Q)2 
id    nach    bekannten    Methoden    (z.  B.    mittelst   der  Substitution 

Wo 

J    [  m  n  )  Vmn 


ö>l 


Zum  Zwecke  weiterer  Reduction  nehmen  wir  bei  dem  Ellipsoi  Je 
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o  ^>  b  >  c,  bei  den  Hyperboloiden  b  >  a,  durch  welche  Voran* 
Setzungen  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird.     Ferner  sei 


90) 


«=!/'-#•  f-Y^%, 


die  Grössen  a  und  /3  sind  dann  immer  reell  und  bedeuten  geome- 
trisch die  numerischen  Excentricitäten  der  beiden  Yerticalspuren  der 
Fläche;  gleichzeitig  ist  in  allen  Fällen  a  >  ß.  Für  m  und  n  ha- 
ben wir  jetzt 

m  =  J?[C—  (C  —  Ä)sin*(o]  =  JBC(1  —  a*«™»©), 

n  =  A[C  —  (C  —  J5)sm?o]  =  4C(1  —  ß'sin'a) 
mithin  

cVäb 


Z  = 

WO 


fi         Ä B )  cobo  am 

J  ll  —  a*sin*G>  +  1  —  ß*sin*a)  V(l  —  a*  sin» o)  (1 — 02*tn*0) 

Mittelst  der  Substitutionen 

91)  sin  co  =  ut      sinß)0  =  «q,      stnoi  =  t^ 
vereinfacht  sich  diese  Formel  und  wird 

z_       *        j*\       A  B       \  du 

CVäbJ  ll-«2«*2  +  1  -  ß*u*l  y(i  _  a%ut)  (!  _  ßtuij 

Um  endlich  Z  durch  elliptische  Integrale  auszudrücken  setzen  wir 

n«\  ß        1  /C—B         ,  sintp 

92)  x  =  ^  =   1/ und    u  =  — -*-; 


es  ist  dann 


J  ll  —  a2«*2  + 


dti 


1  —  02«*»J 

0> 


V(l  —  «2tt3)(l—  /3*U») 


=  1  /7A_  +       B      }       dv 

aj  \cos2<p        1  —  %*sin*<p)  yi x-$in*ip 

B        f    ,       N        x2smqpcosg)l 
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Benutzen  wir  noch  die  Abkürzung 

93)  G(*,y)  = ^(x>y;        **«"<P 

und  bestimmen,  entsprechend  Nro.  92),  die  Grenzen  von  9  mittelst 
der  Gleichungen 

% 

sinwQ  =  auo  =  asin(o0, 

94) 

stnyj  =  aui  =  asin(oly 

so  erhalten  wir  schliesslich 

Zufolge  des  Subtractionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  er* 
ßter  und  zweiter  Art  ist  auch 

Z  =  Väbc(c-ä)  {(c~a)  Eix)  +  AF(Z)  +  6(9>o)  ~  G(q>l) 

— x2(C  —  Ä)  sintsincpQ  sinq>i  \, 

worin  t  durch  die  Formel 

sin  y0  cos  y  1  ^/(yQ  —  sin  y x  cos  y0  ^(y0) 

1  —  x*sin2y0sin2yi 

bestimmt  wird.  Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  besteht 
nun  in  dem  Satze,  dass  sich  auf  jeder  centrischen  Fläche 
^weiten  Grades  unendlich  viel  Zonen  construiren  lassen, 
deren  Complanation  mittelst  elliptischer  Integrale  erster 
Und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Jede  derartige  Zone  wird  von 
Zwei  Curven  isokliner  Normalen  begrenzt;  die  Horizontalprojectionen 
der  letzteren  Curven  sind  Ellipsen,  für  welche  die  Gleichungen 
Selten 


stn 


(A(Atan'a>0  +  C)  ^       B(Btan*a>0  +  C)      = 


96) 


C  '  C 


A(Atan*mi  +  C)   f    ,    BjBtan^^  -f  C)   a_ 


C  '  G 

An  diesen  allgemeinen  Satz  wollen  wir  noch  die  speci eilen  Fol- 
gerangen knüpfen,  welche  sich  auf  die  einzelnen  centrischen  Flä- 
chen zweiten  Grades  beziehen. 

a.    Bei  dem  Ellipsoide  können  ©0  un(l  ^i  alte  möglichen 
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Werthe  haben  und  es  darf  immer  od  >  ©!  vorausgesetzt  werden, 

F-      -o  damit  die  erste  Ellipse  in- 

nerhalb der  zweiten  liegt, 
wie  dies  die  Figur  46  zeigt, 
in  welcher  U0  F0  Vi  üi  einen 
Quadranten  der  Zone  Zdst- 
stellt  Für  ©0  =  |#  zieht 
sich  die  Curve  U0V0  . . . 
auf  den  Punkt  0  zusam- 
men, und  die  Zone  wird  zu 
einer  Kappe  GTJ\Vi  . .., 
deren    Fläche    Zx    heissen 

möge.     Aus  Nro.  94)  folgt  dann  siti(p0  =  a  oder,  wenn  wir  diesen 

besonderen  Werth  von  <p0  m&  <*  bezeichnen, 


97) 


sin  6  =  a  = 


und  nach  Nro.  95)  ist 

98>  fr=i/  .**    ,|("a-g')[-E(g)-^(yi)]+<!,[^(g)--F(yi)l 

+  a»c»  [<?(«)-  0(9,)]}- 

Wenn  zweitens  in    der    allgemeinen  Formel  ©i  =  0  gesetzt 
wird,  so  fällt  die  untere  Curve  TJ\  Vx  ...  mit  der  Horizontalspur  deB 
Ellipsoides  zusammen  und  es  entsteht  eine  von  den  Curven  A  B  . .  • 
und  Uq  Vq  ,  .  .  begrenzte  Zone,  deren  Fläche  Z0   heissen  möge;  die  - 
Formeln  94)  und  95)  geben  als  Werth  derselben 

99)  Z0  =    y   *h       f  (a2 - c2) E(<p0)  +  c*F(<p0)  +  a*c* 0(*)j» 

V  a2  —  c2 1 

Für  co6  =  \tc  also  <p0  =  6  geht  diese  Zone  in  das  Halbellipsoid 
über;  es  ist  demnach,  wenn&  die  Gesammtoberfläche  des  Ellipsoi- 
des bezeichnet, 

Sl  =  T/2n})      Ua*  —  c*)E(0)  +  c*F(6)  +  a*c*G(6)\ 

Va2  —  c2  {  J 

oder,  zufolge  der  Werthe  von  sin  6  und  0(0) 

100)  Sl  =  2neh)E(6)tan6  +  bF(ö)cotö  +  c\  • 
Aus  den  Gleichungen  98)  und  99)  ergiebt  sich  weiter 
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Z*  —  Z*  =  yjt.0\ia*~'*K:E(fpti  +  EW>  ~  EW 

f  *lF(9ä  +  F(9>,)  -  F(c)] 
+  «sc»[<?(9P»)  +  G(9Pi)  -  <?(<?)]), 

md  wenn  hier  o9  und  (Dj  so  gewählt  werden,  dass  <p0  tu*d  9>x  der 
jleichung  x 

cos  6  =  cos  9>0  cos  <pi  —  sin  (p0  sin  q>i  d  (ö) 
genügen,  so  wird  einfacher 

Z*  —  Zx  =     .  {(a2 — c*)x*sin(p9sinq>isin6 

Va*  —  c2  l 

+  a*c*[G(<p0)  +  ffftPi)  -  ff(d)]j- 

Um  das  hiermit  gewonnene  Resultat  besser  übersehen  zn  können, 
vermeiden  wir  alle  Abkürzungen,  drücken  sinq>0,  cos<p0,  etc.  durch 
ty),  c>i  ans,  und  gelangen  damit  zu  dem  Satze:  wenn  die  Neigungs- 
winkel o0  und  G»i  der  Bedingung 

101)        bV(a*cos*<oQ  +  c*sin*ao)(a*co8*ai  +  c2sin2cax) 

=  clab  +  («2  —  c*)sinmQ8in&i) 
genügen,  so  ist 

l02)Zo^Zl=x^~C^i~c9KinmosinG)l  —  c* 

[c4  —  (a*  —  c2)  (b2  —  c2)  cos*<x>o]  sin&0 


+ 


+ 


V(a*cos*  ©o+c2sw*(Do)  (&*cos2cö0  -f  c2sm2oö) 
[c4  —  (a*  —  c2)  (52  —  c2)  cos2  o,]  sin&i 


V(a*co8*a>i  +c*sin*G>1)(b2cos2<ol  +c*sin2<ol)\' 

Auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viel  zusammengehörende  Zonen  und  Kappen  an- 
geben, deren  Flächeninhalte  um  algebraische  Ausdrücke 
differiren. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  speciellen  Falle 
%  =  Wi ,  d-  h.  wenn  nur  eine  Curve  isokliner  Normalen  vorhanden 
ist,  welche  die  Fläche  des  Halbellipsoides  in  eine  Kappe  Zi  und  in 
Ke  Zone  Zo  theilt.     Ans  Nro.  101)  folgt  dann  für  co  die  Formel 

ab 
tan 


a=V& 


+  b  +  c)e 
und  ans  Nro.  102)  die  Relation 

ßchlömilch,  Analyiii  IL  23 
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Die  Curve  der  isoklinen  Normalen  ist  in  diesem  Falle  der  Durch- 
schnitt des  Ellipsoides  mit  einem  aus  den  Dimensionen 

Fig.  54. 


a2 
c 


c 


OH 


=vv^ 


bc 


constrairten  elliptischen  Kegel 
(Fig.  54);  die  Halbachsen  ihrer 
Horizontalprojection  sind 


V  (« -+-  b)  (a 


ON 


V  <&  + 


+  6  +  c) 


+  c)(b  +  a) 

Es  wird  wohl  kaum  der  Bemer- 
kung bedürfen,  dass  diese  Sätze  die  stereometrischen  Correlate  zu 
den  F a gn an o' sehen  Theoremen  über  die  Ellipse  bilden. 

b.  Für  die  Hyperboloide  gelten  ganz  ähnliche  Entwicklun- 
gen, welche  indessen  keine  so  einfachen  Specialisirungen  zulassen, 
weil  ra0  und  &i  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Je- 
doch werden  folgende  Bemerkungen  von  Interesse  sein. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  kann  man  o0  =  0  und 

tan2  di  = - — : — —    oder    tan  Oi  =    ,  . 

A  +  B  c  Va*  +  b2 

nehmen ;  die  erste  Curve  der  isoklinen  Normalen  fällt  dann  mit  der 
Horizontalspur  der  Fläche  zusammen,  und  die  zweite  hat  einen  mit 

dem  Radius  Va*'-\-  b2  beschriebenen   Kreis    zur   Horizontalprojec- 
tion.    Ferner  wird  q>0  =  0, 

bVa2  +  c2 


$m<pi  = 


oder  tan<pi  = 


bVa»  +  c* 


Va*b2  -f  b2c2  +  c2a2  "  ac 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  Z  ans  Nro.  95). 

Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  empfiehlt  sich  die  Wal 
oe  =  \tc,  wodurch  die  Zone  in  eine  Kappe  übergeht,  und  als  sp< 
cieller  Fall 

•>.  Va2  +  b2 

c 


tanc^i 


Die  Horizontalprojection  der  Curve  isokliner  Normalen  ist  jetzt  eb 

a2  b2 

Ellipse  mit  den  Halbachsen  -=-  und  — ,  welche  der  grösste  und  klei^ 
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ste  Krümmungshalbmesser  einer  aus  den  Halbachsen  a  und  fr  con- 
Btruirten  Ellipse  sind. 

c  Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  solche  Zonen  bestimmt 
haben,  deren  Oberflächen  durch  unvollständige  elliptische  Integrale 
ausdrückbar  sind,  wollen  wir  noch  untersuchen,  ob  sich  auch  Zonen 
finden  lassen,  deren  Complanation  auf  vollständige  elliptische  Inte- 
grale führt.  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Formel  87)  die  fol- 
gende Gestalt 

coscodddco 


"-¥//, 


[Bcos*0-\-Asin*d—(Ba*cos2d+Aß2sin20)sin*G>}* 

und  setzen  zur  Abkürzung 

(p  =  Bcos'O  +  Asin*B, 

)  \q  =  B^cos^d  +  Aß'sin*0. 

Da  es  sich  um  eine  Zone  handelt,  muss  0  von  0  bis  2it  ausgedehnt 
werden,  während  die  Grenzen  für  oj  von  der  Natur  der  Begrenzung 
der  Zone  abhängen.  Diese  Begrenzung  lassen  wir  vorläufig  unbe- 
stimmt und  bezeichnen  mit  fö0  und  (Dx  die  Integrationsgrenzen  für 
o,  welche  selbstverständlich  gewisse ,  später  zu  bestimmende  Func- 
tionen von  0  sind.     Hiernach  ist  der  Flächeninhalt  Z  der  Zone 

271  Wo 

cos  co  d  co 


* = %ß>f^ 


(p  —  Q8in2c))* 
o         m 

oder,  wenn  sin  co  =fi  und  dem  entsprechend  sin  (Oq-=Uq%  sin&i  =  »i 
gesetzt  wird, 

du 


o  m 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  auf  folgende  Weise 

271     (       Uq  «i 

„_AB    C,a)   C       ä«>  C       äu 

*—  c  J  atf\J  (p-au*)*      J  (p-a 


au*y 

nnd  substituiren  im  Minuenden  u  =  u^t,  im  Subtrahenden  u  =  U{t, 
wodurch  die  auf  die  neue  Variabele  t  bezüglichen  Integrale  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  1  erhalten  und  wieder  zusammengezogen  wer- 
den können,  nämlich 

271  1 

23* 
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Für  die  Integrationsgrenzen  Uq  und  ux  treffen  wir  nun  eine  solche 
Wahl,  dass  das  vorliegende  Doppelintegral  in  ein  Product  zweier 
einfachen  Integrale  übergeht;  dieser  Fall  tritt  nämlich  ein,  wenn 

104)  n6  =  A0j/jf       u1=Xiy^ 

gesetzt  wird,  wo  A0  und  Xx  beliebige  Constanten  bezeichnen.  Dies 
giebt 

271  1 

o  J  pyfa  J  La  -  w    (i  -  wJ ah 

der  Werth  des  auf  t  bezüglichen  Integrales  heisse  zur  Abkürzung 
\M;  es  ist  dann 

105)  Ä=  ^^  -  r3^  +  i^np-jj"  •  ^T^j 

und  nach  dem  Vorigen 

27*  «** 

*  =  *** 


271  3" 

5M  f  dO     _  2ABM    r  dd 


2 
Um  dieses  Integral  zu  reduciren,  benutzen  wir  die  Substitution 

„      1/5 

fcwö  =   y  -jtanq), 

welche  giebt 

^LZ? _  AB(a*cos*<p  +  ß2sin2(p) 

Acos2<p  -f"  Bsin2q>'  -4c0Sag>  +  2?sin29     ' 

dfl  =  VI*  .  dq> 

Acos2tp  +  Bsin2tp$ 

-  2M        /'  4cös2op  +  Bsin*q>    , 

CVABtf  Va2cos2(p  +  ß2sin2(p 

unter    dem    Integralzeichen    setzen    wir    noch     A  =  C(l  —  et-} 
B  =  0(1  —  ß2)  und  erhalten  so 

z_    2ilf      A  —  (a*cos*ff  +  ß2sin2(p) 

~VÄbJ       Va2cos2<p  -f  ß2sin2q>        9 
oder 

106)        z = iS  {« y(*' |3r)  ~ a  JB(X*  H  • 


J 
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worin  der  Modulus  x  durch  die  Formel 


__  Va>  -ß2_  \/b^A 
*~         a         —  V  c  —  A 


bestimmt  wird.  Auf  jeder  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des lassen  sich  demnach  unendlich  viele  Zonen  angeben, 
deren  Complanation  mittelst  vollständiger  elliptischer 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Eine  der- 
artige Zone  wird  von  zwei  Curven  begrenzt,  welche  durch  die  Be- 
di:  dingungen  in  104)  oder 


107) 


_  ,  1  /~Bcos20  +  Asin20 
stn(o0—A0  y  Ba2cos20  +  Äß2sin20> 

_  ,  1  /    BcosW  +  Asin*ß 
rnai  -AlV  Ba'ertO  +  AßHm'd 


bestimmt  sind.  Die  Gleichungen  der  Horizontalprojectionen  beider 
Curven  ergeben  sich  hieraus  mittelst  der  Substitutionen 

VI  —  Ax2  —  By*  .     Q       By 

- *       ,     tand  =  -7— , 

1  —  Aa*x2  —  Bß2y2  Ax 

sie  lauten : 

U*  +  By')  (Aa'x*  +  Bß*y>)  =  Mf~*px'  +  B\ß*~X? >, 

(4s»  +  By')  {AaH*  +  Bp&  =  Mf~l?^  +  ^SJP?' 

Für  die  Construction  der  betreffenden  Curven  vierten  Grades  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein ;  setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  in  der  ersten  Gleichung 

und  benutzt  für  die  zweite  Gleichung  eine  analoge  Bezeichnung,  so 
findet  sich 

-  a-i,  •    ,  _  : 'Af>cos*%  +  Bo$in*% 

r°  —  (Aco$2%  +  Bsin2%)  (A  cc2  cos2%  +  Bß2  sin2%)  * 


r*  = 


Ai  cos2%  +  Bi  sin2x 


1  —  {Acos2%  +  Bsin2%)  (Aa2cos2%  +  Bß2sin2%) 

Bei   dem   Ellipsoide   müssen  r0   und  rx   kleiner  sein   als    der 
Badiusvector 


VAcos2%  +  Bsin2x 
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welcher  in  der  Horizontalßpur  der  Flache  zum  Winkel  %  gehört;  es 
folgen  hieraus  die  Bedingungen  0  <  A©  <  ß  nnd  0  <  ^i  <  ß> 
Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  müssen  r0  nnd  f\  mehr  als  r  betra- 
gen, wozu  nur  gehört,  dass  Aq  und  ^  positive  echte  Brüche  sind. 
Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  können  r0  und  rx  irgend  welche 
reelle  Werthe  haben;  dies  erfordert  negative^»  -Po»  -^l»  -^l»  welche 
entstehen,  wenn  1  <  Xo  <  ß  und  zugleich  1  <  Ai  <C  0  genom- 
men wird*). 

IX.   Die  Complanation  gewisser  FusspunktfläclieiL 

Wie  bei  den  Untersuchungen  des  vorigen  Abschnittes  sei 

Ax*  -f  By*  -f  C*%  =  1 
die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades;  die  Berüh- 
rungsebene  im  Punkte  xys  hat  dann  zur  Gleichung 

Ax£  +  Byrj  +  Cet  =  1, 
worin  |,  17,  £  die  laufenden  Coordinaten  der  genannten  Ebene  be- 
zeichnen. Eine  Senkrechte  vom  Coordinatenanfange  (dem  Mittel- 
punkte der  Fläche)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in 
einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  £,  17,  &,  bekannten  Formeln  zu- 
folge, sind 

|=  ÄX 


V  = 


A*x2  +  JBy  -f  CW 

By 

AW  +  B*y*  -f  C2z* 
Ce 


A*x*  +  B*y*  +  C*z* 

Die  Punkte  fifl£  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  die  sogenannte  Fuss- 
punktfläche  zur  ursprünglichen  Fläche;  als  Gleichung  der  neuen 
Fläche  erhält  man  durch  Elimination  von  x,  y,  e 

£2         w*         £a 

108)  (g.  +  i,!  +  g*)i  =  S-  +  IL  +  S-. 


•)  Die  Complanation  des  dreiachsigen  Ellipsoides  mittelst  elliptischer  In- 
tegrale ist  zuerst  von  Legendre  gezeigt  worden  im  Traite  des  fonctions 
elliptiques,  Tome  I,  p.  350  bis  360.  Alle  übrigen  Resultate  des  Abschnittes 
VIII  hat  der  Verfasser  (zum  Theil  mittelst  anderer  Methoden)  entwickelt;  8. 
Sitzungsberichte  der  K.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  aus  dem  Jahre 
1862  (Leipzig  1863),  S.  23,  und  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,   Bd. 

TY     fl     QOJv 


IX,  S.  205 
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Um  dieselbe  in  Polarcoordinaten  auszudrücken,  nennen  wir  r  den 
Radius vector  des  Punktes  |^f,  ferner  i\>  den  Neigungswinkel  von 
r  gegen  die  Horizontalebene  £97,  endlich  -%  den  Winkel,  welchen 
die  Horizontalprojection  von  r  mit  der  Achse  der  £  einschliesst;  es 
ist  dann 

|  =  rcosil>co8X,    V  =  rcosil>sin%,    £  =  rsinil>9 
und  die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird 

1A_N  „        cos2il>cos2%    .    cos2  ^  sin2  %        sin2tl> 

109)  r*  = -j +  ^ +  -— 

Zur  Gomplanation  der  besprochenen  Fläche  benutzen  wir  die 
Formel  6)  auf  Seite  470  des  ersten  Theiles,  welche  wir  dem  vorlie- 
genden Goordinatensysteme  dadurch  anpassen,  dass  wir  erst  die 
Achsen  der  x  und  z  gegen  einander  vertauschen,  dann  0  =  \it  —  ^, 
co  =  \%  —  x  un(l  r  unter  das  Wurzelzeichen  setzen.'  Die  betref- 
fende Formel  lautet  jetzt 

8  =  ff]/'[r>  +  (rl$]cos>*+  (r§0\  *,<*. 
Und  liefert  zufolge  des  vorigen  Werthes  von  r2 
c  /°  /°1  /cos2ipcos*z    ,    cos24>sin2%    ,    siw2^  ,-,•,, 

S==77  K 1»-^  + 2?-*  +  "öi"  •  «»MM*  **• 

Schreibt  man  1  —  cos24>  statt  sin2^  und  setzt  zur  Abkürzung 

C2  C2 

P  =  -j^cos2x  +  -jpSin2%  —  1, 

so  hat  man  einfacher 

S  =  --    /    /  Vi  +  Pcos2i\>  .  cosil>d%dil>. 

Das  auf  ^  bezügliche  Integral  gewinnt  eine  bessere  Form,   wenn 

man  die  Substitution 

sin2tl>         9 

110)  1  +  Pcos2ti>~ 
anwendet,  aus  welcher  folgt 


es  wird  nämlich  rational 
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oder  zufolge  des  Werthes  von  P 

(B*cos*%  +  A*sin*x)ä%at 


8  =  *»cff- 


[A2B*(l—t2)  +  CH2{B*cos2z  +  Ä*sin2z)¥ 
Eine  weitere  Vereinfachung  bewirkt  die  Substitution 

111)  tanz  =  -jtanOf 

welche  giebt 

A2B* 
B'cos'z  +  Ä2sin2X  =  ^wg  +  j,^. 

_  ABdQ 

X  ~  A2cos20  +  B2sin*d*  \ 

dOdt 


S 


= äbcII\ 


[(A2cos20  +  B2sin*0)(l—t*)  +  C***P 
Setzt  man  schliesslich 
112)  t=sin(ot 

so  erhält  man 

coscodadd 


s  =  ÄBOff-{ 


(A2 cos'2  &  cos2 0  +  B2'cos2osin2d  -f  C*9in*m)* 

Dieses  Integral  hat  dieselbe  Form,  wie  das  Integral  in  Nro.  87), 
welches  zur  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung 
diente;  es  liegt  daher  eine  Vergleichung  beider  Integrale  nahe. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ausser  der  Fläche  zweiten  Gra- 
des, deren  Fusspunktfläche  construirt  worden  ist,  noch  eine,  durch 
die  Gleichung 

A'x'  +  B'y*  +  C'z2  =  1 

bestimmte  Fläche  zweiten  Grades,  so  gilt  für  letztere  die  Formel 

8  = 
ÄB'C?  cosadmdO 


Ih 


(B'C'cos2c)cos20  +  CA' cos*  a  sin*  0  -f  A'B'sin*G>)*' 

Es  wird  nun  £?  =  S,  wenn  erstens  Af,  B\  C1  mittelst  der  Pro- 
portion 

1*1        1 

bestimmt,  und  wenn  zweitens  die  Integrationsgrenzen  in  beiden 
Doppelintegralen  zur  Coincidenz  gebracht  werden.  Die  erste  Be- 
dingung verlangt  positive  Af,  B\  C;  die  neue  Fläche  zweiten  Gra- 
des ist  daher  ein  Ellipsoid,  dessen  Halbachsen  al,  b\  d  sich  verhal- 
ten wie  A2  :  B2  :  C2,  d.  h.  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Halb- 
achsen der  ursprünglichen  Fläche,  so  dass  einfach 
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.        bc  ,,        ca  ,       ab 

a'  =  — ,        &=1T'        ^  —  T 
a  o  c 

gesetzt  werden  kann.  Um  die  zweite  Bedingung  zu  erfüllen,  leitet 
man  aus  den  ursprüglich  gegebenen  Grenzen  für  ip  und  %  die  neuen 
Grenzen  für  ©  und  0  mittelst  der  Formeln  110),  112)  und  111)  ab, 
nämlich 

113.     .  a  A2B2sin2il> 

)  sin  cd        B*CHos*il>cos*%+  C2A2cos2il>sin2%  +A2B*sin2il>t 

114)  tanO  =  -=-tan%. 

Jj 

Jedem  irgendwie  begrenzten  Stücke  der  Fusspunkt- 
fläche  (108)  entspricht  demnach  ein  gleichgrosses  Stück 
der  Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a',  b\  c'. 

Lassen  wir*  beispielweis  in  dem  Ellipsoide  0  von  0  bis  2ft  und 
o  von  einem  constanten  Werthe  coQ  bis  zu  einem  zweiten  Werthe 
Oi  <^  (ö0  gehen ,  so  ist  in  der  Fusspunktfl äche  %  von  0  bis  27t  aus- 
zudehnen, und  an  den  Grenzen  gelten  zwei  Gleichungen,  die  aus 
Kro.  113)  entspringen,  wenn  erst  Oj  und  dann  o0  für  tt  geschrie- 
ben wird..  Für  den  Fall,  dass  die  Fusspunktfiache  aus  einem  Ellip- 
soide hergeleitet  wird,  sind  diese  Gleichungen 

sm2  (ox  = 


sin2o0  == 


alcos2tl>cos2%  -f-  bAcos2i\>sin2%  +  c*sin2ty* 

c4  sin2  # 


aAcos2il>cos*%  +  b*co82il>8in2%  -f-  c4*w'# 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

c*t2 


sin2  G)!  = 


stn2co0  = 


a4|*  +  b*ri2  +  c*i2' 
c4£» 


a'Z2  +  b*n2  +  c*t2 

Hierin  liegt   folgender   Satz:      Der    Durchschnitt    der    Fuss- 
punktfiache 

(!*  +  ^2  +  £2)2  =  a2£2+  &n2  +  c2t* 
mit  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

a4£*  +  &4*7*  =  c*cot2<ox& 
all2  +  b*ri2  =  c*cot2c>oZ* 

giebt  eine  Zone,  welche  denselben  Flächeninhalt  besitzt 
wie  diejenige  Zone  des  aus  den  Halbachsen  d,  lf,  d  con- 
struirten  Ellipsoides,  deren  Begrenzungslinien  die  Cur- 
ven  isokliner  Normalen  mit  den  Neigungswinkeln  &\  und 
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ra0  sind.  Um  bei  dieser  Complanation  die  früheren  Formeln  unge- 
ändert  benutzen  zu  können,  ist  a  <^  b  <  c  anzunehmen,  wodurch 
d  >  V  7>  d  wird;  die  Formeln  97)  bis  102)  gelten  dann  unmittel- 
bar, wenn  in  denselben  a,  b,  c  durch  a',  &',  c'  ersetzt  werden. 

Für  fi>i  =  0,  a>0  =  \n  geht  die  Zone  der  Fusspunktfläche  in 
die  halbe  Fusspunktfläche  über  und  die  ellipsoidische  Zone  wird  zum 
Halbellipsoide ;  die  ganze  Fusspunktfläche  besitzt  demnach  denselben 
Flächeninhalt  wie  das  Ellipsoid  aus  den  Halbachsen  a\  b\  c\ 

Construirt  man  auf  dem  Ellipsoide  die  eine  Curve  isokliner 
Normalen,  welche  durch  die  Formel 

tano  =  1/  — -_- — — ■ * 

V  (a'  +  V  +  cT)c' 

bestimmt  ist,  so  zerfallt  das  Halbellipsoid  in  eine  Kappe  und  in  eine 
Zone,  deren  Flächeninhalte  um  den  algebraischen  Ausdruck 


•{"-«£¥£} 


differiren ;  hieraus  folgt  der  entsprechende  Satz,  dass  die  halbe  Fusa- 
punktfläche  von  dem  Kegel 

gleichfalls  in  eine  Zone  und  in  eine  Kappe  zerlegt  wird,   deren  Flä- 
chendifferenz durch 

*r     «2  +  vi 

dargestellt  wird. 

Auf  dem  Ellipsoide  a'bV  lassen  sich  ferner  Zonen  angeben,  de~ 
ren   Flächen   durch   vollständige    elliptische  Integrale    ausdrückbai* 
sind.     Hierzu  gehört,  dass  0  von  0  bis  2%  ausgedehnt  wird,  und 
dass  an  den  Grenzen  für  fi>  die  Gleichungen  107)  oder  hier 

tfC(B'cos*0  +  A'sin*d) 


sin2co0  = 


B'iC'  —  A^cosXJ  +  A'iC'  —  B^sintd' 


.  2  l12C'(B'cos'i0  +  Äsin20) 


'  B'iC'  —  A^costO  +  4'(C  — #)sw20 
stattfinden.     Den  Grenzen  0  =  0  und  0  =  2%  entsprechen  wiede*" 
die  Grenzen  %  =  0  und  %  =  2it\  ferner  ist,  wenn  man  A\  B\  Cs 
durch  A>  B,  C  und  0  durch  %  ausdrückt, 

X2  A*B2 
sin*o0  =       °  


sin<icol  = 


Ol2  —  C*)B*co8*z  +  (JB2  —  C*)A*8m*z' 

X2A*B* 

C42~  C2)B*cos*x  +  (^2—  C2)A28in^x 
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Nimmt  man  hierzu  die  Gleichung  113),  indem  man  erst  fi>o>  nachher 
©i  für  cd  schreibt,  setzt  dann  für  A*,  JB3,  C2  ihre  Werthe  und  be- 
nutzt die  Abkürzungen 

Ao        ..2  Ai 


—  ft) »         1  51  —  f*i 


1  —  A0'       ™  •  l  -  A* 

so  gelangt  man*  zu    folgenden   auf  die  Grenzen   bezüglichen  Glei- 
chungen 

v  —  (c4  —  a4)****  +  (c*  —  6*)«mV 


(c4  —  a4)cos2#  +  (c*  —  64)sin2# 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  sind. dieselben 

t»  f*2(q4g24-&4q2) 

I2  +  n2  +  S2       (c4  —  «4)l2  4-  (c4  — &4)^' 

£2  _         ftW  +  ft4*?1) 

I2  +  »22  +  S2  ~  (c4  — «4)l2  4-  (c4  —  &4)*?2 
und  repräsentiren  zwei  Kegel  vierten  Grades.     Letztere   schneiden 
aus  der  Fusspunktfläche  eine  Zone  heraus,  deren  Flächeninhalt  durch 
vollständige  elliptische  Integrale  bestimmt  wird  *). 


*)  Den  specielleu  Satz  von  der  Complanation  der  ganzen  Fusspunktfläche 
EUipsoides  hat  Tortolini  gefunden,  Crelle's  Journal,  Bd.  31,  S.  17. 
Alle  übrigen  Resultate  des  Abschn.  IX  sind  vom  Verfasser  entwickelt  worden, 
theils  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  Jahrg. 
1862,  S.  51,  theils  in  der  Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  IX,  S.  205. 
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ELLIPTISCHEM   FUMCTIOtfEK 


Die  elliptischen  Functionen. 


*    Definition  und  reelle  Periodioität  der  elliptischen 

Functionen. 

Nach  einer  schon  früher  gemachten  Bemerkung  würde  eine 
ystematische  und  von  geometrischen  Rücksichten  freie  Ausbildung 
er  Analysis  zwar  später  als  gewöhnlich,  aber  ebenso  sicher  zu  den 
oniometrischen  und  cyclometrischen  Functionen  geführt  haben.  Die 
-tzteren  hätte  man  in  diesem  Falle  als  Integralwerthe  definirt, 
ämlich 


.  .dz  ,    .  r    dz 

Arcsinz 


=  /  „  .  ,      Arctanz  =    I  - — ■ — - ,  etc. 

o  o 

**d  nachher  durch  Umkehrung  der  Gleichungen 

Arcsinz  =  w,      Arctanz  =  «;,  etc. 
*e  goniometrischen  Functionen 

e  =  sinu,      z  =  tanv,  etc. 

**8  ihnen  hergeleitet.  Auch  die  reelle  Periodicität  von  sinu,  tanv, 
tc.  würde  sich  dann  auf  rein  analytischem  "Wege  ergeben  haben, 
xid  zwar  mittelst  des  Satzes,  dass  die  vorhin  erwähnten  Integrale 
<**  Allgemeinen  unendlich  vieldeutig  sind  (S.  72  bis  77).  Angesichts 
er  ausserordentlichen  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit,  womit  sich 
Äe  goniometrischen  Functionen  bei  vielen  analytischen  Untersu- 
hungen  verwenden  lassen,  liegt  es  nahe,  auch  die  elliptischen  Inte- 
rnale umzukehren,  also  diejenigen  Functionen  zu  betrachten,  welche 
titstehen,  wenn  man  sich  Gleichungen  wie 


=  Vy  etc. 
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V(l—  *2)(l—fc2*2)   ~U*       J   V(l  +  **)  (1  +  We2) 

nach  £  aufgelöst  denkt.  Diese  Umkehrungen  der  elliptischen  Inte- 
grale mögen  elliptische  Functionen  heissen*);  sie  sind  gewisser- 
massen  höhere  goniometrische  Functionen  und  gehen  in  speciellen 
Fällen  (z.  B.  für  Je  =  0  oder  h  ==  1)  in  die  goniometrischen  Func- 
tionen über. 

Wir.  betrachten  zunächst  das  einfachste  elliptische  Integral 


Jvr= 


1)  /  ,y  =  u    oder    F(7c,  q>)  =  u 

J  Vi  —  k*sin*q> 
o  ^ 

und  denken  uns  hierbei  den  Modulus  h  und  den  Integralwerth  u  als 
gegeben,  q>  dagegen  als  Function  von  u  und  nebenbei  von  h.  Um 
dafür  eine  sprechende  Bezeichnung  zu  erhalten,  möge  daran  er- 
innert sein,  dass  linker  Hand  <p  die  Amplitude  des  Integrales,  also. 
auch  die  Amplitude  von  u  bedeutet;  man  benutzt  daher  den  Aus- 
druck „Amplitude  von"  als  Functionszeichen  und  schreibt  abgekürzt 

2)  <p  =  amu,     (mod.  =  k) 

oder 

8)  9  =  «**(<*,  &)> 

wobei  die  Angabe  des  Modulus  wegbleiben  kann,  wenn  der  Werth 
desselben  von  selbst  bekannt  ist.  In  den  zwei  speciellen  Fallen 
k  =  0  und  k  =  1  lässt  sich  die  Function  am(u,  k)  leicht  durch. 
gewöhnliche  Functionen  ausdrücken.  Für  k  =  0  wird  nämlich  aus 
Nro.  1)  ®  =  u  und  aus  Xro.  3)  q>  =  am  (w,0),  mithin 

am(uy  0)  =  u. 

Für  k  =  1  giebt  die  Gleichung  1) 

?taH(Jjr  +  |y)  =  t*    oder    (p  =  2arda*c? -\-2mx  —  {n, 

und  die  Gleichung  3)  ®  =  aw(w,  1)  mithin 

<hn(w.  1)  =  2  artf <!*<*■  +  (m  —  |)*$ 

wo  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet.  Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die 
Bemerkung«  dass  9  und  «  gleichzeitig  wachsen»  und  zwar  q>  von  0 
bis  }a\  wenn  u  von  0  bis  x>  geht;  bei  positivem  *  liegt  demnach  9 
zwischen  0  und  Jar,  mithin  ist  m  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  1)  und  3)  zu* 


*>  Wir  fol£«n  htar  der  nr*ckmissigen  Xontenclatar  Jacobi's,  während 
l.+g+iulr*  F\k*?))  Eftyf),  nfi.f)  «Uipttsche  FumHob»  nennt,  was 
otffrnUr  weniger  b**eiehiiend  ist,  als  der  Awtaek  elKftbche  Iktegnde. 
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.  rück  und  denken  uns  darin  die  Amplitude  q>  von  beliebiger  Grösse, 
nämlich  als  das  m- fache  des  Quadranten  \it  plus  einem  Beste  Q,  der 
kleiner  als  \%  ist.  Hierbei  sind  gerade  und  ungerade  m  zu  unter- 
scheiden. Im  ersten  Falle  m  =  2n  geht  die  Gleichung  <p  = 
m  •  \n  4"  p  in  9  =  Mt  -f-  9  über  und  es  ist  dann 

nn  +  g  nn  mi  +  q 

i\         r  df  —  r  dcf  4.  pj±3L 

'      •  J  z/(<p)  -  J  J{<p)  ■»■  7  z/(9)  * 

Bas  erste  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  nach  dem  Schema 
nn  n  2n  Zn  nn 

f  =  f +  f +  /  +  '-'  +  / 

O  O  Tl  271  (n  — 1)7T 

in  n  einzelne  Integrale  zerlegen,  und  wenn  man  hier  folgende  Sub- 
stitutionen vornimmt, 

im  ersten     Integrale  <p  =  ^, 
„    zweiten         „         <p  =  jr  +  ^, 
„    dritten  „         (p  =  2it  +  ^, 


im  w-ten  Integrale     9  =  (ri  —  1)ä  +  ^, 

80  erhalten  alle  jene  Integrale  die  nämliche  Form  und  es  wird 

nn  n 

/d(p     P  äty 

äer  auch,  weil  4(il>)  von  ^  =  \%  bis  ^  =  %  dieselben  Werthe 
at,  wie  von  ^  =  0  bis  ip  =  \it% 

>  f^  =  2nf**=2nK 

J    4(tp)  J    4(1>) 

otei  zur  Abkürzung  F(k,  \it)  =  K  gesetzt  worden  ist.     Ferner 
elit  das  letzte  Integral  in  Nro.  4)  durch  Substitution  von   <p  = 

&  +  ty  über  in 

/nn  +  Q  o 

dq>     /    r  dty 

nTt  0 

*ach  Nro.  4),  5)  und  6)  zusammen  ist  also 
i  ungeraden  m  =  In  —  1  wird  die  Gleichung  q>  =  m  .  \a  -f-  p 

SehlOmileh,  Analysls.  II.  04 
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zu  <p  =  n  n  —  (\n  —  q)  oder  kürzer  <p  =  nn  —  0,  wo  6  wi 
ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  ist.     Man  hat  nun 

nn— er  nn  nn  nn 

r  d9  _  rj9__  rjv__2nK_  rj*_ 

ü  °  nn — er  nn — «r 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale   <p  =  nn  —  ty  setzt,  so 

n7I—  <r  o 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  zu  der  einen  Relation 

*n±X  Xt 

0  0  w  '         - 

zusammenfassen,  welche  zeigt,  wie  ein  Integral  mit  beliebiger 
plitude  durch  das  vollständige  Integral  K  und  -durch  ein  unvoll 
diges  Integral  ausgedrückt  wird,  dessen  Amplitude  %  zwisch« 
und  \n  liegt. 

Es  bedarf  nur  einer  anderen  Schreibweise  der  Gleichung  9) 
zu  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Function  amu  zu  gelai 
Setzt  man  nämlich 

/nn±x 
dep     r  dq>    

o    2ffo)  ~  ttl       J  Aid  -  *' 

so  ist  einerseits  nach  Nro.  9) 

«;  =  2nÄ"+«. 
Andererseits  folgt  durch  Umkehrung  der  vorhergehenden  Gleichu 

1  =  amu,        nn  +  %  =  amv, 

und  wenn  man  die  Werthe  von  %  und  v  in  die  letzte  Gleic 
substituirt,  so  gelangt  man  bei  umgekehrter  Anordnung  beider 
ten  zu  der  Formel 

10)  am(2n-K  +  u)  =  nn  +  amu. 

Es  sei  ferner 

dep 


I: 


,   "»<*> 


=  w    mithin    o  =  amw, 


man  findet  dann  sehr  leicht 

— w 


/— tt-t  =  —  w   un(l   —  (0  =  am(—  u) 
4(w) 


t    *M 
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&  i.  durch  Vergleichung  beider  Ergebnisse 

11)  am{ — w)  =  —  amw. 

Mittelst   der   gewonnenen  Formeln   kann  man    sich  von  dem 
Laufe  der  Function  amu  ein  Bild  machen,  falls  u  auf  reelle  Werthe 

Fig.  48. 


beschränkt  wird.    Construirt  man  nämlich  u  als  Abscisse,  q>  =  am  u 
als  Ordinate,  so  gehören  zu  den  Abscissen  (Fig.  48) 

0,       OKx  =  JT,       OK2  =  2K,      OK3  =  3JT, 

die  Ordinaten 


_  _         x  _  % 

0,    Ki  Li  =  — ,    Ä2i2  =  2-~, 


Ä3.L3  =  3—,  . 


die  Punkte  Li ,  X2 »  £3 »  •  •  •  liegen  demnach  in  einer  durch  den 
Coordinatenanfang  gehenden  Geraden.  Ist  ferner  für  irgend  einen 
Punkt  P  die  Abscisse  =  u,  die  Ordinate  =  am^  und  x  der 
▼Kinkel  zwischen  der  Tangente  in  P  und  der  Abscissenachse,  so  hat 
man 

damu  dtp 


tanz  = 


=  Vi  —  Wsin2<p 


du  dtp  :  Vi  —  k*sin*(p 

Mithin   im  Coordinatenanfange  tanz  =  l9  und  nachher,  wenn  P 

^ach  Li  gelangt  ist,  tanz  =  Vi  —  &*;  der  Winkel  r  fangt  also 
mit  45°  an  und  vermindert  sich  bis  ardanK.  Wegen  am(2K — u) 
====r  3E  —  amu  ist  der  Bogen  -Li-Z^  congruent  dem  Bogen  OLu  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  aus  am(2K-\-u)  =  it  -)-  amu  folgt 
Leiter,  dass  der  Bogen  L^Lz  dem  Bogen  0L\  in  gleicher  Lage  con- 
8*%Uent  ist,  u.  s.  f.  ins  Unendliche  nach  beiden  Seiten  hin. 
Die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrales 


12) 


r d* _u 
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ergiebt  sich  nun  leicht  aus  dem  Vorhergehenden.     Für  z  =  M<p 
wird  nämlich  die  Gleichung  zur  folgenden 


o 


dto 
— - —  =  Ul 


»)  L  _  ::.. . .. . = . 


diese  liefert  g>  =  amu,  mithin  ist,  wegen  e  =  sintp, 
13)  z  =  sin  am  u 

die  Umkehrung  von  Nro.  12).  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  ge- 
statten alle  elliptischen  Integrale,  welche  sich  auf  das  elliptische  In- 
tegral erster  Art  zurückführen  lassen.     Aus  der  Gleichung  z.  B. 

l 

de 

J    V(l  —  **)  (tf*  +  &Z2) 

folgt  für  *  =  cos<p 

und  nach  dem  Vorigen 

15)  z  =  cos  am  v. 

Ebenso  liefert  die  Gleichung 

l 

C  äz  . 

16)  /  n/  =  w, 

J  V(l  —  z2)  (*»  —  k'2) 

welche  f  ür  £  =  Vi  —  Je2  sin2  (p  in 


o 
übergeht,  die  Umkehrung 


/ 


2 
dtp 


4(9) 


=  w 


17)  z  =  Vi  —  k2sin2amw  =  <damw. 

Die  hier  aufgeführten  drei  Functionen  der  Amplitude  sind  die 
wichtigsten  unter  denjenigen  Functionen,  welche  durch  Umkehrung 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  entstehen;  sie  bilden  eine  Gruppe, 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ungefähr  dieselbe 
Stelle  einnimmt,  wie  der  Sinus  und  Cosinus  unter  den  goniometri- 
fechen  Functionen.  Man  erkennt  dies  leicht  aus  den  betreffenden 
Differentialformeln;  die  Gleichung 

damu  =  Vi  —  k2sin2q>  •  du  =  <damu  .  du 
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liefert  nämlich 

dsinamu  =       cos  am  u  damu  .  du, 
18)  dcosamu  =  —  sinamu  4  amu  .  du, 

ddamu   =  —  h2  sinamu  cos  am  u  .  du. 

Auch  hinsichtlich  der  Periodicität  findet  eine  nahe  Verwandt- 
schaft zwischen  den  elliptischen  und  goniometrischen  Functionen 
statt.    Wegen  am(2K—  u)  =  %  —  amu  ist  nämlich 

sinam(2K —  u)  =  sin(it  —  amu)  =  sinamu-, 

»nf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

$inam(2K-\-u)  =  —  sin  amu, 

stoam^K — u)  =  —  sinamu,    sinam(4:K-\-u)  =  +  sinamuy 

voraus  erhellt,  dass  das  vollständige  Integral  K  dieselbe  Bedeutung 
für  den  Amplitudensinus  hat,  wie  die  Zahl  \x  für  den  gewöhnlichen 
Sinus.    Beachtet  man  noch  die  Relation  am( — v)  =  —  amv,  so 
gelangt  man  leicht  zu  folgenden  Formeln 
*9)  sinam(u  +  2K)  = — sinamu,    cosam(u  +  2K)  =  —  cosamu, 

4am(u  +  2K)  =  damu, 
^0)    sinam(u  +  4K)  =  sinamu,   cosam(u  +  4tK)  =  cosamu, 

4am(u  +  4K)  =  4  amu. 

Die  elliptischen  Functionen  bleiben  demnach  ungestört,  wenn  die 
Variabele  um  4K  wächst,  d.h.  sie  besitzen  eine  reelle  Periode 
deren  Index  =  42T  ist.  In  dem  speciellen  Falle  Je  =  0  wird 
-ST  =  ijc,  sinamu  =  sinu,  cosamu  =  cosu,  4amu  =  1  und 
äa*m  enthalten  die  Formeln  20)  den  bekannten  Satz  von  der  reellen 
■^riodicität  der  Functionen  sinu  und  cosu.  Nimmt  man  dagegen 
*  =  1,  so  wird  K  =  oo;  aus  Nro.  12)  und  13)  ergiebt  sich 

gtt  g — u  g2tt  _    J 

und  in  der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  keine  reelle  Periode  mehr. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  zufolge  der  Gleichung 

e2(«±7rV=i)  _  e2u 

<Ue  Exponentialgrösse  e2u  als  eine  periodische  Function  anzusehen 

ist,  deren  Periode  den  imaginären  Index  %  V —  1  besitzt,  so  erkennt 
man  auch  in  sin  am  (w,  1)  eine  periodische  Function  mit  dem  Index 

&V—  1.  Ob  diese  Eigenschaft  von  sinamu  nur  in  dem  speciellen 
Falle  k  =  1  oder  auch  für  andere  Moduli  besteht,  das  bedarf  einer 
näheren  Untersuchung. 
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n.   Die  doppelte  Periodioität  des  Amplitudensinus. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Integrale 

dz 


ß 


o     V(l-**)(1 -*•**)' 

setzen  dabei  z  als  beliebige  complexe  Variabele  voraus  und  unter- 
suchen die  verschiedenen  Werthe,  welche  das  Integral  auf  verschie- 
denen Integrationswegen  erhält  (vergl.  Seite  73).  Zur  Abkürzung 
sei  hierbei 

_  V(l—  s3)(l  —  *»**)' 

und,  wo  es  nöthig  ist,  möge  der  absolute  "Werth  von  f(z)  mit  [/(&)] 
bezeichnet  werden. 

Dem  Anfangswerthe  z  =  0  entspricht  /(0)  =  +  1 ;  um  <Üe 
hierin  liegende  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  nehmen  wir/(0)  ^^ 
-f-1.     Da  ferner 

.,,11  1  1  1 


k    VT=~z  VT+ 


Vi^VT 


+  * 


ist,  so  besitzt /(#)  vier  ausgezeichnete  Punkte 

.i  i  f     1  '  1 

*=+l,     z  =  —  1,     ^=-f— ,     *  =  —  — , 

in  welchen  f(z)  unendlich  wird ;  diese  Punkte  sind  gleichzeitig  Vi 
zweigungspunkte,  deren  Umkreisung  einen  jedesmaligen  Vorzeich^^  -11" 
Wechsel  von  f{z)  zur  Folge  hat.  Die  beiden  ersten  Punkte  lieg'^11 
auf  der  Abscissenachse  in  den  Entfernungen  OF\  =  -f-  1  u^^1 
OF2  =  —  1,  die  beiden  anderen  liegen  auf  oder  ausserhalb  cL^r 
x- Achse,  jenachdem  k  reell  oder  complex  ist;  der  Allgemeinh^^1 
wegen  setzen  wir  das  Letztere  voraus  und  denken   uns  demgemäß  ^s 

Gi  und  &2  als  Repräsentanten  von  +  -=-  und  —  -=-  (Fig.  49).  \m^  *' 

fc         '        Je 


sen  wir  nun  die  Variabele  z  von  0  aus  eine  geschlossene   Cur,^'e 
durchlaufen,  welche  nur  den  Punkt  F\  einmal  umkreist,  und  nenn^12 

wir  Iffi)  den  entsprechenden  Werth  von  ff  (z)  dz,  so  ist,  wie  a**^ 
S.  74 

I(F,)  =  I{OAi)  +  1(^0^)  +  1(^0). 
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Im  zweiten  Integrale  setzen  wir  z  =  1  —  re'Ö,  wo  r  den  Halbmes- 
ser des  Kreises  AiBiC\A\  bedeutet,  und  bemerken  noch,  dass  f(z) 
auf  dem  Rückwege  von  Ax  0  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat  wie 
auf  dem  Hinwege  OAx;  wir  haben  dann 

Fig.  49. 


1— r 


271 


J(F,)  =  Jf(z)dz  -  ir  Cf(\  -  re<O)(*ed0  +  J[—  [f(z)]}  dz. 

0  0  1— r 


0  0 

Das  auf  den  Kreis  bezogene  Integral  ist 


271 


ir   Cf{\—  re<0)e«0 


de 


271 


=i^Jm= 


i<e 


dO 


V(2  —  re'ö)  (i  —  Je  4.  fc  r  c«0)  (1  +  fc  —  fcre'ö) 
Und  geht  für  r  =  0  gleichfalls  in  Null  über;  es  bleibt  daher 

10  1 

I(Fi)  =  Jmde  -  p(z)äe  =  2  Jf{z)d„ 


-/ 


dir 


=  *\ 


o  .V(l—^)(1— Ä*^) 
Wobei  .F  zur  Abkürzung  dient.  Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  F\ 
gelten  wieder  dieselben  Schlüsse,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen, 
weil  jetzt  f(z)  mit  dem  Endwerthe  —  1  anfangt  und  mit  dem  End- 
werthe  -f"  1  na°h  0  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also 
der  Integralwerth  —  F.     Bezeichnet  überhaupt  In(Fx)  den  Werth, 
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welchen  das  Integral  nach  n  Umkreisungen  des  Punktes  f\  allein 
erhält,  so  ist 

ü(*i)  =  0,    I3(Fl)  =  F,    I4(*\)  =  0,    h(F1)  =  Fu.s.i 
Mittelst  ganz  analoger  Betrachtungen  gelangt  man  zu  denWerthen, 
welche  das  Integral  annimmt,  wenn  man,  von  0  ausgehend,  den 
Tunkt  F2  mehrmals  umläuft;  es  Endet  sich  zunächst 

—  i 

I(F%)  =«=  2   L,  dZ =  -  F 

und  nachher 

J2(1^)  =  0,  Ü(F,)  =  — .F,  I4(F2)  =  0,  I&(F2)=-Ftlb.v. 
Nach  derselben  Methode  ergeben  sich  auch  die  Werthe  des  Integra- 
les, welche  den  Umläufen  um  (?i  allein  oder  um  6r2  allein  entspre- 
chen; setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

l 


ff d* 

//V(l  _**)(!  _****)  _ 


so  erhält  man 

Ii(Gl)=G,    J3(G4)  =  0,    I3(Gl)=G,    l4(6i)  =  0,u.8.w. 

i1(g,)=—g,  i2(<?2)=o,  i3(<?2)=-g,  j4(e2)=o,u.s.w. 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  von  0  nach  irgend  einem  Punkte 
P,  welcher  die  complexe  Zahl  s  =  x  -f-  ty  repräsentirt,  besteht  nun 
aus  beliebig  vielen  Umläufen  um  die  vier  Verzweigungspunkte  und 
aus  dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach  P.  Jene  Umläufe,  in  irgend 
welcher  Ordnung  genommen,  liefern  zufolge  der  ihnen  entsprechen- 
den Werthe  einen  Ausdruck  von  der  Form  pF  -j-  vff,  worin  f»  und 
1'  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  positiv,  Null  oder  negativ  sein  können. 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrales  ist  daher 

ai)  fm*M  =  ILF  +  VG  +  J{±  [/(*)]}  £**, 

0  0' 

und  zwar  bestimmt  sich  im  geradlinigen  Integrale  das  Vorzeichen 
von  /(>)  durch  den  Endwerth,  womit  f(s)  nach  jenen  Umlaufen  in 
0  ankommt.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  untersuchen  wir  die  fol- 
genden allein  möglichen  vier  Fälle 

fi  gerade,  v  gerade, 

fi  ungerade,  r  ungerade, 

fi  gerade,  r  ungerade, 

fi  ungerade,  1*  gerade. 
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r  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  man  mehrmals  JF\,  dann  F2,  wieder 
und  F2  etc.  umgeht,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  F2  auf- 
t,  dann  ebenso  mit  6?i  und  G2  (oder  mit  G2  und  G\)  verfährt 
l  schliesslich  den  geraden  Weg  OP  geht.  Nun  ist  f(js)  positiv 
gs  OFi,  negativ  von  Fx  bis  .F2»  positiv  von  F2  bis  0,  und  so  oft 
:h  diese  Hin-  und  Hergänge  wiederholt  werden  mögen,  so  erhält 
ih  f(z)  den  positiven  Endwerth  /(0)  =  +  1 ,  sobald  man  nur 
ner  mit  F2  aufhört.     Dasselbe  gilt  nachher  bezüglich  der  Punkte 

und  G2 ;  im  geradlinigen  Integrale  fangt  daher  f{z)  mit  dem  po- 
ven  Werthe  /(0)  =-|-  lan  und  bleibt  positiv,  weil  zwischen  0 
i  P  kein  Verzweigungspunkt  liegt.     Für  ft  =  2p  und  v  =  2q 

daher 

Jf{z)dz  =  2pF  +  2qG  +  J/(z)dz% 
0  0 

für  man  auch  schreiben  kann 

1  z 

)     ff(8)dz  =  (2p  +  2q)F-2q(F—G)+ff(z)dz. 

0  0 

r  zweite  Fall  entsteht,  wenn  man  mehrmals  jFi,  F2,  jFi,  F2  etc. 
kreist,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  JF\  aufhört  und  nach- 
*  ebenso  mit  G\  und  G2  verfahrt.  Nach  den  Umgängen  um  Fi, 
,  Fi ,  F2,  .  .  .  .  Fi  kommt  f(z)  mit  dem  negativen  Zeichen  in  0 
;  den  weiteren  Umläufen  um  Gi,  G2,  Glt  G2,  ...  .  ffx  entspre- 
in  ebenso  viele  Zeichenwechsel,  nach  dem  letzten  Umlaufe  ist  da- 
?  f(z)  wieder  positiv  und  bleibt  es  längs  OP.  Für  ft  =  2p  —  1 
d  v  =  2q  -f-  1  hat  man  also  ' 

Jf(z)dz  =  (2p-l)F  +  (22  +  1)  G  +  Jf(z)dz 
0  0 

er  auch 

z  z 

)     ff(*)äB  =  (2p  +  2q)F-(2q  +  1)(F-  G)  +  Jf(z)dz. 

0  0 

ie  man  sieht,  lassen  sich  die  Gleichungen  22)  und  23),  welche  den 
iden  ersten  Fällen  entsprechen,  zu  der  folgenden  einen  Gleichung 
sammenfassen 

0  ff(z)dz  =  2mF  +  n(F—  G)  +  Jff(*)dz, 

0  0 

)rin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 
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Der  dritte  Fall  tritt  bei  folgender  Anordnung  der  Umläufe  ein 

i  TP         TP         TP         Tp  TP 

■*1>    *2i    -Cl,    ^2»   ....   -^2» 

öi,  Ö2,  öi,  Ö2,  .  .  .  .  Ö2,  öi 5 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  F%  ist  f(z)  positiv,  nach  dem  letz- 
ten Umlaufe  um  öi  negativ;  man  hat  daher  für  (i  =  2  p  und 
v  =  2q  +  1 

t  z 

Jf(z)  d*  =  2pF+(2q+l)G-  Jf[ß)  dz 
0  0 

oder 

25)  ff  (e)  de = (2p  +  2  q  + 1)  F  -  (2  q  +  1)  (*•—  (?)  —Jf(')  *'■ 

o  i  o 

Dem  letzten  Falle  endlich  entspricht  folgende  Anordnung  der  Um- 
läufe 

TP         TP         TP         TP  TP        TP 

«01»    -^2»    ^1*    ^2»   ....    J?2»  -^1» 

öi,  Ö2,  öi,  Ö2,  ....  ö2; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  Fi  ist/(#)  negativ,  nach  dem  letzten 
Umlaufe  um  ö2  gleichfalls;  für  fi  =  2p  +  1,  v  =  2q  hat  man 
folglich 

M  Z 

Jf(z)dz  =  (2p+l)F  +  23 ö  -  Jf(z)dz 

0  o 

oder 

t  t 

26)  Jf(z)dz  =  (2p  +  23  +  1)^  —  2q(F-  ö)  —  Jf{z)  i0. 
o  o 

Auch  die  Gleichungen  25)  und  26)  lassen  sich  unter  einer  gemein- 
schaftlichen Form  darstellen,  nämlich 

27)  Jf(ß)dz  =  (2m  +  1)F  +  n(JP—  ö)  -  Jf{ß)dz, 
o  o 

worin  m  und  w  ganze  Zahlen  bedeuten.  Alle  die  verschiedenen 
Werthe,  welche  ff (z)  dz  auf  verschiedenen  Integrations wegen  be- 
kommen kann,  sind  demnach  in  den  beiden  Formeln  24)  und  27) 
enthalten. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  beiden  Integrale 
F  und  F  —  ö.  Das  erste  bietet  keine  Schwierigkeit,  namentlich 
wenn  Je  als  reeller  echter  Bruch  vorausgesetzt  wird,  wie  dies  später 
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Fig.  50. 


chehen  soll.  Was  ferner  den  Ausdruck  F  —  G  anbelangt,  so  ist 
er  Werth,  welchen  ff(*)  dz  erhält,  wenn  die  Punkte  Fx  und  G\ 
h  einander  umlaufen  werden  (Fig.  50).     Diesem  Wege  lässt  sich 

folgender  andere  substituiren:  man  gehe 

geradlinig  von  0  nach  einem  nahe  vor 

JPi  liegenden  Punkte  M,  beschreibe  mit 

FXM  als  Radius   einen  Kreis  um  Fu 

gehe   dann   in    gerader  Linie  von  M 

nach    einem  nahe    vor    G\    liegenden 

Punkte  N,  beschreibe  wieder  mit  GiN 

als  Radius    einen    Kreis   um  v(?i   und 

kehre  dann  auf  der  Geraden*  NO  nach 

0  zurück,  wobei  man  statt  des  letzten 

geradlinigen  Weges  N  0  auch  die  ge- 

chene  Linie  NMO  wählen  kann,  weil  innerhalb  des  Dreiecks 

IN  kein  ausgezeichneter  Punkt  liegt.     Die  Vorzeichen  von  f{z) 

1  auf  den  hier  vorkommenden  Geraden 


längs         OM,         MN,         NM,        MO, 
positiv,     negativ,      positiv,      positiv, 

ist  also  für  F^M  =  GXN  =  r 


i 
7~r 


1— r  * 

F  —  G  =   ff{*)ä*  +  Kreisintegral  +   f  [—[/(*)]}  d 


z 


1— r 


1— r 

0 


+  Kreisintegral  +  J  {+{/(*)]}  de  +  J{+  (/(*)]}*», 

1  1-r 

)ei  das  erste  geradlinige  Integral  sich  gegen  das  letzte  hebt  und 

zweite  geradlinige  Integral  dem  dritten  gleich  ist.    Lässt  man  r 

Null  übergehen,  so  verschwinden  die  beiden  Kreisintegrale  und 

bleibt 

l 


F  -  G  =  —  2   /  dz 

Jl  VYi  —  *2)  fi  —  ¥ 


f  V(i  —  *2)  (i  —  fc2  *2) 

Wir  setzen  nun  Je  als  reellen  positiven  echten  Bruch  voraus. 

ist  dann  reell 

l 

^  C  dz  Ä  __ 

F=2   /  w  =2K. 
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Dagegen  ist  F  —  Q  rein  imaginär,  weil  innerhalb  der  Grenzen  1 

1  *■ 

und  y  der  erste  Factor  1  —  82  negativ,  der  zweite  1  —  Jfc2*2  po- 
sitiv bleibt;  diese  Bemerkung  liefert 


i. 

* 


*  J  V(*2  —  1)(1  —  k***) 


oder,  wenn  1  —  k2  =  &'2  und 

1 


8  = 


Vi   —  k'*X* 

gesetzt  wird, 

l 

F-G  =  2i    f.  dX  =2iE!, 

/  V(l  —  a?2)  (1  —  A/2  x2) 

wo  K*  das    vollständige   elliptische  Integral   für   den  Moduluß  # 
bezeichnet. 

Die  Formeln  24)  und  27)  werden  jetzt 

.,  =  =  4»»^+  %  .2nE! 


+/ 


g  V(i—  #2)(i  —  fc2*2)' 


/»  dz 

0     V(l  —  s2)(l  —  Wz*) 

_  / ^_ 


wir  schreiben  dafür  kürzer 

T7=  4m JS:  +  i  .  2rcJT'  +  w, 

W  =  (4  m  +  2)  JT  +  i  .  2  «^  —  w, 

indem  wir  unter  TT  den  allgemeinen  Werth  des  Integrales  und 
unter  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  verstehen.  Da  die 
obere  Grenze  8  in  beiden  Integralen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  als 
Umkehrungen  von 


[  ,  äe  =  W    und      /.  "         ,      = 

•/  V(i — *2)  (i — fc2*8)  %'  V(i  -  ^2)  (i  -  *  V) 


«ff 
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e  beiden  Gleichungen  z  =  sin  am  W  und  z  =  sin  am  w  mithin 

sin  amW  =  sin  amw 
ad  zufolge  der  vorherigen  Relationen  zwischen  W  und  w 
B)  sin  am  (4  tn  K  +  i  .  2  nX*  +  w)  =  sin  amw, 

9)  sin  am  ([4*w  +  2]  2T+ i.  2  n  .ff* —-w)  =  sin  amw. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  die  Function  sin  amw 
ngestört  bleibt,  wenn  die  Variabele  w  um  ein  Vielfaches  von  4  K 
der  um  ein  Vielfaches  von  l .  2Kf  zunimmt,  dass  also  der  Am- 
litudensinus  sowohl  eine  reelle  Periode  mit  dem  Index 
K  als  eine  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  i  .  2  K' 
»esitzt. 

Im  speciellen  Falle  Tc  =  0  wird  K=\it,  E!  =  od  ,  sin  a  m  (w?,  0) 
=  sin  w ;  die  imaginäre  Periode  fallt  dann  weg  und  es  bleibt  nur 
lie  reelle  Periode  2  n  übrig,  welche  der  Function  sin  w  in  der  That 
rakommt.    Der  entgegengesetzte  Fall  k  =  1  giebt  K=  oo ,  E!  =  |  it 

sinam(w,l)  =  e^r=-j, 

md  diese  Function  besitzt  nur  die  imaginäre  Periode  in. 

An  die  vorige  Untersuchung  knüpfen  wir  noch  die  Entwicke- 
ung  einiger  Fundamen talformeln  für  sin  amw  und  bemerken  dabei 
n  Voraus,  dass  wir  im  Folgenden  das  Integral 


z 

f 


=  w 


J  V(i— *)(i-*V) 

'derzeit  geradlinig  nehmen,  weil  sich  nach  den  Formeln  28)  und 
9)  jeder  andere  Integrationsweg  auf  die  Gerade  von  0  bis  z  zurück- 
ihren  lässt. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung 

K—  w—  \  -, 

/  V(l—  **)(1  —  Wz*) 
'  durch  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

»  =  Vt=tw  oder  y  =  Vr=r*5i- 

o  erhält  man  


ff_w=  r       d* — = 

J     V(]   _  y2)  (1   _  k>ly3) 
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mithin  umgekehrt 


v- 


1  —  z* 

=  sin  am  (K  —  w) 


1    —  fc2** 

oder  vermöge  der  ursprünglichen  Gleichung  e  =  sin  am  w 

30)  8inam(K-—w)  =—z • 

/Jamw 

Diese  Formel  entspricht  der  goniometrischen  Relation  sin  (J  #— t 
=  cosw,  in  welche  sie  f  ür  &  =  0  übergeht*). 

Ist  die  obere  Grenze  rein  imaginär,  etwa  e  =  i%  mithin 

Ü 
81) 

o 

so  sind   alle  auf  dem  Integrationswege  vorkommenden  e  von  d 
Form  iy;  die  Substitution  ß  =  iy  giebt  dann 

•  f        ** 

I    /   -■  =  w. 

/  V(i+y*)(H-*'y») 

4» 

Mittelst  der  ferneren  Substitution  y=  -7= wird  hieraus 

Vi  —  ** 
* 


/  ,/  =  10,  in  =  sinamw, 

j/  V(l -**)(!—*»**) 


r   /  w  —  =  «c, 


t 

oder,  w*nn  das  Integral  für  sich  mit  r  bezeichnet  wird, 

•r  =  tt\  '      ■  =  ^mnw(rtFX     »  =  foai*(r,Jf)- 

Vi  +  »;* 

Aus  der  »weiten  Gleichung  in  Sl>  wird  nun  durch  Substitution  c 
Wert  he  von  r  und  $ 

Will  r.un  die  ober*  Grinse  des  Integrales  tr  grosser  als  < 
RinWit  nehmen«  ä>  h«  man  £u  KMchi«n.  dass  \  (1  —  **)(!  — ** 


*x  J**^>*  *****  **  v^—  "^  £**  Owaptari*  v»  ■"  ud  schreibt  d< 


VW  AK  V 
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von  e  =  1  bis  £  =  —  imaginär  ist,  für  z  ^>  —    dagegen  wieder 

K  K 

reell  wird;  es  sind  daher  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die 
genannte  Integrationsgrenze  zwischen  1  und  —  oder  über  -=-   hin- 

fC  K 

aus  liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erörtern  sei 
i 


33)  /  -j  =  w,      -z-  =  sin  am  w 

J  V(l-**)(l-fc2*2)  .  £ 

und  dabei  Je  <  |  <;  1.  Der  geradlinige  Integrationsweg  führt 
hier  durch  den  Verzweigungspunkt  X  =  -\-  1  hindurch,  was  sich 
vermeiden  lässt,  wenn  man  diesen  Punkt  in  einem  Halbkreise  um- 
geht. Man  findet  leicht,  dass  das  auf  den  Halbkreis  bezogene  In- 
tegral gleichzeitig  mit  dem  Radius  des  Halbkreises  verschwindet, 
dass  also  übrig  bleibt 

i 

=    /  *'  +    /  " 

J    V(l—  *«)(1  —  fc2*2)    ^   J    "1/(1—^(1— Ä***)' 

d.  i. 

i 

I 


w 


w 


=,K  +  4  /•_-£!_ 

*    /    V(*2  —  1)(1—  &2*2) 


Mittelst  der  Substitution  #  =  , ,  erhält  man  weiter 

Vi—  fc'2s2 


Vi-£» 


*' 


t  J  V(i— a;2)(l— Ä'2«2) 
oder  wenn  man  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet, 

«*=.£+ 4,  J"  ^  =  sinam(v,Jc'),      |  =  4am(v,k'). 

Zufolge  der  Werthe   von  |  und  w  wird  nun  aus  der  zweiten  Glei- 
chung in  33) 

smam  ( K  +  4 )  =  -3 7— r^ 

oder  wenn  man  —  «;  an  die  Stelle  von  v  treten  lässt, 
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34)  sinam(K+  iv)  =  — 7—777. 

Um    den  zweiten   der  vorhin   erwähnten  Fälle  zn  discutiren, 
betrachten  wir  das  Integral 
1 

r        &*  1 

35)  /    I,  =  w,    —-r  =  sin  amw 

J  V(i— *2)(i— *2*2)  *s 

unter  Voraussetzung  eines  positiven  echt  gebrochenen  |.  Der  gerad- 
linige Integrationsweg  führt  hier  durch  die  beiden  Verzweigungs- 
punkte x  =  +  1  UD<1  $  =  4"  TT»  ^e  man  wieder  in  Halbkreisen 

umgehen  kann.     Bei  verschwindenden  Radien  erhalten  die  auf  die 

Halbkreise  bezogenen  Integrale  den  gemeinschaftlichen  Grenzwerth 

Null,  und  es  bleibt 

1 

—    /  d*  1    I    f  d* 

w  ~  J  V(l—  *2)(1  —  *2*2)         t  j/  V(**  -  1)  (1  —  * V) 

/    V(*2— l)(Ä2**— 1) 

i  . 
Das  erste  Integral  hat  den  Werth  JT;  im  zweiten  setzen  wir  wie 

vorhin   ß  =  , ,  ,  im  dritten   #  =  — ,  wodurch  entsteht 

•  /  V(i— a?2)(l— Ä'3^)       j/  V(l— a?2)(l— Ä»a?2)' 
d.  i. 


10 


1  P  dx 

^K  +  jir.  +  K-jy———. 


Nennen  wir  u  den  Werth  des  letzten  Integrales,  so  haben  wir  die 
Gleichungen 

10  =  2  K  —  u  —  %K\  |  =  sin  am  u, 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nro.  35)  erhalten  wir 

1 


Sf  n  am  (2  JT  —  u  —  iä") 


fest*  am« 
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Ersetzt  man  u  —  2  K  durch  uy  und  beachtet,  dass  jederzeit 
n  am  ( —  w)  =  —  sin  am  w  ist ,  so  wird  schliesslich 

3)  sin  am  (u  4-  iE*)  =  ■=— : • 

v  ksinamu 

Nach  diesen  Untersuchungen  kann  man  von  der  doppelten  Pe- 
odicität  des  Amplitudensinus  leicht  ein  Bild  entwerfen  und  darin 
>ch  die  besonders  wichtigen  Stellen  angeben,  wo  sin  am  w  entwe- 
hr zu  Null  oder  unendlich  wird.  Man  denke  sich  nämlich  die  Ebene 
v  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  der  u  und  der  v  in  unendlich 
ele  congruente  Hechtecke  getheilt,  von  denen  jedes  die  Breite  4K 
ld  die  Höhe  2K1  besitzt  (Fig.  51);  das  erste  dieser  Rechtecke  sei 
A  CB  mit  den  Seiten  OA  =  4  K  und  OB  =  2JT  auf  den  posi- 

Fig.  51. 

▼|           '«             I             !  J  I 

— 0— — O Q 0 Q  0- 


av      aV. a!a 

-?;c ^ic w 


o 


TT 


S 
f 


& 


-*r 


± 


<y 


■#- 


o 


7?     r      /i~  /       <i*  <I»  'i> 


f 


O 


I 

! 

i 
Sit. 

• 
I 
I 


t 


t* 


iven  Theilen  der  Coordinatenachsen,  endlich  repräsentire  in  diesem 
techtecke  der  willkürliche  Punkt  P  die  complexe  Zahl  w  =  u-\~  iv. 
)er  Werth,  welchen  der  Amplitudensinus  in  P  hat,  kehrt  nun  wie- 
ler,  sobald  w  um  ein  Vielfaches  von  4JBT,  oder  um  ein  Vielfaches 
on  i.2K\  oder  um  beide  Vielfache  zugleich  geändert  wird;  in  al- 
en  den  Punkten  Pj,  P2,  etc.,  welche  in  den  übrigen  Rechtecken 
benso  liegen  wie  P  im  ersten  Rechtecke,  erhält  demnach  sin  am  10 
Lieselben  Werthe  wie  in  P.  Beachtet  man  ferner  unter  den  Vor- 
.ussetzungen  0  <  u  <  2  K  und  0  <^  v  <  K'  die  vier  Punkte 

P  als  Repräsentant  von  u  -f-  *#» 

Q  ,  ,  ,    2JST-«  +  «(2X'-t;), 

Ä  .  ,  •    22JT  +  U  +  {«, 


S 


n 


n 


4K—u  +  i(2#'  —  !>), 


10  lehren  die  Formeln  29)  und  28),  dass  der  Amplitudensinus  in 
dien  vier  Punkten  denselben  absoluten  Werth  hat,  dass  er  aber  in 

Stfelömilcb,  Analysig  II,  25 
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P  und  Q  positiv,  in  R  und  S  negativ  ist,  dass  also  die  vier  Vier- 
theile des  Rechtecks  OAGB  für  die  Function  sin  am  w  dasselhe  sind, 
was  die  vier  Quadranten  für  sinu.  Innerhalb  des  Rechtecks  OACB 
wird  ferner  sin  am  w  =  0  in  den  sechs  Punkten 

0,  2K,  41, 

i.2K\         2K  +  i.2K',        4JT+t.2JT', 

welche  in  der  Figur  durch  Nullen  bezeichnet  sind.  Endlich  zeigen 
die  Formeln  36),  29)  und  28),  dass  innerhalb  des  ersten  Rechtecks 
sin  am  w  unendlich  wird  an  den  drei  Stellen 

iE',  2K+iK\  4K+iK*, 

welche  durch  Asterisken  hervorgehoben  sind. 

Mittelst  der  vorigen  Formeln  lässt  sich  die  wichtige  Frage 
entscheiden ,  ob  sin  am  w  eine  eindeutige  Function  von  w  ist  oder 
nicht.     Setzen  wir  ein  für  alle  Mal  voraus,   dass  jedes  der  beiden 

Radicale  V  1  —  #2  und  Vi  —  Wz*  für  z  =  0  den  Anfangswerth 
+   1  erhalte,  so  ist  in  der  Gleichung 

^  =  V(i—*«)(i  — *»#*) 

dw  ' 

die  rechte  Seite  anfangs  eindeutig  und  bleibt  es  auch  so  lange,  als 

z  durch  keinen  der  Verzweigungspunkte  +1,  —  1»+    T>  ~  7 

dz 

hindurchgeht;  unter  diesen  Umständen  bleibt  auch  -r — ,   mithin  z 

dw 

selber  d.  h.  sin  am  w  eine  eindeutige  Function.  Bezeichnet  z.  B.  t 
eine  complexe  Variabele,  deren  Modulus  weniger  als  die  Einheit  be- 
trägt, so  ist  sin  am  t  sicher  eindeutig  innerhalb  des  mit  dem  Radius 
mo.1t  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  der  Bestimmung,  welche  über 
die  Anfangswerthe  der  oben  genannten  Radicale  getroffen  wurde, 
sind  nun  bei  hinreichend  kleinen  t 

cosamt  =  V  1  —  sin2amt  =1  —  \sin2amt  -{-••• 

damt  =  V  1  —  h2sin2amt  =  1  —  \Wsin*amt  +  •  * ' 

gleichfalls  eindeutige  Functionen  von  t. 

Beiläufig  bemerkt,  kann  man  für  sehr  kleine  z  und  w.  die  For- 
men der  drei  elliptischen  Functionen  leicht  angeben.  Es  ist  näm- 
lich unter  dieser  Voraussetzung 

*  iL  * 

w=    f  *  —    fiX  +  IQ  +  ***•  +  ...\it 

J  Vi—  (l  +  k*)z*         tf  '  ' 
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oder 

w  =  z  -f  |(1   +  W)z*  +  -  •  • 

—  1(1    +    fcS)«B  _        _  |(1    +    W)Z* 

mithin 

W  —  |(1    -f   fc2)  W*  =  Z   + 

also,  wenn  z  =  sin  am  w  und  zu  besserer  Unterscheidung  £  für  w 
gesetzt  wird, 

sinamt  =  t  —  ±(1  4-  fc2)  **  4-  .  .  . 

Daraus  findet  sich  noch 

cos  am  t  =  1  —  |£2  4~  •  •  •  • 

^aw*  =  1  —  \tet*  4-  .  .  . 

Geht  nun  z  durch  4"  1  hindurch ,  wird  also  sin  am  w  =  1 ,  so 
erhält  w  innerhalb  des  ersten  Rechtecks  OACB  entweder  den  Werth 
K  oder  den  Werth  K  4-  i.2K?,  und  es  ist  jetzt  zu  untersuchen 
wie  sich  sin  am  w  ändert,  wenn  der  eine  oder  andere  dieser  Punkte 
in  einem  kleinen  Kreise  umgangen  wird.  Für  den  ersten  Fall  sei 
w  =  K  4"  £>  für  den  zweiten  w  =  K  -\-  i l.  2  K!  4"  t ,  wo  t  eine 
hinreichend  kleine  complexe  Variabele  bezeichnet;  man  hat  dann  für 
beide  Fälle  gemeinschaftlich  nach  den  Formeln  28)  und  30) 

sinam  (K  -\-  i.2K'  4"  0  =  sinam  (K+t)  =  — -. 

<damt 

Die  rechte  Seite  bleibt  eindeutig  innerhalb  eines  mit  dem  Radius 
modt  beschriebenen  Kreises,  mithin  verliert  auch  sin  am  w  seine 
Eindeutigkeit  nicht  in  der  Nachbarschaft  von  z  =  4"  1-  Ganz 
ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache  im  Falle  z  =  —  1,  welchen  inner- 
halb des  Rechtecks  OACB  die  Werthe  w  =  3 K  und  w  = 
SK  4"  *.2K!  entsprechen;  es  wird  nämlich 

sinam  (3K  +  i.2K'  4-  0  =  sinam  (3K  +  t)  =  —  cosami 

zjamt 

mithin  sin  am  w  wieder  eindeutig. 

Wie  man  aus  Kr.  36)  ersieht,  gehören  innerhalb  des  Rechtecks 

OACB  zu  *=  4-  -  die  Werthe  w  =  K+iK'  und  w  =  K+i.  3  K'\ 

dabei  ist 

sinam  (K  +  t.3X'  4-  0  =  sinam  (K  +  iK1  4-  t) 

1  4 amt 

ksinam  (K  4-  t)        kcosamt' 

mw  eindeutig  an  den  bezeichneten  Stellen.      Ebenso 

25* 
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verhält  sich  die  Sache  für  z  =  —  —  d.  h.  W  =  3  K  +  i  Kf  und 

w  =  SK  -f"  i.3  K\  wie  man  leicht  finden  wird. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Function  sin  am  w  innerhalb  des 
ersten  Rechtecks  OACB  eindeutig  bleibt;  wegen  ihrer  Periodicität 
folgt  daraus,  dass  sie  für  jedes  complexe  w  eindeutig  ist. 


m.    Die  doppelte  Periodicität  von  cosamw.  und  dam®. 

a.   Mittelst  der  im    vorigen    Abschnitte    benutzten   Principien 
kann  man  auch  das  Integral 

dz 

s  w 


fv 


(1— *2)  (fc'2  +  Ä;2s*) 


discutiren  und  hieraus  die  Eigenschaften  der  inversen  Function 
z  =  cos  am  w  herleiten;  kürzer  ist  es  aber,  die  genannte  Function 
durch  die  Gleichung 

cosamw  =  Vi  —  sin2  am  w 

zu  definiren  und  dabei  festzusetzen,  dass  der  Anfangswerth  cos  am  0 
=  "f-  1  genommen  werden  soll. 

Da  Vi  —  z2  keine  eindeutige  Function  von  z  ist  und  in  der  That 
sein  Vorzeichen  wechselt,  sobald  einer  der  Punkte  z  =  +  1  und 
z  =  —  1  umgangen  wird,  so  ist  auch  cosamw,.  als  Function  von 
sin  am  w  betrachtet,  nicht  monodrom;  hieraus  folgt  aber  keineswegs, 
dass  cos  am  w,  als  Function  von  w  angesehen,  mehrdeutig  sein  müsse. 
Sollte  nun  diese  Mehrdeutigkeit  existiren,  so  müssen  diejenigen 
Punkte,  an  welchen  sin  am  w  =  +  1  wird,  die  Verzweignngspunkte 
von  cosamw  sein;  letztere  wären  demnach,  wenn  wir  uns  einst- 
weilen auf  das  Rechteck  OACB  (Fig.  51)  beschränken, 

K,         K+i.2K',         3K,         SK  +  i^K"; 

es  bedarf  also  einer  Untersuchung  darüber,  wie  sich  die  Function 
cos  am  w  verhält,  wenn  man  einen  dieser  Punkte  mittelst  eines  Krei- 
ses umgeht.     Man  hat  nun  erstens 
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cosam  (K—  t)  =  Vi  —  sin2 am  (K—t)\ 

aus  sinam  (2  K —  w)  =  sin  am  w  folgt  ferner  f ür  w  =  K  +•  t 

37)  sinam  (K—t)  =  sinam  (K  -f  t), 

und  da  sinam  (K — t)  für  hinreichend  kleine  t  synektisch  bleibt,  so 

muss  sich  sinam  (K —  t)  in  eine  nach  Potenzen  von  t  fortschreitende 

Reihe  verwandeln  lassen ,  welche  mit  sin  am  K  —  l   anfangt  und 

zufolge  der  Relation  37)  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthalten  kann, 

nämlich 

sinam  (K  —  t)  =  1  —  at*  +  ßt* 

hieraus  ergiebt  sich 

cosam  (JT—  t)  =  t  ]/2a  —  (a2  -f  2ß)V>  -f  ... 
und  wenn  man  das  eine  Mal  <  =  re'^j  das  andere  Mal  t  =  re?®n  +  ® 
setzt,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt  K  in  einem  Kreise  umgeht,  so  er- 
hält man  in  beiden  Fällen  denselben  Werth  von  cosam w.  Der  frag- 
liche Punkt  ist  also  kein  Verzweigungepunkt.  Für  den  zweiten  der 
oben  genannten  vier  Punkte  hat  man 

cos  am  (K  +  i .  2  K'  —  t)  =±  Vi  —  sin*am  (K+i.2K'  —  t) 

=  ]/l  —  sin* am  (K—t)  =  t  V2a  —  (a2-f  2/3)*»-f  ... 

mithin  verhält  sich  die  Sache  ebenso  wie  vorhin;  dasselbe  gilt  nicht 
nur  für  die  übrigen  zwei  Punkte,  sondern  auch  für  die  correspondi- 
renden  Punkte  der  übrigen  Rechtecke,  an  welchen  die  Werthe  von 
sin2 am w  periodisch  wiederkehren.  Die  Function  cos am w  ist  also 
durchaus  eindeutig. 

Aus  der  Definition  des  Amplitudencosinus  geht  ferner  hervor, 
dass  cosam  (  —  w)=  +  cos  am  w  sein  muss,  wo  es  noch  einer  Ent- 
scheidung über  das  Vorzeichen  bedarf.  Hierzu  dient  der  specielle 
Fall  to  =  0,  welcher  zeigt,  dass  wenigstens  für  unendlich  kleine  w 
nur  das  obere  Zeichen  genommen  werden  kann.  Da  aber  cos  am  w 
durchaus  eindeutig  bleibt,  so  gilt  diese  Entscheidung  auch  für  alle 
übrigen  w\  der  Amplitudencosinus  ist  demnach  eine  gerade 
Function. 

Um  die  Perioden  derselben  zu  ermitteln,  erinnern  wir  wieder 
an  die  Formel  37),  welche  giebt 

cosam  (K+ 1)  =  +  cosam  (K — £)• 
Das  Vorzeichen  der  rechten  Seite   bestimmt   sich    durch   die  Ent- 
wicklung 

cosam  (K—t)  =  t  ]/2cc  —  (a2  +  2ß)t*  +  •••• 

deren  rechte  Seite  bei  negativen  t  gleichfalls  negativ  wird;  man  hat 
daher 
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cosam  (JT  + t)  ==  —  cosam  (K—  t) 
und  für  t  =  K  +  w 

cosam  (2  K  -f  10)  =  —  ttsamtp, 
endlich,  wenn  man  2  JT  -f-  10  an  die  Stelle  von  tp  treten  lasst, 

cosam  (4K+w)  =  cos  am  w. 
Die  eine  Periode  von  cosamw  ist  also  reell  und  vom  Index  4JL 
Man  hat  ferner 


-V 


fc*St»*<URi 


eososi  (tJT  +  Q  =  Vi  —  si**am  (i JT  -f  0 

_  .  Vi  —  Ä^SfUifliltf 

k  stmamt 
daraus  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit  der  linken  Seite 

cosam  (iK'  +  t)  =  —  cosam  (fJT— 0 
und  für  t  =  iE?  +■  w 

cosam  (i.2 K9  +  *)  =  —  cosamw. 
Laset  man  noch  2  K  -f"  *?  an  die  Stelle  von  «r  treten,  so  wird 

cosam  (2K+i.2Kf  +  w)  =  cosamw, 
mithin  besitzt  der  Amplitudencosinus  eine  zweite  Periode  mit  dem 
Index2JT  +  f.2JT. 

Die  beiden  Perioden  werden  anschaulich,  wenn  man  in  Fig.  52 
wie  früher  OA  =  4  Kt  OB  =  2  IC  nimmt,  den  Coordinatenanfang 

Fig.  o2. 


mit  dem  Mittelpunkte  D  von  JBC  verbindet,  aus  OA  und  OD  ein 
Parallelogramm  cottstruirt  und  schliesslich  die  ganze  Ebene  durch 
Fmralklen  su  OA  and  OD  in  OMxgraKit*  Parallelogramme  zerlegt. 
Irgend  einem  in  OAED  legenden  INtnkt*  P,  welcl«r  m  +  iv  re- 
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präsentirt,  entsprechen  dann  in  den  übrigen  Parallelogrammen  Punkte 
als  Repräsentanten  von 

4mK  -f  n  (2K+i.2K)  -f  u  -f  iv 

=  (4  m  -f  2  w)  K  +  u  +  i(2nK'  +  v), 

an  welchen  cos  am  w  denselben  Werth  wie  in  P  erlangt.     Innerhalb 

des  ersten  Parallelogrammes  wird  cos  am  w  viermal  =  0  nämlich  an 

den  Stellen 

K,         3JT,         3K+i.2K\         5K  +  i.2K\ 

welche  mit  Nullen  bezeichnet  sind:  ferner  wird  cos  am  w  zweimal  un- 
endlich in  den  Punkten 

2K+i.K',  4K+iK'. 

b.  Die  Function  4amw  definiren  wir  durch  die  Gleichung 

damw  =  Vi  —  k2sin2amw 
und  setzen  dabei  als  Anfangswerth  /damO  =  +  1  voraus. 

Da  sich  die  Function  an  denjenigen  Stellen  verzweigen  kann, 
wo  ksinamw  =  +  1  wird,  d.  h.  zunächst  in  den  Punkten 

K  +  %K\  3K  +  iK', 

so  muss  untersucht  werden,  wie  sich  <datnw  verhält,  wenn  man  diese 
Punkte  in  Kreisen  umgeht.     Es  ist  nun 

4arn(K+iK'  +  t)  =  Vi  —  k*  sin2  am  (K  +  iK'  +  t) 


-V 


1  — 


sin2  am  (K-\-t) 
oder  nach  der  für  sin  am  (K~\-t)  angegebenen  Reihenentwickelung 

4am(K+tK+t)= x  _  a(l  +  ßtl  ^  .  .  .      i 

für  t  =  re'O  und  t  =  re*®7**®  erhält  die  rechte  Seite  dieselben 
Werthe,  also  findet  an  der  Stelle  K  +  iK9  keine  Verzweigung  statt. 
Die  nämlichen  Schlüsse  gelten  mit  einer  geringen  Modification  auch 
für  den  Punkt  3  K  -f-  iK\  und  ebenso  für  alle  übrigen  Punkte,  in 
welchen  ksinamw  =  +  1  wird;  hieraus  folgt,  dass  damw  eine 
durchaus  eindeutige  Function  ist. 

Zufolge  der  Definition  von  damw  können  dam{ — w)  und 
damw  höchstens  im  Vorzeichen  differiren;  man  entscheidet  hierüber 
leicht  mittelst  der  Specialisirung  w  =  0,  welche  zeigt,  dass  die  bei- 
den Functionen  gleiche  Vorzeichen  haben,  dass  also  4lamw  eine 
gerade  Function  ist. 

Nach  den  vorigen  Formeln  hat  man 

4am  (K  +  iK'  +  t)  =  —  4am(K  +  iK'  —  t) 
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mithin  far  t  =  K  +  u  —  iE* 

38)  dam  (2K  +  u)  =  —  dam  {i.2Kf  —  u\ 

Andererseits  ist 

dam  (t\T -ff)  =  Vi  —  Vsm'am  (tJT  -f  0 


-v 


1  — 


sin*  am  t 


Vsm*amt  —  1 
sin  am  t 


also 

dam  (iK'  +  t)  =  —  dam  (iE*  —  *) 

und  wenn  t  =  iE9  4"  w  gesetzt  wird, 

39)  dam  (i. 2 K'  +  w)  =  —  ^a*tf. 

Da   hiernach   auch  dam(i.2K'—u)  =  —  damu  ist,   so  erhält 
man  ans  Nro.  38) 

dam  (2K+u)  =  damu; 

die  reelle  Periode  der  Function  damw  hat  also  den  Index  2  JT. 

Ferner  ergiebt  sich  ans  Nro.  39),  wenn  man  w  durch  t .  2  K' + V 
ersetzt» 

dam  (s.  4  .K*  4~  *)  —  damw, 

wonach  eine  rein  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  t .  4  K*  vorhan- 
den ist 

Nimmt  man  in  Fig.  53  0A  =  4K,  OB  =  2K\  OF=  2K, 

OG  =  4JT,  und  theilt 
Fig.  53. 

I  I  "    I  I  I 


G 


■*-6>-*- G>-^- 


B 


-oHfr-e 


"*-O-*-0-*-  -©- -■*-  -GS-*- 


die  Ebene  in  Rechtecke, 
welche  dem  Rechtecke 
OFHG  congruent  sind, 
so  erhalt  damw  in  je- 
dem Rechtecke  periodisch 
die  Werthe,  welche  in 
dem    ersten    derartigen 

Rechtecke  vorkamen. 
Für  letzteres  ist  noch  zu 
bemerken,  da&s  damw 
darin  zweimal  zu  Null 
wird,  nämlich  an  den  mit 
0  bezeichneten  Stellen 

£  +  •**,  K+i.SK\ 
und  dass  ferner  damw 
viermal  unendlich  wird, 
nämlich  in  den  Punkten 
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iE*,     2  K  +  iK\     3.iK\     2K  +  3.  iK', 
die  wie  gewöhnlich  bezeichnet  sind. 

IV.    Das  Additionstheorem. 

In  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  (S.  328)  wurde 
gezeigt,  dass  die  Gleichung 

/  dx  f  dy 

J  V(l  -  »*)  (1  -  *»**)       /  V(l  -  y»)  (1  - 


-A 


de 


/  V(l-**)(1  — Wz*) 
statt  findet,  sobald  die  Grössen  x,y,z  der  Bedingung  genügen 
4cyi  ^  V(l  -  y2)  (1  -  fe V)  +  y  V(l  ^  s2)  (1  -  fc»g*) 

j  1    —   Ä2X2t/2 

<ier  Beweis  dieses  Fundamentaltheoremes  beruhte  auf  identischen 
Transformationen  und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  man  sich  un- 
^er  den  oberen  Integralgrenzen  x,  y,  z  complexe  Zahlen  vorstellt  und 
die  Vieldeutigkeit  der  Integrale  dadurch  vermeidet,  dass  man  die 
Integrationswege  geradlinig  nimmt.  Bezeichnet  man  nun  die  obi- 
gen drei  Integrale  der  Reihe  nach  mit  ut  i\  w,  so  ist  einfach 

ferner 

x  =  sin  am  u,    y  =  sin  am  v,    z  =  sin  am  w, 
d.i. 

z  =  sin  am  (u  +  v), 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  von  x,y,z  geht  die  erwähnte 
Bedingungsgleichung  in  die  folgende  über 

.„x  ,     .    %     'sinamucosamvdamv±sinamvcosamu/damu 

41)    8tnam(u  +  v)= .    — 

1 — k2stn2amustnJamv 

Diese  entspricht  der  goniometrischen  Formel  für  sin  (u  -\-  v)  und  ver- 
wandelt sich  in  letztere  für  Je  =  0.     Lässt  man  —  v  an  die  Stelle 
von  v  treten,  so  ändert  nur  sin  am  v  sein  Vorzeichen,  und  es  wird 
dann  der  zweite  Theil  des  Zählers  negativ. 
Aus  der  Gleichung  40)  erhält  man  leicht 

ia       o  _  V(*  —  **)(*  —  v2)  -  ^V(i-^8)(i  - fcV) 

Vi        *    —  1  -  *«aV  ' 

d.  i.  zufolge  der  Werthe  von  x,y,z 
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,rtN  /    ,    %     cosamucosamv — sinamusinamv  4amu  4amv 

42)  cosam(u-\-v)= - ,o  .  n — ; 

1  —  k2stn2amu8m2amv 

bei  negativen  v  ändert  der  zweite  Theil  des  Zählers  sein  Vorzeichen. 
Die  Formel  40)  giebt  ferner 

1  —  k*x2y2 
mithin 

An.    A      /    .    v      damudamv — k2sinamucosamusinamvcosamv 

43)  4am(u  +  v)= - =— ^ — ; 

1  —  k2sin'amusm2amv 

für  negative  v  wird  der  zweite  Theil  des  Zählers  positiv. 

Lässt  man  iv  an  die  Stelle  von  v  treten  und  beachtet  die  For- 
meln 

sinamiiv)  =  itngäm(v^k\  cosam(iv)= ~, — rr, 

9      v      '  x    '      cosamfaW) 

4am(v.tf) 

dam  (iv)  = 7— tt:  , 

cosamfaW) 

so  werden  die  Gleichaugen  41),  42)  und  43)  zu  den  folgenden 

sinam(u  -f-  iv)  = 
sinatnu  jdam(Vtkf)-\~i  cos  am  u  41  amu  sin  am  (v,  AQ  cos  am  (v,  ti) 
cos2  am  (t>,  k!)  +  Je2  sin2  am  u  sin2  am  (i>,  k*) 
cos  am  {u  +  iv)  = 
cos  am  u  cos  am  (v,  kf)  —  *  sin  amu  4  amu  sin  am  (t>,  kf)  d am  (v,  Td) 
cos2  am  (t>,  tf)  +  Je2  sin2  am  u  sin2  am  (t;,  kf)  ' 

4am(u  +  iv)  = 
4  amu  4am(vjd)  cosam(v,  k') — ik2sinamu  cos  am  u sin  amtyH) 
cos2  am  (i?,  ¥)  -\-  k2  sin2  amu  sin2  am  (t\  W) 
Aus  diesen  Fundamentalformeln  ergeben  sich  zahlreiche  Rela- 
tionen,   welche  den  verschiedenen  goniometrischen  Formeln  analog 
gebildet  sind,  und  ebenso  wie  letztere   durch  blosse  algebraische 
Combinationen  der  Grundformeln  abgeleitet  werden  können.     So  ist 
z.  B.  für  v  =  u 

2  sin  am  u  cos  amu  4  amu 


sinam2u  = 

cosam2u  = 

4am2u  = 


1  —  k2  sin*  amu        * 
1  —  2  sin2 amu  +  k2 sin*  amu 
1  —  k2  sin*  amu  * 

1  —  2k2  sin2  amu  +  k2sin*amu 


1  —  k2  sin*  amu 

Im  speciellen  Falle  u  =  \K,  am2u  =  amK=\it  kennt 
man  die  Werthe  der  linken  Seiten  und  erhält  dann  umgekehrt 
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'  gleiche  Weise  findet  sich 
aus  dann  weiter  folgt 


i  iK'        \/i  +lc  iK'      yrr-r-r 

im-rr-  =  77=,   cosam—-  =    1/ — J — ,  dam-— -  =  Kl  +A?f 
Vä  2  r       %  2 


im 


<«*•  (y  ±  <**)  =  +  *  V&7"; 


Setzt  man  zur  Abkürzung  amu  =  qp,  am  v=  ij;,  am(u  -j-  0) 
ff,  a»i(w —  t?)  =  r,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  Formeln 

2sintpcosty  <dty 


sinö  +  sint  = 


sinö  —  sint  = 


1  —  k2sin2<psin2H>y 

2sini\)cos(p4<p 
1  —  k2sin2q>sin2il>* 


^    ,  2coswcostb 

cos  6  -+-  cost  = f 

1  —  k2sin2q>sin2il> 

2sinwsiM\)4todil> 

COSti  —   COSX  =   — ,_     .    , ^T-TTf 


^ö  —  Jr 


sinti  sint  = 


costicost 


1  —  &2  sin2  (p  sin2  ^f 

2  k2  sin  tp  cos  g>  sin  ^  cos  & 
1  —  &2sm2<psm2i^ 

sw2qp  —  sins^> 
1  —  k2sin2<psin2ty' 

cos2(p  —  sin2ij)  d2(p 
1  —  k2sin2q>  sin2tl>* 
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.    A    z/*qp  —  Wco$*<psin*il> 

1  —  k*  $in*<p  sin*il> 


Bei  der  Leichtigkeit  solcher  Combinationen  dürfte  eine  grössere  An- 
häufung von  Formeln  überflüssig  sein. 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  zeigen, 
wie  die  Addition  und  Multiplication  elliptischer  Integrale  mittelst 
einer  geometrischen  Construction  ausgeführt  werden  kann.  Es  seien 
zwei  Kreise  gegeben,  von  denen  der  eine  den  anderen  omschliessen 


Fig.  54. 


möge  (Fig.  54);  der  grös- 
sere Kreis  habe  C  zum  Mit- 
telpunkte und  AC  =  B 
zum  Halbmesser;  der  Mit- 
telpunkt des  kleineren  Krei- 
ses sei  D,  der  Halbmesser 
DT=r;  endlich  bezeichne 
CD  =  h  die  Centrale  bei- 
der Kreise.  Von  irgend 
einem  Punkte  JP  des  äusse- 
ren Kreises  ziehe  man  eine  Gerade ,  welche  den  inneren  Kreis  in  T 
berührt  und  den  ersten  Kreis  zum  zweiten  Male  in  Q  schneidet;  der 
Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AP  heisse  ©,  der  über  dem  Bo- 
gen APQ  stehende  Peripheriewinkel  tf;  es  ist  dann  Z-  «4.CP  =  20, 
Z  ACQ  =  20,  ferner,  wenn  Cü  senkrecht  zuPQ  und  CV  pa- 
rallel zu  PO  gelegt  wird, 

Z  PCU=  6  —  o,  Z.  ACü=  6  -f  o, 

Z.  ACV=-\n  -f  6  +  <o9    ZT)GV—\it--{6  +  K). 
Aus  der  Gleichung  DT  =  Cü  -f  DV  folgt  nun 

r  =  Rcos(6  —  o)  -f-  hcos(<s  4-  <») 
oder 
44)  r  =  (R  +  7i)cos6cos(o  -f-  (R —  h)  Sinti  sina. 

Lässt  man  speciell  P  mit  A  zusammenfallen,  so  wird  G>  =  0  und  0 
geht  in  den  constanten Winkel  ACB  über,  welcher  2a  heissen möge; 
für  diesen  ist 

r  =  (R-\~h)cosa, 
woraus  folgt 


sina  = 


V(R  +  h)*  —  r2 
R  -f  h 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 


,V7Z 


4  Rh         .      _ 
(B-4-*),-r«8m  a~ R  +  * 
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(R  +  h)*  —  r»' 

vidiren   ferner  die  Gleichung  44)  durch  R  -\-  h  und  substituiren 
e  Werthe 

WTh  =  C08"'    wH  =  Vl  -  ktsinia'> 

[t  erhalten  dann  die  Relation 


cosa  =  cos  6  cos  &  +  stntfswcD  Vi  —  &2stn2a, 

eiche  nichts  Anderes  ist  als  die  Bedingung  für  die  Existenz  der 
leichung 

FQc,  tf)  —  FQc,  cd)  =  F(Jc,  a) 
ler 

F(7c,  6)  =  F(h,  a)  -f  F(Jc,  cö). 

Heraus  entspringt,  wenn  Je,  a  und  cd  gegeben  sind,  folgende  Con- 
truetion  von  <J.     Man  wähle  R  willkürlich,  bestimme  hieraus 

1  —  Vi  —  Je2  sin*  a 


h  —  R 


r  =  (R  +  h)  cosa, 


Fig.  55. 


1  +  Vi  —  Ä*«tn»a 

zeichne  die  beiden  Kreise,   nehme   Zl  ACP  =  2  cd  und  ziehe  die 

Tangente  PTß;  die  Hälfte 
des  Winkels  ACQ  ist  dann  6. 
Diese  Construction  lässt 
sich  mehrmals  nach  einander 
anwenden,  indem  man,  wie 
Fig.  55  zeigt,  der  Reihe  nach 
.  die  Tangenten  PPX,  P,P2, 
P^Pz  u.  s.  w.  zieht  und  die 
Winkel  ACP,  ACPU  ACP2 
etc.,  welche  nach  derselben  Dre- 
hungsrichtung weiter  zu  zäh- 
len sind,  mit  2  cd,  2  C0i,  2  co2  etc. 
bezeichnet;  es  wird  nämlich 

F(foO  =  F{a)'+F(a)f 

F(g>2)  =  F(a)  +  F((ox)  =  2F(a)  +  F(co), 

F(cd3)  =  F(a)  +  F(cd2)  =  3F(«)  +  F(cd), 

nd  überhaupt 

5)  F(an)  =  wF(a)  +  F(cd). 

■ 

n  8peciellen  Falle  cd  =  0,  d.  h.  wenn  man  das  successive  Tangen- 
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tenziehen  nicht  mit  P  sondern  mit  A  anfangt,  wird  F(<on)  =  nF(a\ 
wodurch  das  Multiplicationsproblem  seine  constructive  Lösung  er* 
hält. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  unter  welchen  Umstän- 
den die  gebrochene  Linie  PP\  P2  •  •  •  in  sich  zurückkehrt ,  also  zu 
einem  Polygon  wird,  was  entweder  nach  einmaligem  oder  erst  nach 
mehrmaligem  Umlaufe  um  den  kleineren  Kreis  geschehen  kann.  Be- 
schränken wir  uns  auf  den  ersten  als  den  einfachsten  Fall,  und  setzen 
wir  voraus,  dass  das  Polygon  n  Seiten  erhalten  solle,  so  muss  der 
Endpunkt  Pn  mit  dem  Anfangspunkte  P  coincidiren  (bei  dem  Vier« 
ecke  der  Figur  P4  mit  P);  die  Bedingung  ist  also 

Z.  A OP»  =  2n  -f  Z.  AGP    oder     a>»  =  %  +  cd, 
wodurch  die  Gleichung  45)  übergeht  in 

F{%  -f  o)  =  n  F(a)  +  F(a). 

Wegen  F(x  +  coi)  =  2  K  +  F(g>)  hebt  sich  beiderseits  F(col)  und 
es  bleibt  die  von  (0  unabhängige  Gleichung  übrig 

2  K  =  n  F(a). 

Geometrisch  heisst  dies:  wenn  die  Radien  nebst  der  Centrale  beider 
Kreise  der  vorliegenden  Bedingung  genügen,  so  schliesst  sich  das 
Polygon,  wie  auch  der  Anfangspunkt  P  gewählt  werden  möge.  Ans 
der  obigen  Gleichung  folgt 

2K 

a  =  am 

n 

und  es  ist  daher  nach  den  früheren  Formeln  für  cos  cc  und  d(a) 

r  2K        B  —  h         A       2K 

46)  t>    t    1.  =  Msam ,      -  =  dam , 

'  B  +  h  n    '      B  +  h  n 

worin 

—  (B  +  Ä)»  —  r»'  —  (B  +  ä)»  —  r» 

22T 

Berechnet  man  für  ein  gegebenes  n  entweder  cos  am ode 

ti 

2K 

dam ,  so  enthält  jede  der  Gleichungen  46)  nur  die  Grössen  1 

r  und  h;  sie  drückt  also  die  Bedingung  aus,  welche  zwischen  de 
drei  genannten  Grössen  stattfindet,  sobald  das  n-Eck  gleichzeiti 
ein  Sehnen-  und  ein  Tangentenvieleck  ist. 

Für  das  Dreieck  gestaltet  sich  die  Rechnung  folgendermaassei 
Aus  der  allgemeinen  Formel  für  die  Addition,  nämlich 

cos<pcosif>  —  sincpsinrp  d(ö)  =  cosö 
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oder 

cosamu  cosamv  —  sinamu  sinatnv  4lam(u  -f-  v) 

=  cosam(u-\-v) 

erhält  man  zunächst  für  u  =  v  z=  \K 

cos2amlK  —  sin1  am\K  A  am\K  =  cosam\K\ 

weil  ferner  \K  =  2K  —  \K  und 

4am(2K — w)  =  Aamw,    cosam(2K — w)  =  —  cosamw 

ist,  so  hat  man  auch 

c0s2am§ÜL  —  sin2 am\K A am\K '  =  —  cosam\K 

Schafft  man  alle  Grössen  auf  die  linke  Seite  und  drückt  den  Sinus 
durch  den  Cosinus  aus,  so  findet  man  leicht 

(1  +  cosam\K)[cosam\K  ■—  (1  —  cosam\K)  dam\K\  =  0, 
und  hier  kann  man  den  ersten  Factor  streichen,  weil  er  von  Null 
verschieden  ist.     Die  übrig  bleibende  Gleichung  lässt  sich  in   der 
Form  darstellen 

2rr   .    cosam\K       , 
cosam\K  -f  — f—  =  1, 

und  diese  giebt  nach  Substitution  der  Werthe  aus  Nro.  46) 

"         +^7  =  1 


B  +  h    '    B  —  h 
oder 

h1  —  B(B  —  2r) 

wie  hinreichend  bekannt  ist. 

Für  den  Fall  n  =  4  hat  man  sehr  einfach  aus  Nro.  46)  und 
zufolge  der  schon  berechneten  Werthe  von  cos am\K  und  dam\K 
(S.  393) 


~  V  1  4-  kn        B  4-  h~  VK 


B  +  h        V   l  +  k"        B  +  h 
und  durch  Division 


Ä-  h        Vi  +  hf 
Die  erste  und  dritte  Gleichung  geben 

\B~+l)   +  \B~=~h)   =  h 

oder 

2(.ßa-f  Ä2)  *•*  =  (#» -Ä2)*. 

Beim  Fünfeck  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie 
beim  Dreieck 
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r(R  +  h)V2R 

=  r(R  +  h)VR  —  h  —  r  +  (Ä  —  Ä)(Ä  +  *  +  r)VR  +  *  —  r 
für  Polygone  von  noch  mehr  Seiten  werden  die  Formeln  sehr  ver- 
wickelt *). 

V.    Potenzenrethen  und  Reihenquotienten  für  die 

elliptischen  Functionen. 

A.  Nach  den  Untersuchungen  in  Abschnitt  HL  wird  die  Func- 
tion sin  am  w  zum  ersten  Male  unendlich  für  v>  =  iE*,  sie  bleibt 
daher  synektisch  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  K9  um  den  Coor- 
dinatenanfang  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  des  auf  complexe  Va- 
riabclen  ausgedehnten  Satzes  von  Mac  Laurin  (S.  85)  läset  sich 
nun  sin  am  w  in  eine  nach  Potenzen  von  w  fortschreitende  und  con- 
vergirende  Reihe  verwandeln,  falls  der  Modulus  von  w  weniger  als 
K'  beträgt.  Wegen  sin  am  ( — w)  =  —  sin  am  w  kann  diese  Reihe 
nur  ungerade  Potenzen  von  w  enthalten,  mithin  ist 

sin  am  w 

(dsinamw\    w        /d*sinamw\         to* 
dw      )o  T  +  \      dw*      /o  12.3 


/d^sinamwX  wb 

+  \      dw*      )0  1  .  2  .  .  5  + 


Die   angedeuteten  Differentiationen   lassen   sich    mittelst  der   For- 
meln 

dsinamw         .  . 

-  =  +  cos  am  w  dam  w. 


dw 

dcosamw 
dw 

dzJamw 
dw 


=  —  sinam  w  dam  wy 


=  —  k2 sin  am  w  cos  am  w 


")  Die  Formel  für  das  Dreieck  findet  sich  zuerst  bei  Euler  (Nov.  comm. 
Petropol.  XI,  pag.  114);  für  die  Fälle  n  =  4,  5,  6,  7,  8  hat  Nicol.  Fuss 
die  geometrische  Ableitung  der  Relationen  gegeben  (Nova  acta  Petropol. 
XIII,  a.  1798,  pag.  166  bis  189).  Den  Zusammenhang  dieser  Aufgabe  und 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zeigte  Jacob i  in  der  Abhandlung 
„lieber  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein  bekanntes 
Problem  der  Elementargeometrie"  (Crelle's  Journal,  Bd.  III,  S.  376),  wo- 
mit eine  denselben  Gegenstand  betreffende  Abhandlung  von  Richelot 
(Crelle's  Journ.  Bd.  XXXVIII,  S.  353)  zu  vergleichen  ist. 
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der  Reihe  nach  ausführen,  z.  B. 

— j-; —  =  —  (1  -f-  k*)smamu>  +  2tc*sinsamt0, 

ftmainw       _     „    ,  ,av    .    „,«  .  .         -.  ^ 

■ — -j— 5 —  =  [ — (1  +  fc2)  +  6Wsin*amw]cosamw  damto, 

u.  s.  w. 

und  geben  für  «0  =  0  die  Coefficienten  der  Reihe.     Noch  einfacher 
ist  es, 

sin  am  w  =  A\W  +  -4sw8  +  Abwb  -f- 


.  •  •  • 


zu  setzen,  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  für t— - zu  substi- 

aw* 

tuiren  und  nachher  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  w,  wz  etc. 
zu  vergleichen.    Das  Resultat  ist 

47)  M«Mf9  „  _  YTrr^  +    ][     2     3     4     5  tP» 

1  +  135  fc2  +  135  fc4  +  fe6    ? 
1.2.3.4.5.6.7      " 
,    1 -f  1228  fc2+ 5478  Ä4+l  228  fc6  +  fc8    » 

-L    1 ,f0* — .... 

^       1.2.3.4.5.6.7.8.9 
modw  <  X'. 
Für  Je  =  0  wird  sinamw  =  smto,  TT'  =  00 ,  und  die  Reihe  iden- 
tisch mit  der  bekannten  immer  convergirenden  Sinu^sreihe;  für  Jfc=l 
nnd  K*  =  i»  kommt  man  auf  die  Formel  12),  S.  277  in  Thl.  L, 
zurück. 

Da  die  Function  cos  am  w  gleichfalls  synektisch  bleibt  innerhalb 
eines  mit  dem  Radius  Kf  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen 
Kreises,  so  existirt  auch  für  cos  am  w  eine  Potenzenreihe,  die  aber 
*egen  cos  am  ( — w)  =  cos  am  w  nur  gerade  Potenzen  von  w  ent- 
halten kann.  Ihre  Coefficienten  leitet  man  am  einfachsten  aus  den 
Coefficienten  der  vorigen  Reihe  dadurch  her,  dass  man  die  Relation 

sin2amw  +  cos2amw  =  1 
anwendet.    Man  erhält  auf  diesem  Wege 

18)    cosamw  =1  —  - — -w*  +  - — - — - — jW* 

1,2  1  •  J  .  o  .  4 

1  +  44Ä»  +  16Ä*    e 
1.2.3.4.5.6 

,    1  +  408fc*  -I-  912fc*  +  64fc«    . 

4. 1 • : w8  —  •  •  •  • , 

T       1.2.3.4.5.6.7.8 
modw  <  K\ 
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Auch  für  die  Function  damw,  die  innerhalb  eines  mit 
Radius  Kf  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreises  sy: 
tisch  bleibt,  gilt  eine  nach  geraden  Potenzen  von  w  fortschreite 
Entwickelung.     Mittelst  der  Relation 

k2sin2amw  +  A*amw  =  1 
findet  man  leicht 

49)  ^»"l^nV*+l.«     8.4* 

1.2.3.4.5.6 

,    Ä2(64  +  912Ä2-f  408Ä*-f  W)    ft 
-4-  —      ■<  ti?8  —  •  •  • 

^      1.2.3.4.5.6.7.8 

modw  <  2T'. 

Durch  Differentiation  oder  Integration  in  Beziehung  auf  w 
sen  sich  aus  den  vorigen  Reihenformeln  noch  beliebig  viele  anc 
weite  Entwickelungen  herleiten,  z.  B. 

50)  cos  am  w  damw 

1  +  W    f    .    1-f  14Ä2  +  **    4 

=  1 : W2  H ■ W*  — 

1.2^1.2.3.4 

51)  sin  am  w  dam  w 

1  4-  4fc*    ,    .    1  +  44fc*  4-  Iß  Je*    K 

=  W Ur  H ■ • w5  — 

1.2.3^1.2.3.4.5 

52)  sin  am  w  cos  am  w 

1.2.3^1.2.3.4.5 
wobei  immer  modw  <^  JT'  sein  muss.    Aus  der  Bemerkung,  dass 

dam  no 


=  damw   mithin   amw  =  /  damwdw 
dw 

o 


=/• 


ist,  ergiebt  sich  noch 

K*\  h'  3   -L  **(4  +  fc*)  _ 

Ä;8(16  4-44Ä;g4-fe4)       7 
1.2.3.4.5. 6 . 7W 

,    ft»(64  4-  912  fr»  4-  408  A;*  +  W)    9_ 
+  1.2.3.4.5.6  .7.8. 9^ 
modw  <  1l'. 

Wie  man  mittelst  dieser  Fundamentalformeln  zusammenges 
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«re  Functionen,  z.  B.  sin*atnwt  tngamw  und  dergleichen  ebenfalls 
n  Potenzenreihen  verwandeln  kann,  ist  leicht  genug  einzusehen,  und 
%  wird  daher  das  folgende  eine  Beispiel  genügen. 

Die  Function 

f(tv)  =  -. 

stn  am  w 

erhält  f ür  w  =  0  den  Werth  /(0)  =  1 ,  sie  bleibt  ferner  synektisch 
von  w  =  0  bis  dahin,  wo  sin  am  w  zum  ersten  Male  verschwindet. 
Nun  wird  sin  am  w  =  0  sowohl  für  w  =  2K  als  für  w  =  %  . .  2  JT; 
die  Reihenentwickelung  gilt  daher,  wenn  K  <i  Kf  ist,  unter  der 
Bedingung  modw <^ 2K\  im  Gegeqfalle  K1  <[  K  muss  modw <^2K' 
genommen  werden.  Beide  Fälle  sind  leicht  zu  trennen.  Ist  nämlich 
fc2  <  1  oder  2h2  <  1,  so  folgt  &2  <  tf2,  z/(fc,  9)  >  AQJ,  qp), 

1       <  -^ — x  und  K  <  K'i 


z/(fc,  <p)  ^  ^(tf,  9) 

für  Ä2  >  |  ergiebt  sich  durch  analoge  Schlüsse  2£'  <  X.  Die  obige 
Function  besitzt  noch  die  Eigenschaft  /( — w)  =  f(w)  ist  also  eine 
gerade  Function  und  giebt  folglich  eine  Beihenentwickelung  von 
der  Form 


=  1  +  a^w*  +  a4t04  +  a6w*  + 


sin  am  w 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Nro.  47)  und  vergleicht  dann 
beiderseits  die  Coefficienten  von  t02,  w4,  «06  etc.,  so  erhält  man  der 
Reihe  nach  die  Werthe  von  «2,  a4,  a6  etc.,  und  gelangt  schliesslich 
zu  folgendem  Resultate: 

1  1     .     1  -f  Ä2        .    7  —  22fc2  +  7fc*    8 

54)     — =  J 1 W    -L    ! yf 

stnamw        w        1.2.3  3. 1.2. .5 

,    31  —  15&2  —  15&*  4-  31&6    K  , 
-j ■ tv5  -J- 

wobei  die  Bedingungen 

fürfc<r-F=,       modw<Z2K9 

„   Ä  ]> -7=,       modw  <^2K9 

einzuhalten  sind.  Im  speciellen  Falle  k  =  0  kommt  man  auf  die 
Formel  für  cscw  zurück  (Thl.  I,  S.  245,  Nr.  31),  im  Falle  k  =  1 
ergiebt  sich  die  Gleichung  10)  auf  S.  277  im  ersten  Theile  *). 

*)  Die  obigen  Potenzenreihen  sind  zuerst   von  Jacobi  entwickelt  wor- 
den, jedoch  ohne  Bestimmung  der   Gültigkeitsgrenzen  (Fundam.  nova  theor* 

26* 
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B.  Ein  zweites  Mittel  zur  expliciten  Darstellung  der  elliptischen 
Functionen  bieten  die  Quotienten  zweier  Potenzenreihen;  man  ge- 
langt hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Aus  der  unbestimmten  Integration 

f(»+  -  i)  r/ iL =  V(i-")(i -*'«») 

J  \  *V  V(l—  **)(1  —  *»*»)  * 

erhält  man  sehr  leicht 

J  \/(l  — ^(1  —  fc***)  /   \  *v  V(i  —  **)(i—  *»*») 

und  für  jer  =  sin  am  w  » 

ä        * 

/dw  I  (k*sin*amw — ]dw  =  Isinamw. 
J  \                        sin* am  w/ 


Ferner  ist 

K 


I  Wsin*amwdw  =    I  k*sm*amwdw  —    /  Wsin2amwdw 

w  0  0 

w 

=  K  —  E  —    /  k*$tn*amwdwf 


o 

wobei  man  den  Werth  K  —  E  mittelst  der  Substitution  amw  =  (p 
findet,  und  es  ergiebt  sich  weiter 

K  K 

lsin*amwdw 

w  w 

K  w 


Ä  K 

I  dw  I  &2sw 


=  (K  —  E)(K  —  w)—    I  dw  I  k2sin*amwdw 


H>  0 

K  w 


=  (J5T  —  E)(K—  w)  —    I  dw  I  k*sin*amwdw 


o  o 

w  w 


4-    I  dw  j  k*$in*amwdw. 


o         o 


funot  ollipt.  pag.  114).  Herrn ite  behauptet  in  seiner  „Uebersicht  der  Theo* 
rie  der  elliptische»  Functionen",  übersetzt  von  Natani,  S.  46,  dasa  die  Rei- 
henentwickelungen für  sinamto,  cos  am  w  und  Jamw  an.  die  Bedingung 
—  1  <  io  <  4-  1  gebunden  seien;  dies  ist  ein  Irrthum,  wie  schon  die 
Falle  k  =  0  und  iL*  =  1  beweisen. 
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)as  erste  Doppelintegral  rechter  Hand  besitzt  einen  oonstanten 
rVerth  G,  auf  den  es  vorläufig  nicht  ankommt;  wir  rechnen  ihn  mit 
K—E)(K—w)  zusammen,  indem  wir  setzen 

(K—E)K—G  =  a,      K—E=  —  b, 
ind  erhalten  somit 

55)         Isinamw  =  a  +  bw  -\-    I  dw  I  k9sin2amwdw 


o         o 

K  K 

-     fdwf-r 

J  J    SM 


dw 


sin2 am  w 

w  w 


Geht  man  zweitens  von  der  Integralformel  aus 

A      f  _  1  —  k2z*\ dz eVl  —  k2z* 
*       i-**J  va  -  **)  (i  -  *V) —      VT=r^  • 

\o  gelangt  man  leicht  zu  der  Gleichung 


t 


J  V(l-*2)(1  —  Vm*)J  \  l  —  z2  /V(l—  z2)(l-k2z2) 

=  1  Vi  -  z\ 
üe  sich  für  z  =  sin  am  w  in  die  folgende  verwandelt 


10  V0  10  10 


56)  Icosamto  =    I  dw  I  k2sm2amwdw —  I  dw  I  — dw. 

'  J        J  J       J  cos2  am  w 

0  0  0  0 

Drittens  führt  die  Integralformel 

J  V         1  —  **  W  V(l-.^)(1— jfc2^)  —        Vi  -  Wz2 
zu  der  Gleichung 

/  V(i-*2)(i--fc3*2)/  \         i  —  fc2WV(i-^)(i-^ 

=  zVi  —  fc3*2, 

und  daraus  wird  für  z  =  sin  am  w 

10  10  10  10 

57)  Idamw  =  I  dw  I  h*sin*amwdw  —  I  dw  I  — ^ dw. 

oo  oo 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


406  Die  elliptischen  Functionen. 

K  K 

dw 


*  = a  + bw  -  fäwfjd 


amw 

/\      rj*amw  _  T,      Ck2cos2amwJ. 

q  =  —    I  dw  I  — - dw,     r  =  —    I  dw  I  — = aw, 

*  J       J  cos2amw  J       J     d*amw 

0  0  0  0 

s  =  —    I  dw  I  k2sin2amwdw, 
bo 

so  erhält  man  aus  den  Formeln  55),  56),  57)  die  folgenden 

gp  gl  ßf 

58)      sinamw  =  — f     cos  amw  =  — ,      ^aw«i  =  - -, 
7  c*  e*  e* 

und  demnach  lassen  sich  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Func- 
tionen als  gebrochene  Functionen  von  gleichem  Nenner  ansehen. 
Den  letzteren  untersuchen  wir  zunächst. 

Ist  der  Integrationsweg  des  w  so  beschaffen,  dass  sin2 amw 
längs  desselben  synektisch  bleibt,  so  bildet  aus  nahe  liegenden  Grün- 
den 8  gleichfalls  eine  synektische  Function  von  w\  dasselbe  gilt  dann 
hinsichtlich  des  e*.  Führt  dagegen  der  Integrationsweg  durch  sol- 
che Punkte  hindurch,  in  welchen  sin2  amw  unendlich  wird,  so  kann 
man  diesen  Integrationsweg  durch  einen  Weg  der  ersten  Art  er- 
setzen, sobald  man  noch  diejenigen  Integral werthe  hinzufügt,  welche 
den  Umkreisungen  der  vorkommenden  Ausnahmepunkte  entsprechen. 
Es  zerfällt  dann  s  in  einen  synektischen  uncj  in  einen  asynektischen 
Theil,  wobei  es  vornämlich  auf  den  letzteren  ankommt.  Es  wird 
nun  sin1  amw  unendlich  für 

w  =  2mK  +  i(2n  +  1)  JT, 
wo  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten ;  bezeichnen  wir  diesen 
Werth  kurz  mit  cund  denken  uns  den  betreffenden  Ausnahmepunkt 
mittelst  eines  Contours  von  beliebiger  Kleinheit  umgangen,  so  ist 
für  alle  Punkte  dieses  Contours  w  von  der  Form  w  =  c  -{•  x  -\-  iy 
=  c  +  ß  mithin 

k2  sin2  amw  =  k2sin2am(c  -f  e)  =  k2sin2am(iK'  +  z) 

1 

sin2  am  ß 

Bei  hinreichender  Kleinheit  des  Contours  bleibt  modz  innerhalb  der 

Grenzen,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  54)  erforderlich  sind, 

und  es  folgt  dann 

k2$m2am  w  =  —  H - — -* **  +  •••• 

*2  3  15 
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oder  vermöge  des  Werthes  von  e 

lwnöM=ÖM5  +  "" —  +  15 (tP-c)f  +  -- 

Daraus  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

W  10 

I  dw  I  k2sin*amw  dw  =  —  Z(c  —  w)  +  W, 

worin  TT  die  Summe  einer  convergirenden  und  für  w  =  c  verschwin- 
denden Reihe  darstellt.  Denkt  man  sich  diese  Rechnung  für  alle 
vorkommenden  Auenahmepunkte  cl9  c2,  etc.  ausgeführt  und  nennt 
man  f(w)  den  synektischen  Theil  von  s,  so  erhält  man 

8  z=zf(w)  +  l(ci  —  w)  +  l(c2  — 10)  +  •  •  •  • 

—  Wx  —  W2  -   Wz  — 

und 

e»=  (d  —  I0)(C2—  w)  .  . .  a/M-wi-Wi-— 

Obgleich  nun  s  nicht*  synektisch  ist  und  sowohl  für  w  =  ct  als 
tv  =  Cq  etc.  logarithmisch-unendlich  wird,  so  ist  doch  c*  eine  synek- 
tische  Function,  da  sie  gerade  an  den  genannten  Stellen  verschwin- 
det. Hieraus  folgt,  dass  e8  für  alle  w  in  eine  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  w  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

Wie  man  bemerkt  haben  wird,  liegt  der  Nerv  der  vorigen 
Schlussweise  in  dem  Umstände,  dass  die  Function  k*sin*amw  in 
der  Nähe  eines  solchen  Specialwerthes  w  =  c,  für  welchen  sie  un- 
endlich wird,  die  Form 

7 rr  -f»  a  +  ßw2  +  yw4  +  •  •  •  • 

annimmt  oder,  kürzer  ausgedrückt,  dass  k2sin2amto  f ür  w  =  c  ein 

Unendlichgrosses  von  derselben  Ordnung  wie  -( rr  wird.    Die 

nämliche  Eigenschaft  kommt  auch  den  folgenden  drei  Functionen  zu 

1  d*amw        k*cos*amw 

sin2  am  w'      cos2  am  w'         4*amw   ' 
nur  sind  hier  die  Werthe  von  c  andere  als  vorhin;  die  Folgerung 
bleibt  aber  dieselbe,  d.  h.  |>,  g,  r  werden  logarithmisch -unendlich, 
e*,  e*,  e?  bleiben  synektisch   und  können  daher  in  Potenzenreihen, 
verwandelt  werden. 

Die  Bestimmung  der  Reihen  coefficienten  hat  keine  Schwierig- 
keit.    Man  findet  zunächst  aus  Nro.  47) 

1  +  fc*    A    ,    2  +  13Ä*  +  2fc*    Ä 
stn*amw  =  w* — w4  -f — w6  —  •  •  •  • 

ferner  durch  zweimalige  Integration 
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fc» 
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w4  4  « — h — »*>* ^— - — - — w8  + 


3.5.6 


5.7.8.9 


endlich  mittelst  der  Exponentialreihe 


*sssl  + 1  +  175  + 


8* 


1.2.3 


+ 


.  .  .  • 


fc* 


,,*"  +  **  8fc»  4  17Ä4  +  8fc« 

w    4"  "5 — i — *w a ~ — ~ — 5 — ~~~  w  + 


3  .  4~     '    3. 5  .6~  4.5.7.8.9 

Aus  Nro.  58)  geht  ferner  hervor,  dass  die  Entwickelangen  von  i?, 
C,  &  entstehen,  wenn  e8  der  Reihe  nach  mit  den  Entwickelnden 
von  sin  am  w,  cos  am  tu t  damw  multiplicirt  wird;  die  Resultate  sind 
dann  folgende.     Statt  der  Gleichungen  58)  schreiben  wir 

59)  _, w  —  h*>*  4  h*>*  — 


60) 


61) 


sin  am  tv  = 


cosamw  = 


Jamw  = 


1   —  X4t04   -f-   X6We  — 
1    —  faW2  +  fl4W4  — 


1  —  x4w4  +  Xß«;ß  — 
1  —  v2w2  4-  v4w4  — 


1  —  x4w4  +  XeW6  —  • 
und  in  diesen  für  alle  w  geltenden  Formeln  bestimmen  sich  die 
Coefficienten  durch  die  nachstehenden  Gleichungen,  in  denen  zur 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  .  .  m  mit  v/C  bezeichnet  ist 
4'x4  =  2Ä3, 

6'x6    =8(ÄJ«  +  Ä4), 

8'x8  =  32(fc*-ffc6)  +  68  Ä6, 
10'x10  =  128(fc2  +  fc8)  +  480(Ä*  +  fcß), 
12'x12  =  512(Ä2  +  Ä;io)  -(-  3008(fc4  +  &8)  +  5400  Ä« 


3  A3   —  1 

L  +  *', 

5'A6  =  1 

l  +  fc4  +  4fc», 

rij  =  ] 

l    +   Ä«  +   9(&3  +  Ä4), 

9%  =  1 

l  +  Ä8  +  16(fc»  +  Ä«)  —  6k*, 

11^,,=  ] 

.  +  *»<*+-  25  (fc*  +  fc8)  —  494  (Je*  +  *«), 

2>a  =  ] 

l  » 

*>«  =  : 

l  +  2k\ 

6'ft,  =] 

L  4.  6Ä»  +  8fc4, 

8>8   =  ] 

l  +  12fc*  +  60Ä4  +  32fc6, 

10>10  =  ] 

L  4  20  fc»  +  348  fc4  +  448  Ä6  +  128  fc8, 

13>„=  1 

l  +  30**  +  2372Ä*  4  4600Ä;6  4-  2880*8  +  612 Jfc10 
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2V3  =  fc», 

4'v4  =  2fc»  +  fc*, 

6'v6  =  8fc*  +  6&*  +  fc«,  . 

8V8  =  32fc»  +  60fc4  +  12fc6  +  fc», 
10Vi0=  128Äa  +  448fc4  +  348fce  +  20&8  +  fcl°, 
12'v12  =  512Ä2  +  2880Ä4  +  4600&«  +  2372fc»  +  30fc10  +  fc13, 

Nimmt  man  speciell  Je  =  1,  so  wird 
sin  am  (w,  l)  =  f-=i_,  cos  am  (w,  l)  =  Jam(w,  l)  =  ^-p^. 

and  nach  der  zweiten  Formel  in  Nro.  58) 

ß 

cos  am  (w,  1)  = — j — f 


|(ew  +  <r*»)e  2 


was  mit  der  Reihenentwickelung  in  Nro.  60)  übereinstimmt  *). 


VI.    Periodische  Reihen  und  Partialbrüche  für  die 
einfachsten  elliptischen  Functionen. 

Wie  man  aus  der  Untersuchung  über  die  periodischen  Reihen 
weiss  (S.  144,  VI.),  lässt  sich  jede  zwischen  u  =  0  und  u  =  h  end- 
lich bleibende  Functionen  einer  reellen  Variabelen  u  in  jeder  der 
Formen 

xu   .     a        2nu  .     .        Situ 


|-4o  -i-Aico8  —  -\-A2C08—z — \-A3cos— - — (-  •••, 


.    fftt  .    2  XU  .    3xu    . 

Bism—  -\-B2sin — - — \-  Bzsm— - — [-.-•• 
h  h  h 

darstellen,  falls  w  auf  das  Intervall  0  bis  h  eingeschränkt  wird. 
Für  sich  betrachtet,  bleibt  die  erste  Reihe  ungestört,  wenn  man  u 
durch  — u  oder  durch  u  -f-  2  Ä,  tt  -f-  4  Ä,  i*  +  6  Ä,  etc.  ersetzt;  sie 


*)  Die  Darstellung  von  sin  am  w,  cosamtv,  Jamw  als  Quotienten  von 
Potenzenreihen  ist  zuerst  von  Weierstrass  in  Crelle's  Journal,  Bd.  52,  S. 
357  gegeben  worden,  wobei  die  Functionen  e%  e*,  e?,  er  mit  -4Z(w),  .4{(w)j, 
-^'(w)2>  Al(w)z  bezeichnet  und  Abel 'sehe  Functionen  genannt  sind. 
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bildet  also  eine  gerade  periodische  Function  von  u  mit  der  Periode 
2  h.  Ist  nun  zufälligerweise  die  Function,  welche  man  in  die  erste 
Reihe  verwandeln  will,  selber  eine  gerade  periodische  Function  mit 
der  Periode  2  h,  so  gilt  jene  Reihenentwickelung  nicht  nur  vonw=0 
bis  u  =  Ä,  sondern  für  jedes  reelle  u.  Aus  ganz  ähnlichen  Schlüs- 
sen geht  hervor,  dass  eine  ungerade  periodische  Function  mit  dem 
Index  2  h  für  alle  reellen  u  in  eine  Reihe  der  zweiten  Art  verwan- 
delt werden  kann.  Da  nun  die  elliptischen  Functionen  reelle  Perio- 
den besitzen,  so  erscheinen  die  obigen  Reihen  als  sehr  geeignete 
Mittel,  um  jene  Functionen  wenigstens  für  alle  reellen  Werthe  von 
u  darzustellen ;  man  würde  z.  B.  für  h  =  2  E  den  Amplitudencosi- 
nus in  eine  Reihe  von  Cosinus,  den  Amplitudensinus  in  eine  Reihe 
von  Sinus  entwickeln  können.  Die  einzige  hierbei  zu  überwindende 
Schwierigkeit  betrifft  die  Bestimmung  der  Coefficienten  An  und  Bn\ 
ist  nämlich  F(u)  die  gegebene  elliptische  Function,  so  kommt  es 
darauf  an,  die  Werthe  der  Integrale 

/_,,  .       Mtu  ,         ,     C    f  x  .    nnu 
F(u)  cos  -t-=-  du  und    /  F  (u)  sin  du 

0  0 

oder  auch  den  Werth  des  einen  Integrales 

2K 


f 


F{u)(fP*üu,  p  =  ^ 


zu  entwickeln.  Wie  dies  geschehen  kann,  wollen  wir  sogleich 
zeigen. 

Es  bedeute  w  eine  complexe  Variabele  =  u  -\-  iv,  ferner 
sei  F(iv)  eine  eindeutige  Function  von  w,  die  innerhalb  eines  aus 
den  Seiten  2  E  und  2  Ef  construirten  Rechtecks  nur  zweimal  näm- 
lich für  w  =  iE'  und  für  w  =  2  E  -f-  iE'  unendlich  wird,  und 
die  noch  folgende  Eigenschaften  besitzt 

F(w  +  2  E)  =  sx  F(w),  F(w  +  t.  2  E*)  =  s2  F(w% 

worin  €x  und  «2  positive  oder  negative  reelle  Einheiten  bezeichnen. 
Nach  diesen  Voraussetzungen  betrachten  wir  das  Integral 

fFWWdw 

und  nehmen  als  Integrationsweg  die  Peripherie  des  aus  den  Seiten 
OA  =  2  E,  OB  =  2  E'  construirten  Rechtecks  OA  CB,  wobei 
wir  die  Ausnahmepunkte  JD  und  E,  welche  die  Werthe  iE'  und 


_w .   ■  #  * 
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2  K  +  iE  repräsentiren,  in  Halbkreisen  umgehen  (Fig.  56).     Zu« 


Fig.  56. 


folge  der  Ausschliessung  von  D  und  E 
ist  der  Werth  des  Integrales  =  0  oder 

1(0  A)  +  I(A  QQ)  +  I(Q0  Qx  Q2)  +  I(Q*C) 
+I(CB)  +I(BP0)  +  I(PQP1P2)  +I(P*0) 
:«  =0. 

Nehmen  wir  die  Radien   der  Halbkreise 

pi   Qi[ ;ifl      gleich,  DP  =  EQ  =  r, fassen  sie  gegen 

die  Null  convergiren  und  setzen  zur  Ab- 
Q0    kürzung 

Lim  [IiPoPiP*)  +  I(Qo  Qi  *%)}  =  S, 
so  bleibt   durch    Zusammenziehung    von 
I(AQQ)  und  I(Q2C),  sowie  von  I(BP0) 
und  I(P2  0) 
1(0 A)  +  I(AC)  +  1(GB)  +  I(B0)  +  S  =  0. 
Im  ersten  Integrale  substituiren wir w= u,  im  zweiten  w=2K-\-iv, 
im  dritten  w  =  u  +  i.  2  JL\  im  vierten  w  =  iv\  dies  giebt 

jF(u)e^udu  +  ie1'-2/'*  JF(2K  +  iv)e~?*vdv 

0  0 

2ir  2jr 


oder  zufolge  der  Eigenschaften  von  .F 


22T 


2X' 


( 1  —  €2  <r-2PK')JF(u) e*P »du  +  i (*,  e<  • 2  <"  *  —  \)jF(iv) e~-Pv d v 

0  0 

+  S  =  0. 
Die  Grösse  S  ergiebt  sich,    wenn  man  in  I(PqP\P2)  den   Winkel 
J*iDP  =  0  mithin    w  =  iKf  +  re'0,   im  zweiten  Halbkreisinte- 
grale Z.  QXEQ  =  B  mithin  w  =  2  JT  +  «JT  —  re<0    substituirt 
Und  zur  Abkürzung  r&0  =  Q  setzt;  es  ist  dann 

I(frPiPt)  +  HQtQiQd 


-\n 


—  %  jF(iK'  +  q)  e<<" « A"  +  ?>  ? 


(70 


5" 


-i* 


—  ijF(2K  +  iE'  —  QyeQ*  +  tK,-e)Qdd 


** 
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und  bei  unendlich  abnehmenden  Q  wegen  F(2  K  +  w)  =  *i  F(w) 


S=Lim 


I« 


—  ie-P*'jQF(iK'  +  Q)efPQ 


dO 


-i* 


i* 


+  iSie-t**  +  i'9t*KjQF(iK'  —  Q)e- 


'PQdO 


a7* 


Beachtet  man  noch,  dass  et*2!**  =et'nn  =  cosnx  ist,  so  hat  man 
schliesslich  folgende  Gleichung 

62)  (1  —  e,e~2t*K) JF(u) e?Pudu  — t (1  —  «i cosnn) J F(iv)<rl»dt> 

0  0 

=ie-PKLim  fQ[F(iE'+Q)e'ftQ—s1eo8n«F(iK'—Q)e-<tt9]dd, 

-\* 

die  sofort  zur  Kenntniss  der  gesuchten  Integrale  führt»  wie  sich 
gleich  zeigen  wird. 

a.    Wir  nehmen  zuerst  F(w)  =  sif^amw;  es  ist  dann 
Si  =  —  1,     «2  =  -f  1,    .F(it;)  =  itngam(v,kf), 

IAm[oF(iK'  +  o)]  =  iÄmlj-T^ 1  =  -^, 

Lsr     v  '    sr/J  [ksmamQj        h 

Lim[QF(iK'  -  p)]  =  Um\1    "~"g     1  =  —  i 

und  damit  geht  die  Gleichung  62)  in  die  folgende  über 

2K  2JT 

(1  —er2?*')  I  sinamueit*udu  +  (l  +cosnn)  I  tngam(v,Jfyrl»dv 

_  .n(l  -cosnn)  ^iiK, 
h 
Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  imaginären  Theile  und  durch 
Substitution  des  Werthes  von  f*  ergiebt  sich  weiter 

/              nnK'\      2K  nnK' 

(                k   \  C  .            .  nnu  n        *r(l  —  cosnn) 
\1  —  e  )  I  smamu  sm^rjjrdu  =  — =r- 

0 

und  wenn  man  noch  die  Abkürzung 

71  K' 
K 

e        —a 


e         ) 
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einfahrt,  so  erhält  man  leicht  die  Gleichung 

2      C  .  .    wart*  ,         n(l — cosnri)       Vä" 

'  sinamusm —r=r  du  — 


i/* 


•  •••/• 


0 

deren  linke  Seite  der  Coefficient  Bn  ist,  falls  sinamu  nach  den  Si- 
nus  der  Vielfachen  von  ^-=  entwickelt  werden  soU.     Die  gesuchte 

Reihe  ist  nun 

63)  sinamu 

2n  \  Vq      .    itu  ,      Vq*     .    3xu   ,      Vq*      .    hitu   . 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  jedes  reelle  u. 

Läset  man  IT —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

/j.x  cosamu 

64)  — 

damu 
2n\Vq  itu        Vo*         3»w    ,     Vq*         Situ 

b.    Es  sei  ferner  F(w)  =  cos  am  w,  mithin 

«i  =  —  1,    $3  =  —  h    F(iv)  =  secam(v,k% 

LimleFiiK'  +  M^Liml-'-^  ■  -r^—  }  =  -  -j-, 
s     v  ^  l  %  swarop]  k 

Umt9F(iK'-9)]  =  UmUi^..-r^—]=  +  i-, 

x  \  k         stnamg)  k 

die  allgemeine  Formel  62)  wird  dann  zur  folgenden 

(1  +  £-*!**)  I  cosamue?eudu—i(l-\-cosnii)  I  secam(vykf)erf4vdv 
o  o 

ff(l  —  cosnri) 

k 

Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  Theile  erhält  man 
2      P  nitu  ,        ä(1  —  cosnar)      Vqn  . 

— y  «»«,»««*_<*«= — — JL^t 

o  '   * 

womit  der  Coefficient  An  für  die  Entwickelung  von  cosamu  nach 

au 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  ^-=  bestimmt  ist.     Man  hat  dem- 

£t  Jx. 

nach  folgende  Reihenformel 
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65)  cosamu 

2n  \  Vq  nu  ,     Vo*  3*rit   ,     Vq*         Situ   , 

die  für  alle  reellen  'u  gültig  bleibt. 

Ersetzt  man  u  durch  K  —  u,  so  erhält  man  noch 

sin  am  u 


66)  V 


damu 


2%\Vq      .    itu        Vq*      .    Situ   .     Vq*     .    Situ 

c.    Wir  nehmen  drittens  F(tv)  =  /Jamw  also 

«i  =  +  1,    «2  =  —  1,     F(*t;)  = y-^, 

JWm  [qF({K'  +  p)]  =  üw  { —  tcosam p •  -r-^ —  1  =  —  i, 

Jrim[pJ,(t^/  —  p)l  =  IAm\  +  i  cos  am  p«-r— ^ — }  =  +  •'; 

}  T  smamQ) 

die  allgemeine  Gleichung  62)  gestaltet  sich  dann  folgendermaassen 

2K       '  2K' 

(l+c-2^^)  f4amue'f»>du—i(l-cosnii)  [ *am^'\<rP'fa 
J  J  cosamvo.lc) 

0  0  v 

=  3r(l-f  cosnn)e~fÄK'. 
Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  giebt 

2      C  A  nitu  ,        *r(l +cosnjr)      W» 

o 
und  daraus  folgt  die  allgemein  gültige  Reihenentwickelung 

67)  zfamu 

x     .    2it[     q  nu    ,        q2  2nu 


it  2it[     q  nu    ,        q2  2itu    , 

=  2E  +  T  {1+7"*-*  +  TTFC0S~*"  +  •' 

Ferner  ist,  wenn  K  —  u  an  die  Stelle  von  u  gesetzt  wird, 


68) 


zlamu 


n         2üt  {      q  7tu  q*  2  itu    , 


•  •  •  •  . 


Mittelst  der  Relation 
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amu  =  I  4 am u  du 
e 
erhält  man  noch  aus  Nro.  67). 
69)  amu 

2K^      l1   1  +  g2         £T^2l+g4  JT     ^  J 

d.    Die  gerade  Function  F(w)  =  sin2  am  w  lässt  sich  gleichfalls 
nach  der  bisherigen  Methode  entwickeln,  wenn  gesetzt  wird 

sin2  amu 

1     A  I         A  nU       I         A  2ltU       !  A  *nU       I 

=  \  A0  +  Ax  cos  —  +  42  cos  -jg    +  4*  <**  -^-  H 

Zunächst  hat  man 

2K 


M^IEJ* 


sin2 amu  du 
o 
oder  unter  Anwendung  der  Substitution  amw  =  g) 

4 

n 

K  —  E 


!  1      Csm2q> 


(<p)     r  k2K 

o 

Aus  der  Relation  sin2  am  (2  2t —  w)  =  sü»  amu  ergiebt  sich  leicht 
A\  =  A3  =  A$  .  .  .  =  0,  bei  der  Bestimmung  von  An  kann  des- 
halb n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden.     Es  ist  nun 

£1  =  +  1»     «2  =  +  1»    F(tt>)  =  —  tng2am(v,k% 
Lim  {Q[F(iK'  +  p)e</"  ?  —  ^  cosnn  F(iK'—  q)€T^Q]} 

=  Lim9^fiQ~e'if49)=2iLimi(      Q      \2sinM\ 
k2sin*amQ  k2         \\sinamQ/       q    J 

2i      .  nn 

~  ¥  ** —  *  Wk* 

mithin  geht  die  allgemeine  Formel  62)  über  in 

sin2amue^^du  =  —  j^erf^K\ 
0 
Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  liefert 

2  K  1 

2      C  .  o  W3TW  ,  /  %  \2  ntf5* 

— —  /  s%n2amu  cos  -^=r  du  =  —  ( ^---  1  -—= — 
2KJ  2K  \kKj  1—  qn 

0 

und  damit  ist  An  bestimmt.     Für  n  =  2,  4,  6  .  .  .  wird  nun 
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70)  sin*  am  u 

COS-r=-  +  - — — r  COS  — =r-  + 


K— E       ft/3tV(    lg  *rt*    ,      2g*  2äw 


and  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  alle  reellen  u. 

Bevor  wir  uns  mit  weiteren  Reihen  dieser  Art  beschäftigen, 
wollen  wir  einen  Blick  auf  die  Substitutionen  werfen,  mittelst  deren 
sich  aus  jeder  Entwickelung  irgend  einer  elliptischen  Function  die 
Entwicklungen  anderer  elliptischer  Functionen  herleiten  lassen. 
Eine  solche  Substitution  ist  im  Vorigen  schon  angewendet  worden; 
sie  besteht  darin,  dass  man  K —  «an  die  Stelle  von  u  treten  lässt; 
andere  Substitutionen  beruhen  auf  folgenden  Bemerkungen. 

Das  Integral 


•-/i 


dq> 


W*  +  fc*sw*g> 

V 

lässt  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  erster  Art  bringen;  man  setzt  nämliöh  entweder 

k'u  =    /  ,    ,  ^  mithin  <p  =  am  (Vu,^), 

0  V *  ~  \j) s  9 

oder  man  benutzt  die  Substitution 

h'sinilf  ,  h'dil> 

sin  <p  =  •  .  ,  a  <p  = 


Vi  —  fc'*tn'4>'  1  —  Wsin2 

welche  giebt 


u==fvrd 


Vi  —  W$in*1> 


mithin  tl>  =  am  (u,  Je). 


o 

Zufolge  der  Gleichung  zwischen  (p  und  if>  ist  nun 

k'sinamu 


sin  am 


(*%  £)  = 


damu 


und  hieraus  folgen  analoge  Formeln  für  die  übrigen  elliptischen 
Functionen.  Im  speciellen  Falle  tp  ==  \tt  wird  ip  =  §jt,  und  die 
Vergleichung  der  beiden  Werthe  von  u  giebt 


'&•!)  ="(*•!>, 


Ferner  ist  unmittelbar 
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}* 


der  für  sin  q>  =  * 


y(l_*2)(fc'2_Ä2) 


**  1 

j  r  d*  i  r  d*  j 

_        \J  V(l—W  —  M*)   +   ~tj  V(l_  **)(,!  _**){" 

ubstituirt  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  xr  =  Ä/stwr,  im 
weiten  je?  =  Vi  —  Ä2sin2o,  so  erhält  man  leicht 


)iese  Bemerkungen  lassen   sich  folgendermaassen  zusammenfassen: 
Ersetzt  man 

ih 
k  durch  -jj  und  zugleich  u  durch  ä/w, 

io  verwandeln  sich 

K  in  tfZ,  JT'  in  tf  (K'—iK) 

nK'  n  (K'  —  iK) 

e     K  =  q  in  e        K       =  —  q 

H  sinamu                  .     cos  am  u 
stnamu    in    — - ,    cosatnu  in    -3 , 

damu  m  —: • 

damu 

fach  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  durch  blosse  Aenderung  des 

'  orzeichens  von  0  aus  der  Reihe  für  sin  am  u  die  Reihe  für  — 3 . 

damu 

welche  letztere  m  die  Reihe  für  cosatnu  übergeht,  wenn  u  durch 

f  —  u  ersetzt  wird  (vergl.  Nro.  63,  66  und  65). 

Ein  zweites  Mittel  zur  Ableitung  neuer  Reihen  bietet  die  Lan- 
den'sehe  Substitution.  Sind  nämlich  die  Amplituden  cpund^  durch 
üe  Gleichung 

sin  2  ty 

tanW   —r: : — 

h  +  ws  2  ty 
Verbunden,  statt  deren  auch  gesetzt  werden  kann 

Schlömilch,  Analysis.   II.  ^7 
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1  1+Ä-  2siV* 


cosq> 


smq>  = 


1+h  V-W— ' 

2  sini>cosil> 


v^m 


i  +  *   1/      ToVJrv 

r 


so  besteht  die  Relation 

Es  sei  nun  ferner 

2Vh  1—  V 

i+ä  =  * mithin  * =  t+t; 

die  vorigen  drei  Gleichungen  gehen  dann  in  folgende  über 

1— (1  +AOsm80  (1  -fÄOsw^costf 

~»  =        W) '  ^  ==L-Z(MÖ •  . 

» 

deren  letzte  wir  in  der  kurzen  Form 

1 

U  =  :  V 

darstellen.     Hiernach  ist 

t  —  am  (u,  fc),     <p  =  am  (v,  l        \  =  am  Hl  +  V) u,  YTf) 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  für  cos  q>  und  siny 
substituirt,  so  erhält  man 

1—  Jc'\  _  1— (1  +Jc')sin*amu 

damu 

v  1  +  Ar/  4amu 

Im  speci eilen  Falle  #  =  |jr  wird  qp  =  jr  und 

*•<*.  1»  =  TT»  F(rr£ ')  -  rp?  r(iff •  f ) 

Bowie 

Ferner  ist  identisch 


cosam  Ul  +  Jc^u,  j^TT^) 
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nach  Nro.  71)  ergiebt  sich  furh  =  V,  <p  =  21>  =  X1  dass  die 
rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  mit(l  -\-Jf)F(tf,\n)  über- 
einkommt; man  hat  daher 

Diese  Bemerkungen  zusammengenommen  liefern  folgenden  Satz:  Er- 
setzt man 

1  —  V 
k  durch  ^  und  zugleich  u  durch  (1  +  V)  u , 

so  verwandelt  sich 

K  in  1(1  +*0  K,         K'  in  (1  +  *')  Jl\ 

g  in  g«, 
(1  -t-ft^stnamucosamu 


stnawu  in 


cosamu  in 


damu 
1  —  (1  +  fc')sm»at>H* 


» 


Aamu 

Nach  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  aus  der  Reihe  für  sincimu  die 
neue  Entwickelung 

sin  am u  cosamu 
damu 

4t%  f     q        ,  »«    ,       g3       .   3«w  ,        g5       ,   Kirn  . 

auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitte  zurückkommen  worden. 

Es  dürfte  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken ,  dass  alle  gogttbcnmi 
Reihenentwickelungen  auf  verschiedene  Weise  speoialisirt  wordtm 
können,  indem  man  u  =  0  oder  =  K  oder  =  \K  setzt.  Die  so 
entstehenden  besonderen  Formeln  enthalten  meistens  llofciohuugon 
zwischen  den  vier  Grössen  7c,  k\  K  und  g ;  nur  die  Gleichung  70) 
macht  hiervon  eine  Ausnahme  und  liefert  z.  B.  für  u  =  0  eine  For- 
mel, welche  sich  zur  Berechnung  von  E  benutzen  Hesse. 

Noch  müssen  wir  eine  wichtige  Transformation  erwahnon,  wel- 
cher die  bisherigen  Reihen  unterworfen  werden  können;  sie  besteht 
einfach  darin,  dass  man  jeden  einzelnen  Term  mittelst  der  Formol 

-r^—  =  1  +  r  +  r*  +  r*  + ,    r*<l 

1  —  T 

entwickelt  und  in  der  so  gebildeten  Doppelreihe  die  vertical  unter 

27* 
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einander  stehenden  Terme  zusammenfasst.     Schreibt  man  z.  B.  statt 
Nro.'.63)  etwas  bequemer 


=  V?{£ 


so  ist  auch 


JcK  .  2Kx 

- — smatn 

27t  % 

sinx         qsin3x       q2sin&x    . 


JcK   .         2Kx 
sin  am 


•  • 


2K  n 

=  Vq  {sinx  -f-  qsinx  +  q2sinx  •+■  q*sinx  -f- 
+  qsin3x  -f-  q*sin3x  -f-  q1sinBx  +  q19sin3x  + 
-f-  q2sin5x  +  q7sin3x  +  ql2sin5x  +  g17s£f&5#  -f 

+ } 

und  indem  man  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

(1  +  p)sinx 


•    •    • 


sinx  +  psin3x  -f-  p*sin5x  -[-•••  = 


1  —  2pcos2x  -\-  p* 
summirt,  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate 

n«\  kK     •  2KX 

72)  - —  senaw 

7  2n  n 

(1  +  3)V«  .  (1+38)V^ 


—  SmX  \l-2q  cos2x  +  Q*  +  1 


2gcos2a?  +  g2    '    1 — 2qzcos2x  -f-  q« 


•  #  •  • 


l~—2qb  cos  2x-\-q 

Aus  der  Formel  65)  oder  der  nicht  wesentlich    von  ihr  ver- 

schiedenen 

JcK  2Kx       -yr-\cosx     .    qcos3x.    q*cos5x   . 

—  cosam =  Vq  {,— i h  Vi — r  +  V-; — r  + 

2*r  *r  U+g         1+33  1+36 

erhält  man  nach  demselben  Verfahren 

JcK  2Kx 

73)  - —  cos  am 

=  WJr    (i-g)Vg o-ggy?. 

\1  —  2gcos2a?  +  2»        1  — 2  38cos2*  +  36 

(l-gs)V^ 
"1"  i  —  2g5cos2a;-J-g10 

Schreibt  man  statt  der  Gleichung  67)  die  folgende 
K     .       2Kx         1         qco$2x    .    q*cos4x    .    g8cos6o5   . 
2  n  it  4         1  -f  q2  ^    1  +  q*   ^    1  +  5«  x 


i  •  •  •  i 
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ut 

;  man 

2% 

2Kx 
am 

1 

4 

«i 

qcos2x- 

-3* 

q*co& 

i2s  — 

■«* 

1 

—  2  q  cos  2 

*+<Z* 

1  — 2  g8 

co$2i 

r-f-g6 

+  i. 

qbcos 

2  s  — gio 

-2  g* 

cos2«  +  glft 

speciellen  Falle  aJ  =  0  wird 
K         1  _       g  fl» 


+ 


2  sr        4         1  —  q        1  —  g*  ^1  —  g* 
halbe  Differenz  beider  Gleichungen  ist 

K  (  2Kx\ 

1  —  q*  1  —  g8** 


=  stn2  a? 


1  —  2qcos2x  +  g*        1  — :  2g8cos2a;  +  g6 


+ 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  Nro.  70) 


2  Ex 

1  —  k2  sin2  am = 

n 


2it*(q(l  +q*)cos2x  —  2q*        q*(l+q«)cos4x  —  2q*        ) 
*~  1*?~\(1  —  2qcos2x  +  q*)*   +    (1  —  2 g8 cos 2 X  -f-  g6)*  +  "  ) 

Das  Charakteristische  an  den  Formeln  72)  bis  76)  ist,  dasB  die 

^tischen  Functionen  gewissermaassen  in  Partialbrüche  zerlegt  wer- 

können ,  die  in  Beziehung  auf  q  echte  Brüche  sind.     Man  kann 

hiernach  die  elliptischen  Functionen  als  eine  Art  gebrochener 

ictionen    vorstellen,    und  in  wie  weit  dies  richtig  ist,  wird  der 

tiste  Abschnitt  zeigen. 


[.  Periodische  Reihen  für  zusammengesetzte  ellipti- 
sche Functionen,    unendliche  Produote. 

Das  im  vorigen  Abschnitte  zur  Entwickeking  des  Integrales 

nn 


f 


Fiwie'P9  dw,  f*  = 

iutzte  Verfahren  lässt  sich  mit  einer  geringen  Modifikation  auch 
dem  Falle  anwenden,  wo  die  Function  F(w)  nicht  rein  doppelt 
ioctisch,  sondern  aus  einer  doppelt  periodischen  und  einer  ande- 


•  Il>"ll 
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ren  Function  snsamroengmclil  ist.  Als  Inlegraiiousweg  der  cm- 
pkxen  Yariabekn  w  nehmen  wir  wieder  den  Unriang  das  aas  den 
Sehen  2  K  und  2  E*  constmirten  Rechtecks;  Ton  der  FmetionFfc) 
setzen  wir  Torans,  daas  sie  eindeatig  bleibe,  jedoch  auf  der  Perinhc- 
Rechtecks  »ehimab  anendiieh  werde  «od  daas  sie  folgende 


wobei  f(m)  eine  nene  bekannte  Function  uedenleL     Die  Integration 
längs  des  angegebenen  Weges  fiesert  dann  folgende  Glrärhnng 


77)   (1  —  **€-*!**)  fF{m)e'fdn  —  *-*!**  Jf(m)  er»  dl 


+  tfoe*-*.«*—  1) /r(ir)e-*"«r  +  S  =  0, 


S  die  Sune  aller  der  Integrale,  welche  ds- 
emtstesten,  das  nun  die 


0, 


il,  t\2aT  «s*i  2  JT  -J-  i\S  JT;  ät  Üb*  sack  daher  nicht  amnüt- 


F(w*  =        1 


«fDÜßtth  fe  *3k  TfeE&na  sr  wa  v  los  2X.  sw   vemiAnlndet  snwohl 
Üb-  sr  =  $  *lk  ür  t=  JI  toü  nss  mir  &  Saiden 
jaEttor  i  Jr  xa>£  il^t\  3nT^  man  kam  «btfher 


F<n>  =  J^isn^  +  Jt^^^*Ä^+... 


Ans  Bar  ÖtaclaiJic  I\S  X — *>  =  F{*  •  Saig*  n&nr  ißiräit,  das  B* 
X*.  J*  **&.  .ckiksk  3fcu£  sifeiu  £*§$  *fer  J%ai  Bar  ^ssamnmi^  von 
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nur  ungerade  n  berücksichtigt  zu  werden  brauchen.     Es  ist  ferner 
F(w  +  2  K)  =  —  F(tv),        ex  =  —  1 

mithin,  wenn  zur  Abkürzung 

=  a 

K 

gesetzt  wird, 

F(w  +  i.2Kt)  =  F(w)  +/M,     fij,  =  1, 


.    itw 

2  XL 


Wegen  des  ungeraden  n  hat  man  ferner 

Sie?-2PK  —  1  =  —  cosnjr  —  1  =  0 
und  daher  vereinfacht  sich  die  Gleichung  77)  zur  folgenden 

78)    (l  —  DJFMeifdu  —  q*Jf(u)eiPudu  -f  S  =  0. 

0  0 

Zunächst  betrachten  wir  das  Integral,    worin  /(w)  vorkommt  und 

2JT 
substituiren  statt   tt  die   neue  Variabele x\  vermöge  der  Wer- 
st 

the  von  f(u)  und  [i  giebt  dies 

2K  n 

f/(u)eW«=   [\-± *     .    ) e<"*cte, 

J     K/  J  \sxnx       sm(x-\-i&)) 

oder  wenn  sm(#-f"  ia)  durch  Exponential grossen  ausgedrückt  und 
die  Gleichung  e— a  =  2  beachtet  wird, 

9K  n  n 

ff(u)e^udu  =   f^dx  -f  2i  f,     ge'*  .ixein'dx. 
J  '  x  '  J  smx  J  1  —  g2cai* 

0  0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand  lasst  sich  leicht  in  eine  nach 
Potenzen  von  q  fortschreitende  Reihe  verwandeln,  deren  Glieder 
wegen  des  ungeraden  n  sämmtlich  verschwinden;  es  bleibt  daher 

;*  P  einx 

f(u)e'Pudu  =    I  - — dx. 
J  smx 
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Fig.  57. 


Um  ferner  £1  zu  finden,  umge- 
hen wir  die  Ausnahmepunkte  G 
und  B  in  Viertelkreisen,  wobei  in 
Fig.  57  OA  =  2K9  OB  =  2# 
CP=BQ=r,  Z.PCD  =  ^QBD 
=  0  und  zur  Abkürzung  e'O  =  Q 
sein  möge.  Es  ist  dann  S  der 
Grenzwerth  von 


— n 


de 


-i* 


.irr 


+  t  fF(2iKf+Q)eW*'  +  Q)Q 


d6 


—  n 


=  w/d  [F(Q)  +/(<>)]  e'CQdO 


-i* 


-1» 


+ 


iq*fQ[F(Q)+f(Q)]e*t<(>dO 


und  hieraus  folgt  wegen  F(0)  =  0  und  -&w&[p/(p)]  =  1 

S  =  —  i»2n. 
Nach  diesen  Bestimmungen  geht  die  Gleichung  78)  über  in 


n 


/[*  einx 
F(u)eiPudu  —  qn   I  —. —  dx  —  inqn  =  0 
%J     SVtl  X 
0  0 

und  liefert  durch  Herausnahme  des  imaginairen  Theiles 


2K 


n 


F(u)*n  —  du  =r—U  +  J-I—ä 


x 


0  "10 

Das  letzte  Integral  findet  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  bei  un- 
geraden n 

— =  1+2  [cos  2x  4-  cos  4  x  A 1-  co$(n—  l)x] 

smx  i         i         v         /  j 

ist;  man  erhält 

2A' 


yF(tt)sm__dM=         , 


ä  = 


2«      a" 
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Die  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiernach 
79) 


sin  amu       rt  _  .    nu 
2Kstn  — 


2%  [     q  %u  .       g8       .   Situ   .       g5       ,   5jru   .       ) 

=  —  <  — = —  sin 1 - —  sin —  sin 1-  •  •  •  r 

K  U  —  g        2iT^l  —  g8         2xT  T  1—  g*        2iT  ^      1 


80) 


Mittelst  Substitution  von  K  —  u  für  u  zieht  man  hieraus 

damu  n 


2ni g_ 

—  ~K  Il- 


eus amu         _  ^        3TW 
3TW  g8  3»w   ,       g5  Öarw 


g       2JT        1— g3        2iT    '   1—  g*        2K 

Ersetzt  man  ferner  u  durch  Wu%  K  durch  #iT,  g  durch  —  g(S.417) 
und  multiplicirt  mit  —  fc',  so  erhält  man  noch 

81)  « *_ 

2*r  f     g  arw  g8  3»tt  ,       g5  hnu    -      \ 

=-K\T+-qC0S2z-  t+t^tk  +r+?C0STr— t 

b.    Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  führt  die  Annahme 

F(tt?)  =  COt  am  IV  jrr=.  cot  ^-=.« 

2  XL  2  XL 

Diese  Function  verschwindet  f ür  w  =  0  sowie  für  w  =  2K  und 
bleibt  endlich  für  alle  reellen  zwischen  0  und  2  K  liegenden  10;  sie 
ist  desshalb  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwandelbar,  nämlich 

F(w)  =  B{sin  —  +  B2 sm  —  -f  B3 sin  -^jf  + 


•  •  •  • 


Aus  der  Eigenschaft  F(2K—  «)  =  —  F(u)  folgt  zunächst  x?1=x?3 
=  2?5  .  .  .  =  0;  es  sind  daher  bei  der  Bestimmung  von 

B'=2KjFMsm-2KdU 

0 

nur  gerade  n  zu  berücksichtigen.  Die  Function  F(w)  wird  ferner 
unendlich  an  den  Stellen  w  =  i .  2Kf  und  w  =  2  Jf  4-  i .  2  Jf';  end- 
lich ist  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen 

F(w+2K)  =  F(w),  £i  =  +l, 

F(w  +  i .  2  KO  =  -  F(u>)  +  f(w),        «,  =  —  1, 
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Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

82)  (1  +  q»)jF(u)eiPudu  —  fl*  JfMe'fdu  +8  =  0. 

o  o 

Hierin  ist,  wie  sich  mittelst  der  Substitution  tt  = x  findet 

JfMe'fdu  =  —Jlcotx  +  co*(s  +  *a)]e«'n*ds 

0  o 

9r  n 


e<**  cotxdx  -  i  J  i  I  La,,  «'**<**> 


0  0 

oder  weil  bei  geraden  n  das  letzte  Integral  verschwindet, 

I  f(u)eitAUdu  =  —    I  einx cotxdx. 

0         «  0 

ferner  ist  S  der  Grenzwerth  von 

—  71 

i  Ff(2 K  +  2 iE*  +  q) e<fi<wr+MJC  +^)p tffl 


+  t  y  F(2  iE!  +  q)  e<t*  <"jr  +  e>  9  dfl 
0 

=  i4*jQl-F(Q)  +f(Q)]e<PQdd+ia*  A»  [-F(Q)+f(Q)]eWd6; 

-\n  / 

wegen  F(0)  =*  0  und  if«i[p/(p)]  =  —  1  giebt  dies 

S  =  iitq*. 

Durch  Aussonderung  des  imaginären  Theiles  erhält  man  jetzt  aus 

Nro.  82) 

2K  n 

/„,,  N   .  nitu   ,  qn      (     ,     Psinnxcosx  _  ) 

0  0  ' 

Zur  Eenntniss  des  letzten  Integrales  führt  die  Gleichung 

sinnxcosx 

smx 

=  1  +  2  [cos2x  +  cos4:X  +  •  •  •  +  cos(n  —  2)x\  +  cosnx, 
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md  schliesslich  wird 

,,  2%  Qn 

.ß*  =  — 


K      1+s» 
Die  gesachte  Entwicklung  ist  demnach 

%         %u 

33)  ——  cot  -j—=.  —  cot  am  u 

2  iL        &  iL 

2n  i     q}       .  %u    ,        g4        .    2itu    .        g6       .   3nu . 

Lässt  man  K  —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

%  7t  u 

34)  £-—  tan  -^=  —  k'tngamu 

2  XL  .  Jxl 

c.    Zu  einer  ähnlichen,  durch  ihre  Folgen  aber  viel  wichtigeren 
Entwickelung  fuhrt  die  Annahme 

X  TL  Iß 

F(to)  =  cotamw  damw  —  ~-  cot  —=• 

2Jdl         2x1 

Die  vorliegende  ungerade  Function  verschwindet  sowohl  für  w  =  0 
als  für  w  =  22T,  und  kann  daher  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwan- 
delt werden.  Aus  letzter  fallen  wegen  F(2K — u)  =  —  F(u)  die 
Coefficienten  2?!f  2?3,  2?5,  etc.  weg,  und  es  kann  daher  bei  der  Be- 
stimmung von  Bn  der  Index  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  wer- 
den.    Die  Function  F(w)  wird  viermal  unendlich  an  den  Stellen 

iK\     2iK',     2K  +  %K\     2K  +  2%E! 
and  besitzt  noch  die  Eigenschaften 

F(w  +  2E)  =  F{w\  «1  =  lf 

F(w  +  2  iE*)  =  F(w)  +  /(»),  a2  =  l, 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 
85)     (1  —  gn)  /  F(u)  eW  du  —  gtt//(w)c^tf  dw-f  S  =  0. 

0  0 

Mittelst  derselben  Substitutionen  wie  bisher  findet  man 

J  f{u)ei(xudu  =  I  [cotx  —  cot(x  +  ia)}einxdx 
o  o 

i.  i.  wegen  des  geraden  n 
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Fig.  58. 


,C 


v 


4B 


2K  n 

J  f{u)eitiu  du=J  einxcotxdx. 

0  0 

Um  S  zu  bestimmen,  umgeht  man  die  Aas- 
nahmepunkte 2£,  C,  B,  D  in  Halbkreisen 
und  Viertelkreisen  wie  dies  Fig.  58  zeigt; 
S  ist  dann  der  Grenzwerth  folgender 
Summe 


_8« 


i  fQF(2K+iK'  +  Q)eiC<»K  +  iK'  +  Q)dO 


-i» 


— n 
+  i  fQF(2K+2iK'  +  Q)eiP®K +  *'**  + 


0dB 


2*  2n 

+  ifQF(2iK'  +  Q)ei^2iK,  +  Q^de  +  ifQF(iK,+  Q)^(iK'+9H6i 
d.  i.  vermöge  der  Bedeutungen  von  ft,  n  und  q 

Der  imaginäre  Bestandtheil  der  Gleichung  85)  giebt 

2K 


oder 


(l—qn)JF(u)si 


nnu  > 
Sin~2K 


n 

_  Csinnxcosx 

—  4"       : 

J        sinx 


In 


dx-\-n(2q*  —  0n)=O, 


0  0 

und  da  der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  =  %  ist,  so 
bleibt 

2K 


I 


.    nnu 
F(u)sm  du  =  —  2n 


.2* 


i+äJ" 


Hieraus  entspringt  folgende  Reihenentwickelung 
86) 


<je  ii  u 

cot  amu  damu  —  — r.  cot  —=. 

2  K.         2>  K. 


2% [     q        .   nu  , 


+  q        K    '    1+a 


sew     ..  -  + 


K 


qz       .   3nu  , 
sen-^r-  + 


1  +  2 


K 


Die  elliptischen  Functionen.  429 

Lässt  man  K  —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man 
noch 

87)  damu     -JK^lK 

2%[     q       .   nu  q2  2nu  .       g8       .  3nu 

d.    Eine  ganz    ähnliche   Behandlung    gestattet    die   ungerade 
Function 

F(w)  =  tngamwdamw —  -^~  tngj-=., 

welche  f ür  w  =  0  sowie  für  w  =  2  K  verschwindet  und  an  den 
drei  Stellen 

2K  +  iK',    K-\-2iEf,    iE1 

unendlich  wird.  Die  Ausführung  der  betreffenden  Rechnung  über- 
lassen wir  dem  Leser,  weil  sich  die  resultirende  Entwickelung  rascher 
dadurch  findet,  dass  man  in  Nro.  87)  die  Grössen 

tngamu 


&,      &',       %       K, 


Jamu 


ih       1 
durch  -y,    -=-,,    k'u%    &'2T,  —  q,    k'tngamudamu 

n>  IG 

ersetzt;  dies  giebt 

üt  Jttt 

88)  tngamu  4  amu  —  ttö-^tt^ 

2  iL         2  K 

2%\     q       .  itu  .       q2       .   2itu  ,       q8       .   3nu   ,  \ 

worin  die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  unter  der  Form 

cp*  .    mitu 

sin 


1  +  (—  1)™  qm  K 

enthalten  sind. 

In  dem  speci eilen  Falle  u  =  \K  wird  die  Gleichung  88)  zur 
folgenden  schon  auf  S.  419  erwähnten  Summenformel 

%  \l  —  q         1  —  gs  ^  1— 25  J 

die  in  so  fern  von  Interesse  ist  als  sie  zeigt,   wie  zu  einem  gegebe- 
nen q  das  entsprechende  K  berechnet  werden  kann. 

Um  gleich  eine  analoge  Relation  zu  erhalten,  differenziren  wir 
die  Gleichung  88)  nach  u  und  nehmen  in  der  entstehenden  Formeln 
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2n*[   lq         Ttu  .      2q}         2nu  .      3g8  %%u    . 

u  =  0;  es  wird  dann 

U-fl  ^  1  +  «»^  i-af      i  +  fl4  ^       i 

Lässt  man  in  Nro.  88)  2T  —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so 
erhält  man 

.  cot  am  u         n         tcu 

*9)  ~J^T~~2KCOt2K 

2%[     q-     .  nu  q*  2nu   ,       q3       .   Sau 

=  "7r{; stn-=-  — — - — - sin    rjr    -f- öSm-^= •  •  • 

IC\1—  q        K        1+q2         Jf    TlT-ä3  K 

Endlich  ist  noch  die  Differenz  der  Gleichungen  89)  und  86)  be- 
merkenswerth,  nämlich 


v       '  Wsinamucosamu 

damu 

4it(     q        .   %u  ,        q3  3izu    ,        g5        .    5izu   , 

JC  \1  — q*        K^l—q«         K    ^1  —  q}*         K    ^ 
wie  auf  anderem  Wege  im  vorigen  Abschnitte  S.  419  gefunden  wurde. 

e.  Die  Gleichungen  86),  88),  90)  erlangen  eine  besondere  Wich- 
tigkeit durch  den  Umstand,  dass  aus  ihnen  Reihen  für  die  Loga- 
rithmen von  sin  amu,  cos  am  u  und  d  amu  hergeleitet  werden  kön- 
nen, denn  es  ist,  wie  man  durch  Differentiation  sogleich  prüft, 

fcot amu  damit  du  =  l sin amu, 

—  f  tng  amu  d  amudu  =  l  cos  amu, 
k*  sin  amu  cos  amu 


-!■ 


du  =  lAamu. 


damu 

Multiplicirt  man  dem  gemäss  die  Gleichung  86)  mit  du  und  integrirt 
zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  w,  so  erhält  man 


.  /sinamu\      rtfl         q  xu  ,    1         q* 


2itu    . 


_  o/I. _«_ +  !._«!_  + 1 
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oder,  wenn  der  von  u  unabhängige  Theil  der  rechten  Seite  mit  C  be- 
zeichnet wird, 

nu 


Isinamu  —  tsin- 

2a 


=  C  +  2 


fl         q  nu    ,    1       fl*  2*«   ,  1 

|tt+7C0Sä+2T+^C0S-^+ ••••)• 

Um  die  Constante  C  zu  bestimmen  multipliciren  wir  diese  Gleichung 
mit  du  und  integriren  zwischen  u  =  0  und  u  =  K\  dies  giebt 

K  K 

/f  üeu 

Isinamu  du  —    /  Jsw— -  du  =  CK, 


o 


XU 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  am  u  =  <]p,  im  zweiten  -r-=  =  #  und 

2  XL 

erhalten 

c=hJl-S(öd<p-iJIsinllJdl1' 

0  vx/  0 

d.  i.  nach  Formel  41)  auf  S.  316  und  nach  Formel  39)  auf  S.  314 
(für  e  =  0) 


C=  —  \lk 


4  jt+        ^vry 


I 


Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

91)  Isinamu  —  ?sm— . 

2/L 

Auf  ganz  ähnlichem  Wege  lassen  sich  Reihen  für  leosamu  und 
XAamu  finden,  man  gelangt  aber  kürzer  zu  denselben,  wenn  man 
in  der  vorigen  Gleichung  die  Grössen 

ft,       uy        K,        g,        sin  am  u 

,     ,  ih     ,,        ,._  h'sinamu 

durch  -TT,    Ärw,     Je  K,     —  0,    — -? 

k  *       damu 

ersetzt;  man  erhält  zunächst 

92)  M—3 1  —  Iswir^ 

'  \4amuJ  2K 

J2VÖX      0fl        g  *rw  1  q?  2itu    .        ) 

=l^)-2\T—qC0Sir-JT+7>™-ir +■-}• 
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Läset  man  hier  K  — -  u  an  die  Stelle  von  U  treten,  so  folgt 

7t  U 

93)  leosamu  —  leos  — = 

Endlich  ergiebt  sich  als  Differenz  der  Gleichungen  91)  und  92) 

94)  Idamu 

f.    Alle  diese   Reihen  lassen    sich  ebenso  wie  die  Reihen  des 
vorigen  Abschnittes  nach  Potenzen  von  q  ordnen  und  dadurch  auf 

7tu 
eine  andere  Form  bringen.     So  ist  z.B.  nach  Nr. 91),  wenn  ««-==aJ 

gesetzt  wird, 


•  •  • . 


2Kx  ftitfq         \ 

l  sin  am =  l  (    ,    *  sin  x  ) 

*      V  v*     J 


cos  2$ 


C0S4:X 

2 

cos  6x 


+  2 ja  -q*  +  q*-q*  +...\2L 

+  2  jg«  —  q*  +  q«  —  3«   +...J 
+  2[38-äa  +  39  — «12+-"J 

+ 

und  hier  lassen  sich  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

\  r  cos  2  x  -f-  \  r2  cos  4  x  -\-  |  r3  cos  6  x  -\ 

=  —  ll(l  —  2  r  cos2  x  -f  r2) 
summiren,  wodurch  entsteht 

.   .         2J5T;r        Jztq.    . 
e  sm  a»a =  1 1  — ==-  stn  x 


) 


—  J (1—2  3 cos  2  x  +  q*)  +  J(l  —  2g2cos2s  +  g4) 

—  Z(l  — 2g3cos2s-f  g6)  +  J(l  —  2q*cos2x  +  qs) 

Daraus  folgt  der  wichtige  Satz,  dass  der  Amplitudensinus  in  ein 
unendliches  Product  verwandelt  werden  kann,  nämlich 
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95;  sin  am 

2Vqsinx     (1  —  2q*cos2x  +  g4)  (1  —  2q*cos2x  +  g8) 


VT  (1  —  2qcos2x  +  q*)(l  —  2  g8  cos  2  <c  +  g6) 

Nach  ganz  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nr.  93) 

96)  cos  am 

_  2VtfVqcosx  (1  +  2g*cos2s  +  g4)(l  -f  2g*cfls2s-f  g8).... 
_  Vä  '(!—  2  3  cos  2x  +  32)(1  —  2  g8  cos  2x  +  &").... 

und  aus  Nr.  94) 

97)  dam 

_yp  .  (1  +  2qcos2x  +  q*)(l  -f  2g3cos2s  +  g6).... 
"(1—  2qcos2x  +  q2)(l  —  2q*cos2x  +  qG).„/ 

Zufolge  der  letzten  drei  Formeln  kann  man  die  elliptischen  Func- 
tionen sin  am  u^  cos  am  u  und  4  amu  gewissermaassen  als  gebrochene 
Functionen  ansehen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  be- 
sitzen.*) Diesen  Gedanken  werden  wir  im  'nächsten  Abschnitte 
weiter  verfolgen;  vorher  mögen  aber  einige  specielle  Fälle  der  letzten 
Gleichungen  Platz  finden. 

Dividirt  man  beide  Seiten  von  Nr.  95)  durch  sin  X  und  lässt 
nachher  x  gegen  die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

Vk_    _  r(i-g')(i-g«)(i-g«)....-|» 
»Vi         L(i-ä)(i-a8)(i-as)...J' 

ferner  wird  aus  Nr.  96)  für  *  =  0 

Vk     _  f(l  +  g») (1  +  g4) (1  +  g6) ....V 
2>Wg  ~"  L(l-2)(l-28)(l-g5)...J; 
der  Quotient  dieser  beiden  Gleichungen  ist 


*)  Die  periodischen  Reihen,  Partialbrüche  und  Producte  für  die  ellipti- 
schen Functionen  sind  von  Abel  (in  den  ersten  vier  Banden  des  Cr  eile'" 
sehen  Journals)  und  gleichzeitig  von  Jacobi  (ebendas.  und  in  den  Fundam. 
nov.  theoriae  funet  ellipt.)  mittelst  ganz  anderer  Methoden  entwickelt  wor- 
den. Eine  directe  Herleitung  der  betreffenden  Reihen  hat  der  Verfasser 
wohl  zuerst  versucht  (Abhandlungen  der  E.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch., 
Bd.  IV.,  S.  395),  jedoch  war  dieselbe  nicht  völlig  frei  von  Einwürfen ,  weil 
die  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelen  überhaupt  damals  noch 
keineswegs  die  gegenwärtige  Ausbildung  erlangt  hatte. 

ßchlömilch,  Analysia.  II.  28 
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2VP     _  r(i-g')(i-g«)(i-g«)....1' 

*  A_L(i+aJ)(H-a4)(i  +  ä«)...J' 

Hieran  knüpft  sich  noch  die  Formel 

11  k  -  ra-g)(i-gi)(i-g8)--T 

*  L(i  +  a)(i+«*)(i  +  «»)— J' 

die  sich  als  richtig  ausweist,  wenn  man  in  ihr 

h  durch  *„         V  durch       "   y,         K  durch  |(1  +  lt)Z 

und  q  durch  g*  ersetzt,  worauf  die  letzte  Formel  mit  der  vorgehen- 
den identisch  wird. 

Vm,    Die  Jaoobi'solie  Funotion  für  reelle  Variabele. 

Denkt  man  sich  die  Multiplicationen  ausgeführt,  welche  sowohl 
in  den  Zählern  als  in  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  der  letzten 
drei  Formeln  angedeutet  sind,  so  erhält  man  vier  unendliche  Reihen, 
die  nach  Potenzen  von  q  fortschreiten;  das  Bildungsgesetz  dieser 
Reihen  zu  ermitteln,  ist  die  nächste  Aufgabe. 

Bezeichnen  x  und  p  ganz  beliebige  Grossen,  und  ist  die  Func- 
tion/(x)  definirt  durch  die  Gleichung 

/(*)  =  (1  +x)  (1  +px)  (1  +p*x)....(l  +Pm-1*) 
so  erhellt  unmittelbar,  dass  f(x)  in  eine  Potenzenreihe  verwandelt, 
tlass  also  gesetzt  werden  kann 

/(x)  =  1  +  Axx  +  A*x*  +  •••  +  Amx~% 

worin  die  Coeificienten  Au  -4$>  •  •  •  Am  nur  von  p  abhängen.    Zufolge 
der  ursprünglichen  Bedeutung  von  f(x)   besteht  nun  die  Relation 

(1  +Pm!l)f(9)  =  (1  +9)f(P9\ 
mithin  ist  auch  nach  der  «weiten  Form  von/(x) 

(1  +  J>"f)  [1  +  ^i  *  +  ^»*  +  —  •  +  -i«jr] 

=  (1  +  »)  [1  +  Al99  +  A,p*s*  + ..«  +  J^)-y-], 
und  wenn  man  hier  die  angedeuteten  Moltipticationen  ausfuhrt,  so 
erhalt  man  durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  Coeffictenien  von 

(1  -j»)  J,  =  1  -  *-, 

(1  -**)^  =  J»»(l  -*— «M* 
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>iese  Gleichungen  liefern  der  Reihe  nach  Au  A^  A3,  eta,  und  zwar 
$t  für  ein  ganzes  positives  k 

_     |*<*-D       (1   —  Pm)  (1   —  P™-1) (1    —  pw-tf-U) 

*~P  '  (1-P)(l-P*) (1-P*) 

In  der  hiermit  völlig  bestimmten  Entwickelung 

(1  +  x)  (1  +  px)  (1  -f  p*x) (1  +  pm~xx) 

=  1  +  Axx  +  A2x*  + +  Amxm 

ibstitniren  wir 

p  =  &        m  =  2n,        *  =  ~n=T 

ad  zerlegen  das  links  stehende  Product  in  zwei  Producte,  von  de- 
m  das  eine  die  ersten  n,  das  andere  die  letzten  n  Factoren  ent- 
ilt;  dies  giebt 

X  (i  +  <i*)  (i  4-  <z3')  •  • . .  (i  +  a2"-8*)  (i  +  <za— **) 

Dwohl  das  Prodnct  als  die  Reihe  ordnen  wir  von  der  Mitte  nach 
3n  beiden  Enden  zu  und  schreiben 

3)  (1  +2^)(l  +f ) (1  +  S8^) (l  +  ^)...(1  ^^»^^(l+^zrx) 

An  „     ,     f        An-l  ,     .  An  +  i  4.  j  | 

gn(2ii— 1)*     T"|^(n_1)(2n— i)*  ~g(»  +  l)f2»-l>*  | 

-^»—2  -n—  9     I      A*  + 


(        An-2 ,     , ^n  +  2 B  +  21 

'     |3(»-2)(2n-l)*  ~  g(n  +  2)(2n— 1)  *  j 


+ 

etzt  man  auch  in  der  Formel  für  Au  die  Werthe  p  =  g2,  m=  2n 
in  und  nimmt  einmal  Je  =  n  —  Ä,  das  andere  Mal  k  —  n  -{-  h, 
)  erhält  man  .4»  —  a,  -ä»  +  *  und  daraus 

An-h 

gfn  — Ä)(2n  — 1) 

1  (1  — g4")  (!    —  g4*»-2) (l-,g2n  +  2ft4-2) 

=  2(n-A)  0.+  A)  *  (1   _  fl2)  (!    _  g*) (!   —   £2«-2A)  » 

g(»  +  ä;  (2n  —  1) 
1  (1   —  g*«)  (1    —  ^—2) (X    —  g2»-2ft  +  2) 

=  fi(*»-*)(»+*)  -      (1  —  fl2)  (1  —  g4) (1  —  £2»  +  2A) 

28* 
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Die  erste  Formel  enthält  im  Zähler  und  im  Nenner  n  —  h  binomi- 
sche- Factoren ,  die  zweite  enthält  deren  n  -\-  h\  durch  Division  er- 
giebt  sich  das  Verhältniss 

gin  +  A)  (2n  —  1)  :  g(n  -  A)  (2n  —  1) 
_(1— gan-t-2A)(1,.g2n  +  2A~2)>><<(1_g2n-2A  +  4)(1_g2W-2A+a) 

—  (1  — g2»~2Ä+2)(l  — 22Ä"2Ä  +  4)....(1  — 22n+2A~2)(l— 32n+2A)' 
welches  der  Einheit  gleichkommt ,  weil  der  Nenner  aus  den  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  genommenen  Factoren  des  Zählers  besteht. 
Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

_  (l-g4n)(1_g4n-2),,<(1_ga,-2A  +  2) 

*  —  2    '    (i  —  32)(i  —  s4) (i  —  a2w+2Ä)  ' 

es  ist  dann 

A»~» An  +  h  n, 

q(n  —  A)  (2n  -  1)  g(ii  +  A)  (2n  —  1)  *  WA» 

und  aus  der  Gleichung  98)  wird  die  folgende 

=  <r"V  {ao  +  «1(7  +  *)  +  «^  (^  +  **)  + 

—  +  a*  \h  +  *')} ' 

Benutzt  man  linker  Hand  für  den  zweiten,  vierten,  sechsten  etc. 
Factor  die  identische  Gleichung 

l+JL  =  ±(l+£\t 

so  hebt  sich  beiderseits  der  Factor  <£~n*&ni  und  das  Uebrige  gestat- 
tet folgende  Darstellung 

(i4-^)(i+|)(i4-2^)(i+7)..(i+2a— ^)(i  +  ^) 

=  a,{l  +  h(e  +  j)  +  &,(*»  + 1)  + 

....  + *„(,»  +  !)), 

und  zwar  ist 

_  (1  _  g**)  (i  —  g4»-3) (1  —  g»«  +  8) 

""  ~        (1  -  flO  (i  -  a4) (1  -  24»)      * 

a»         A,      (l  —  g«.)  (i  -  g»»-2)  ...  (l  -  g«  — »»+«) 

a0  ~~  2      '  (1  —  3»"  +  »)  (1  -  2*«  +  *)  ...  (1  —  ä»«+«») 


J 
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>iese  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend,  wenn  man  die  bisher 
rillkührliche  Zahl  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt  und  gleichzeitig 
or  aussetzt,  dass  q  oder,  falls  q  eine  complexe  Zahl  sein  sollte,  der 
lodulus  von  q  ein  echter  Bruch  ist;  es  wird  nämlich 

^»««  =  (1_32)(1_a!)(1_36)..... 

IAmbh  =  qh*. 
Jnter  Einführung  des  abkürzenden  Zeichens 

q  =  (i  -  ä«)  (i  -  a*)  (i  -  3«) ...  • 

a*giebt  sich  nun 

(1  +  2*)(l  +  !)(l+«»*)(l  +  ^)(l+2^)(l+f).... 

►der,  wenn  —  z  für  z  gesetzt  wird, 

=^{1-^  +  7)  +  «4(^  +  i)-ä9(-8+^)  +  ••'••}• 

jässt  man  g#2  an  die  Stelle  von  #  treten  und  multiplicirt  beider- 
eits  mit  z  yq,  so  gelangt  man  noch  zur  Gleichung 

^  ('-  v)  •  (>-«''*>(' -S)  <»-«'«')  (•-$) 

=iW-7)-l»("-p)  +  ^(»'-7.)--l 

)urch  Substitution  von  z  =  e2<*  verwandelt  sich  die  erste  dieser 

»eiden  Entwickelungen  in 

19)  (1  —  2gcos2s4-g2)(l  — 2g8cos2a?-|-26)(l  —  2q6cos2x  +  q10).... 

=  —  /l  —  2qcos2x  +  2q*cos4tX  —  229C0$6a  + 1; 

Lie  zweite  geht  für  z  =  e**  über  in 

iOO)    l/^mrcCl  — 2g2cos2Ä  +  54)(l  —  2g4cos2a?  +  g8) 

=—  Wq  sinx  —  ^psfw  3«  +Vq**  &in5x  — 1, 

ind  diese  beiden  Gleichungen  sind  es,  welche  zu  einer  neuen  Dar- 
teilung der  elliptischen  Functionen  dienen. 

Geht  man  nämlich  auf  die  Formel  95)  zurück  und  entwickelt 


&  . 
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das  im  Zähler  stehende  Product  nach  Nr.  100)  und  das  Prodüctim 
Nenner  nach  Nr.  99),  so  erhält  man  zunächst 

2Kx       1       2Vq8inx  —  2Vq*sin3x  +  21$rq**  sinüx 

*r        \7&  "  1 — 2gcös2a?  +  224cos4a?  —  229co*6$4- 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  96)  transformiren,  deren 
Zähler  nach  Formel  100)  entwickelt  werden  kann,  wenn  in  letzterer 
\n  —  x  f ilr  x  gesetzt  wird,  dies  giebt 

2Kx      \/W    2Vqcosx  +  2Vq*co$3x  +  2iyq**c<>s5x+'» 


cos  am 


Kx_\/V    %V\ 
n   ~ V k ' 1  — 


2qcos2x-{-  2qAcos4tX — 2g*cos6a?  + 

Endlich  gelangt  man  zur  Entwickelung  des  Zählers  von  Nr.  97), 
wenn  man  in  Formel  99)  \n  —  x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt, 
nämlich 

j*       2-Ks l/p     *  4*  2qco$2x  +  2q*cos4x  +  2q9eos6x  +«•• 

*  *1  —  2qcos2x +  2q*  coslx —  2q9 cosßx+  ••• 

Wir  setzen  nun  2Kx  =  xu  und  fuhren  zwei  neue  transcen- 
*dente  Functionen  S(u)  und  H(u)  ein,  die  wir  durch  folgende  Glei- 
chungen definiren 

101)  e(*)=l—2qco$?£  +  2q*co8^— 2«W^  + , 

102)  H(H)=2^qsiH^^2t^siH^+2V^sin^^-; 

die  vorigen  drei  Formeln  gestatten  dann  eine  sehr  einfache  Darstel- 
lung, nämlich 

1        H(m) 


1öS) 


$t4t«*tlf 


tttsam« 


./«,«  =  vp  - -e(" +  ^ 


I*ie  elliptische»  r^neuane»  erster  Art  lassen  sich  demnach  in  Form 
x\m  Qttrtieafrn  dureh  zwei  einfach  peiiodbcae  Functionen  aosdrti- 
c&eiu  die  www*  elliptische  Transcendenten  genannt  hat  Zö- 
fcAs*  der  tilektaro; 

(^«m«^  +  (JmmmV  =  1 
tastest  fetalen*  rrbc&en  O  and  H  die  Reüatm 

U*W  +  *[*(«  +  JPp  =  £»(•)!• 
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hm = y 


[&(u)]2  —  k'[®(u  +  K)]\ 


k 

welche  zeigt,  dass  H  aus  0  hergeleitet  werden  kann.  Im  Grunde 
genommen  reduciren  sich  also  die  elliptischen  Functionen  erster  Art 
auf  die  eine  Transcendente  0,  welche  man  die  Jacohi'sche  Func- 
tion zu  nennen  pflegt. 

Nicht  ohne  Interesse  sind  die  speciellen  Werthe  0(0)  und  0(Ä), 
die  man  auf  folgendem  "Wege  findet.  Aus  Nr.  99)  folgt  für  x  =  0 
und  unter  Beachtung  des  Wertlies  von  Q 

U       öiU       <L  Ml       <H    •-\—(i-q*)(i—g*)(i—q')m..' 

wohei  der  Zähler  rechter  Hand  =  0(0)  ist.  Durch  beiderseitige 
Division  mit  dem  Producte  aus  1  —  q,  1  —  q\  1  —  £6,  etc.  ergiebt 
sich  weiter 

(l-g)(l-g»)(l-g»)...  =  (1_g)(1_gi)®(^g8)(1_g<)      ; 

setzt  man  noch  beiderseits  die  Factoren  1  —  ä3,  1  —  q4,  1  —  g6,  etc. 
zu,  so  wird 

(1  -  g)  (1  -  31)  (1  -  g»)  (1  -a4)  •  •  •  • 


w  1  —  3       l—a*     1—a»     1—3« 


8 

.    .    •    • 


=  ®(o)  (i  4-  3)  (i  +  a2)  (i  +  a3)  (i  +  34)  •  •  • ., 

mithin  ist 

UW  -   (1    +    q)  (1    +    g2)  (1    +    gS)   .   .   .   . 

Der  Werth  dieses  Productes  wurde  bereits  auf  S.  434  gefunden;  man 
hat  demnach 


104)  0(0) 


V2k'K 
IT9 


Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  weiter  f ilr  u  =  0  eine 
Gleichung  zwischen  @(K)  und  ©(0),  welche  unter  Benutzung  von 
Nr.  104)  giebt 

105)         ©(in = y^. 

Die  beiden  ersten  Formeln  in  Nr.  103)  liefern  noch  f ur  u  =  0 

106)  H(0)  =  0;        H(K)=y^ß. 

Hieran  knüpfen  sich  mehrere  wichtige  Bemerkungen  hinsieht« 
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lieh  der  numerischen  Berechnung  jler  elliptischen  Functionen  und 
Integrale.     Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  nämlich  für 

d.  i.  vermöge  der  Reihe  für  S(u) 

1  +  2q  +  2q*  +%2q*  +  ••.• 

und  diese  Formel  liefert  unmittelbar  V  mithin  auch  h  falls  g  gege- 
ben ist.  Umgekehrt  lässt  sich  hieraus  auch  g  finden,  wenn  man  * 
oder  h'  kennt.     Es  folgt  nämlich 

1       i  _  yy  q  +  q9  +  g25  _|_  g*  + 


•  •  • 


•  •• 


oder,  wenn  zur  Abkürzung  * 

_i    i  —  VF_ 

2  '  1  +  W  ~ 

gesetzt  und  der  rechts  stehende  Bruch  nach  Potenzen  von  g  entwi- 
ckelt wird, 

A  =  g  —  2gB  +  5g9  —  10g18  +  18g" • 

Durch  mehrfache  Potenzirung  findet  man  weiter 

lh  _  g5  _  io39  -f  653"  —  330g"  -\ 

JL9  =  g9  —  18g13  +  189g17 

Ai3=  gia  _    26  g17  +  •  •• 

W—  g17  — 


•  . 


.  .  •  •  • 


Bildet  man  die  Summe 

A  +  «1  *5  +  «2  A9  -f  Og  A*3  -f  •  •  • 

=  ff  +  («i  —  2)gs  +  (a2  -  10 ih  +  5)  g9  + 

und  bestimmt  die  Coefficienten  Oi,  a2,  03,  etc.  so,  dass  die  Coefficie**' 
ten  von  g5,  g9,  g13,  etc.  verschwinden,  so  erhält  man  bei  umgekehr* 
ter  Anordnung 

g  =  A  -f  2A&  -f  15A9  -f  150A*3  -f  1707 A"  H 

Diese  Reihe  convergirt  sehr  gut,  denn  selbst  bei  dem  ziemlich  groH* 
sen  Modulus 

k  —  "T5  =  °'99381'  *  =  j>  x  =  j 

wird  der  fünfte  Term 


Die  elliptischen  Functionen.  441 

1707  A"  =  0,0000001 

o  klein,  dass  mit  ihm  die  Rechnung  abbricht,  falls  man  sich  anf  die 
bliche  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  beschränkt.  Meistenteils 
rird  aber  die  Sache  viel  einfacher,  z.  B.  für 


rhalt  man 


h  =  4  V3  =  0,8660254,    V  =  \ 


—  —  Vi"  =  0,08578644 

4U 


.        .  ,  2  A5  =  0,00000929 

q  =  0,08579573, 
Lnd  ebenso  reichen  für  Tc<^  0,866  immer  zwei  Glieder  aus.     Uebri* 
jens  hat  man  bereits  Tafeln,  welche  für  jedes  Je  das  zugehörige  q 
iefern;  eine  kleinere  Tafel  dieser  Art  ist  die  folgende,  worin  7c = sin  a 
resetzt  ist  und  der  Hülfswinkel  a  von  Grad  zu  Grad  fortschreitet*}. 


*)  Eine  von  6  und  6  Minuten  fortschreitende  Tafel  giebt  Jacobi  in  dem 
Aufsatze  »Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen",  Cr  eile's  Journ.  Bd.  XXVI, 
Sf.  93,  der  überhaupt  viele  praktische  Bemerkungen  über  die  numerische  Be- 
rechnung elliptischer  Functionen  enthält. 
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a 

k 

X 

loggt 

a 

9 

k 

logq 

a 

k 

%« 

1« 

0,01745 

5,27966 

31° 

0,51504 

8,28456 

61° 

0,87462 

8,95200 

2° 

0,03490 

5;88178 

32° 

0,52992 

8,31367 

62° 

0,88295 

8,97045 

3° 

0,05234 

6,23408 

33° 

0,54464 

8,34199 

63° 

0,89101 

8,98885 

4° 

0,06976 

6,48411 

34° 

0,55919 

8,36957 

64° 

0,89879 

9,00720 

5° 

0,08716 

6,67813 

35° 

0,57358 

8,39646 

65° 

0,90631 

9,02553 

6° 

0,10453 

6,83673 

36° 

0,58779 

8,42271 

66° 

0,91355 

9,04385 

70 

0,12187 

6,97091 

37° 

0,60182 

8,44835 

67° 

0,92050 

9,06218 

8° 

0,13917 

7,08723 

38° 

0,61566 

8,47342 

68° 

0,92718 

9,08055 

9° 

0,15643 

7,18991 

39° 

0,62932 

8,49796 

69° 

• 

0,93358 

9,09897 

10° 

0,17365 

7,28185 

40° 

0,64279 

8,52199 

70° 

0,93969 

9,11748 

11° 

0,19081 

7,36310 

41° 

0,65606 

8,54555 

71° 

0,94552 

9,13609 

12° 

0,20791 

7,44119 

42° 

0,66913 

8,56867 

72° 

0,95106 

9,15484 

13° 

0,22495 

7,51128 

43° 

0,68200 

8,59137 

73° 

0,95630 

9,17376 

14° 

0,24192 

7,57625 

44° 

0,69466 

8,61368 

74° 

0,96126 

9,19289 

15° 

0,25882 

7,63683 

45° 

0,70711 

8,63563 

75° 

0,96593 

9,21228 

16° 

0,27564 

7,69359 

46° 

0,71934 

8,65722 

76° 

0,97030 

9,23196 

17° 

0,29237 

7,74699 

47° 

0,73135 

8,67848 

77° 

0,97437 

9,25202 

18° 

0,30902 

7,79743 

48° 

0,74314 

8,69944 

78° 

0,97815 

9,27250 

19° 

0,32557 

7,84524 

49° 

0,75471 

8,72011 

79° 

0,98163 

9,29351 

20° 

0,34202 

7,89368 

50° 

0,76604 

8,74052 

80° 

0,98481 

9,31515 

21° 

0,35837 

7,93400 

51° 

0,77715 

8,76068 

81° 

0,98769 

9,33756 

22° 

0,37461 

7,97540 

52° 

0,78801 

8,78059 

82° 

0,99027 

9,36091 

23° 

0,39073 

8,01505 

53° 

0,79864 

8,80030 

83° 

0,99255 

9,38545 

24° 

0,40674 

8,05311 

54° 

0,80902 

8,81979 

84° 

0,99452 

9,41152. 

25° 

0,42262 

8,08971 

55° 

0,81915 

8,83912 

85° 

0,99619 

9,43962 

26° 

0,43837 

8,12498 

56° 

0,82904 

8,85826 

86° 

0,99756 

9,47054 

27° 

0,45399 

8,15901 

57° 

0,83867 

8,87726 

87° 

0,99863 

9*50569 

28° 

0,46947 

8,19190 

58° 

0,84805 

8,89611 

88° 

0,99939 

9,54798 

29° 

0,48481 

8,22374 

59° 

0,85717 

8,91484 

89° 

0,99985 

9,60564 

30° 

0,50000 

8,25461 

60° 

0,86603 

8,93347 

90° 

1,00000 

10,00000 

Aus  dieser  Tafel  ist  ersichtlich,  dass  q  von  k  =  0  bis  k  =  0,999, 
welchem  Werthe  q  =  0,353  entspricht,  sehr  langsam  wächst  und 
erst  nachher  der  Grenze  1  rasch  zueilt  Ist  a<70°,  d«h.  Ä<0,94, 
eo  folgt  q  <  0,1311  und  dann  hat  q9  keinen  Einfluss  auf  die  sie- 
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bente  Decimale;  alle  Formeln,  in  denen  die  Jacobi'sche  Function 
vorkommt,  werden  dann  äusserst  einfach. 

Hat  man  q  berechnet,  so  findet  sich'TT  mittelst  der  Formel  105), 
indem  man  für  @(/7)  die  betreffende  Reihe  setzt,  nämlich 

,  K=\it{\  +  2q  +  2g*  +  2g»  ^ )*. 

So  ist  z.  B.  für  fc  =  1 1/3,    q  =  0,08579573 


1  -f-  2q  =  1,17159146 
2  a*  —  0,00010837 


xT=l*r  (1,17169983)» 
=  2,156515. 


Um  ferner  die  einem  gegebenen  u  entsprechende  Amplitude  <p 

zu  berechnen,    macht  man   Gebrauch  von    der  dritten  Formel  in 

Nr.  103),  nämlich 

«    1  «         nu  1  «   a       Situ   1 
__  1  +  2qcos  —  +  224cos— —  -f ... 


nu  ,  Ä  A      2itu 
1  —  2qcos  —  +2q*cos— = 

XL  XL 


aus  welcher  man  leicht  sing)  und  <p  findet.     Ist  z.  B.  gegeben 

F(\Vs,  (p)  =  5,208881, 

so  gelten  zunächst  die  vorhin  bestimmten  Werthe 

q  =  0,0857957,         K  =  2,156515, 
ferner  ist 

^  =  7,588251  =  2%  +  arc  74°  46'  29"  25, 

XL 

und  nun  giebt  die  erwähnte  Formel 

Vi  —  { sin' 9  =  0,7738482 ,      sin  (p  =  +  0,7313537. 
Da  der  gegebene  Werth  u  =  5,2  .  .  .  zwischen  2x7  =  4,3  .  .  und 
3JT  =  7,4  .  .  .  liegt,  so  muss  die  zugehörige  Amplitude  zwischen 
2 .  90°  und  3 .  90°  enthalten  sein,  mithin 

<p  =  180°  +  470  =  2270. 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebener  Amplitude  (p  den 
Werth  des  elliptischen  Integrales  u  =  JF(fc,  q>)  zu  berechnen,  findet 
durch  die  zuletzt  erwähnte  Formel  eine  neue  Lösung.  Wird  näm- 
lich zur  Abkürzung 

-K=V 
gesetzt,  so  ist 

Vi  —  k2sin*(p  1  -f  2qco8V  +  2qicos2v  + 

yjj  1  —  2qcosv  +  2qAcos2v  — 

Und  hieraus  folgt  sehr  leicht 


•  •  • 
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1       Vi  — k*sin*<p  —  Vä/  cosv-\-q8cos3v-\-q*Acos5v -}-•*• 

2  2  "  Vi  —  k*sin*<p  +  VV  ~  l+2q'cos2v  +  2q1*cos4v-\ ' 

worin  zur  Abkürzung  die  bekannte  Grösse 

±     Vi  —  k*sin*<p  —  W  _  ~ 

2g  '  Vi  —  *2st»29>  +  W  ~ 

sein  möge.     Die  vorhergehende  Gleichung  liefert  nun 

cosv  =  &  (1  +  2q*cos2v  +  2ql*cos4:V  +  ••••) 

—  q9cos3v  —  qucosf>v  — , 

und  es  ist  dies  eine  transcendente  Gleichung,  aus  welcher  v  berech- 
net werden  muss.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  g4,  g8,  etc.  sehr 
kleine  Brüche  sind,  findet  man  leicht  einen  ersten  Nähcnmgswerth 
Vi  von  t?,  indem  man  einfach 

COSVi  =  & 

nimmt;  die  weitere  Annäherung  geschieht  dann  mittelst  der  vorigen 
Gleichung  selbst,  nämlich 

cosV}  =  &  (1  +  2q4cos2vi  +•••)  —  q^eos3vi  —  - 

cosv*  =  &  (1  +  2q*cos2Vi  +  •  •  •)  —  gPcosSv*  —  • 

U.  S.  W.  ' 

Aus  v  ergiebt  sich  dann 

Kv 

u  = • 

X 

Beispielweis  sei  h  =  \\  3,  <p  =  47f,  also  wie  vorhin 

fc'  =  |,4  =  0,0857957,    K  =  2,156515; 
der  Werth  von  SZ  ist  in  diesem  Falle  0,2626332,  mithin 
cosfj  =  0?2626382,  ct  =  74*46' 24", 

mr*  =  0,2626137,  t4  =  74*46' 29*25 

und  da  bereits  r3  mit  c<j  übereinstimmt,  so  wird 

r  =  74*46'29"25  =  1,3050663 

m  =  —  =  0,S95S5. 

x 

Vermehrt  man  die  Amplitude  um  180#,  so  wachst  der  Integralwerth 
um  2ÜT  =  4.31303;  der  Amplitude  227*  entspricht  also  der  Inte- 
gralwerth 5,20SS8  wie  im  vorhergehenden  Beispiele. 


•  • 


•  • 
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IX.    Die  Thetafunctionen. 

Die  Formeln  des  vorigen  Abschnittes  gelten  zufolge  ihrer  Her- 
leitung  nur  für  reelle  Werthe  der  Yariabelen  uy  und  es  muss  daher 
durch  eine  besondere  Untersuchung  entschieden  werden,  in  wie  weit 
jene  Resultate  auch  bei  complexen  Werthen  der  Variabelen  richtig 
bleiben.  Betrachtet  man  zunächst  die  Entwickelungen  von  sin  am  u, 
cos  am  u  etc.  in  Reihen  von  den  Formen 

.   nu    ,         .  Sicu    .         ,   5äm    , 
aism—  +  azsm-jjjT  +  a*sm-jK  H » 

itu    .    ,         Sieu    ,    _         5itu    , 

lC0S2K  "*"    3C0S~TK  -+    ßCÖSTff  "* * 

o  bemerkt  man  leicht,  dass  diese  Reihen  bei  complexen  u  meisten- 
theils  divergent  werden,  dass  also  für  solche  u  jene  Entwickelungen 
nicht  mehr  allgemein  gelten.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Ent- 
wickelungen von  @(u)  und  H(u),  denn  wie  man  aus  §.  40,  Thl.  I. 
ersieht,  convergiren  die  Reihen  in  101)  und  102)  für  jedes  complexe 
w,  wofern  nur  g.  ein  reeller  echter  Bruch  ist.  Die  vorzunehmende 
Untersuchung  wird  sich  daher  zunächst  auf  die  Functionen  ®  und  H 
erstrecken,  für  welche  die  Gleichungen  101)  und  102)  als  allgemeine 
Definitionen  gelten  können.  Ferner  wollen  wir  diese  Analyse  voll- 
kommen unabhängig  von  der  bisherigen  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  durchführen.  Wir  verstehen  daher  im  Folgenden  unter 
Q  eine  beliebige  reelle  positive  Constante,  unter  z  eine  complexe 
Variabele  und  setzen 

#(*)=1  —  2erQ  cos2z  +  2e~"lQeos4:Z —  2er9Qcos6z  +  ••• 

&l(z)  =  2V^sinz  —  2tye-99sin3z  +  2Ve-25Q$in5z 

#2  (#)  =  2  Ve-Qcos  z  -f-  2  tyer-tQcos  3  z  +  2  tfe-^Q  cosh  z -\- -  •  • 
ft3(z)  =  1-f  2e~Qcos2z  -f-  2erAQcos4tZ  +  2er9  9  cosßz  +  ••  «• 


108) 


a.    Zwischen  den  hiermit  definirten  vier  Functionen  bestehen, 
wie  man  augenblicklich  bemerkt,  die  folgenden  vier  Relationen 

#(s)  =  #3(>-*),     #,(*)  =  #(!*-*), 
äi(s)  =  #2(|*  —  *),    #2(s)  =  ^i(|ä  —  z). 

Ferner  ist,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

&(z  -f-  mit)  =  %{z\    %z{z  -\-  mit)  =  ^(z), 
[z  +  mit)  =  (  —  l)m»i (#),  &%{z  -f  mit)  —  (—  l)w#2  (*). 


109)  J 
Fe 

u0)  U 


111) 


112) 
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Die  Functionen  <&  und  O3  haben  also  die  reelle  Periode  ft,  die  bei- 
den übrigen  besitzen  die  Periode  2  it. 

Drückt  man  in  Nro.  108)  die  Cosinus  und  Sinus  durch  Expo« 
nentialgrössen  aus  und  benutzt  zur  Abkürzung  Summenzeichen,  so 
kann  man  jene  vier  Gleichungen  folgendermaassen  darstellen 
'  %{z)  =  Z(—  l)«c-'8e-'.3", 
#!(*)  =  iZ(—  l)«6-(«+W^-<(a«+i)#f 

und  zwar  beziehen  sich  hier  die  Summenzeichen  auf  alle  ganzen  po- 
sitiven und  negativen  Werthe  von  3.     Es  ist  nun  identisch 
t2:(— l)*e-C«  +  1/8)^c~^a*  +  1>jr=«e~1/^-^2;(—  l)*«?-«"?-'-2«**-^), 
d.  i. 

#!(*)  =  ie-y*i-*'tH*  —  \iq)\ 

behandelt  man  auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Thetafunctionen ,  so 
gelangt  man  zu  den  vier  Formeln 

#!(*)  =  te-%C-"»(5  —  |*>), 

fr2(z)  =  «-%*-"«■,(*  -  |ip), 

^3^)  =  «-%?-'*»,(#  —  |t?), 

aus  denen,  wenn  8  -f-  \iq  für  0  gesetzt  wird,  die  folgenden  hervor- 
gehen 

Lässt  man  mehrmals   nach  einander  e  +  \i  Q  an  die  Stelle  von  t 
treten,  so  erhält  man  leicht  für  ein  ganzes  positives  n 
#(#  +  *wo)  =  (—  l)»en8?-<-2  "*#(#), 

&i(*  +  ^o)  =  (—  l)»e«ae-<-2»*#i(*), 

#2(0  +  two)  =  ew*?-<-2«*#2(i?), 

#8(*  +  iwo)  =  e*2e-'-2»*#3(;er), 
und  ferner  nach  Nro.  110),  wenn  8  -\-  mit  für  je?  gesetzt  wird, 

r  #(*  +  mit  +  ino)  =  (—  l)nen2e-'-3nir#(£), 

#i(*  +  mit  +  iriQ)  =  ( —  t)"^*^*?-'-2"'^^), 

#2(s  -f-  mit  -f  «wo)  =  (—  l)»le»,e-'-»««a'f (*), 

fra(*  +  w«  +  tno)  =  en4e-*-2n*äs(*). 


114) 
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Hieraus  gebt  hervor,  dass  die  Thetafunctionen  für  sich  nur  einfach 
periodisch  sind,  dass  aber  der  Quotient  zweier  Thetafunctionen  zwei 
Perioden  besitzt,  von  denen  die  eine  den  reellen  Index  %  oder  2#, 
die  andere  den  imaginären  Index  *p  oder  2iQ  hat.  Diese  Bemer- 
kung werden  wir  nachher  weiter  verfolgen. 

b.  Um  die  vier  Reihen,  welche  zur  Definition  der  Thetafunc- 
tionen dienten,  in  eine  andere  Form  zu  bringen,  erinnern  wir  an 
die  Formel  52)  auf  S.  154:,  nämlich 

_(sn  +  *)*        1  /7 

115)  Z.e        q       =  y  -  Ze->*Qco82se. 

An  diese  knüpft  sich  zunächst  eine  verwandte.  Formel.  Es  ist  näm- 
lich, wie  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  Summen  sofort  er- 
hellt, 

(*  n  +  y8*)»  (sn  +  «)« 

=  2  27c         xu*     —  Ze        *. 

mithin,  wenn  man  die  Summen  rechter  Hand  nach  Nro.  115)  trans- 
formirt 

Z{—  l)«e         Q     =  1/  ü  j  27e  coss*  —  Ze        cos2sz\  • 

Die  Entwickelung  der  Summen  rechter  Hand  giebt  einfacher 

116)  -£(—  l)*c         ?       =  \\Z*  cos (2«  +  1)«. 

Man  bemerkt  nun  augenblicklich,  dass  die  Formeln  115)  und  116) 
identisch  mit  den  folgenden  sind 

Z(-  l)'e        ?      =  y  £•*.(*),- 

wobei  ohne  Aenderung  der  rechten  Seiten  — je?  für  z  geschrieben 
werden  darf  Lässt  man  noch  \it  —  z  an  die  Stelle  von  z  treten  und 
beachtet  die  Relationen  in  109),  so  gelangt  man  zu  folgenden  neuen 
Darstellungen  der  Thetafunctionen 


448 


Die  elliptischen  Functionen. 


117) 


H*) 


-v\ 


^^.^ 


*.-«*"-*. 


Diese  Formeln  sind  insofern  wichtig,  als  mit  ihrer  Hülfe  die 
Thetafunctionen  einer  imaginären  Variahelen  durch  Thetafunctionen 
einer  reellen  Variabelen  ausgedrückt  werden  können.  Aus  der  er- 
sten Gleichung  in  Nro.  111)  folgt  nämlich,  wenn  ü  an  die  Stelle 
von  8  tritt, 

»(ig)  =  S(—  iye~ttQ+*"  =  e  <?-£(—  l)'e         *     ; 

führt  man  rechter  Hand  statt  Q  und  0  zwei  neue  Grössen  p'  und  z1 
ein  mittelst  der  Gleichungen 


.118) 
so  wird 


£»__/»       (sp  —  Jg)*  _  (Sit  —  lQ» 

*-(>"      e     -     Q>    • 

mithin  geht  die  Formel  für  ftßi)  in  die  folgende  über 

0(t*)  =  «^  Z(—  1)**  <?'       • 

Andererseits  erhält  man  aus  der  dritten  Formel  in  Nro.  117),  wenn 
man  Q*  für  Q ,  z*  für  £  schreibt  und  andeutet ,  dass  #2  gleichzeitig 
von  Qf  und  /  abhängt, 


Hier  kommt  dieselbe  Summe  vor  wie  in  der  Formel  für  #(«£),  man 
gelangt  also  zu  einer  Relation  zwischen  fttye)  und  #2  ($',  #')•  Ueber- 
haupt  ergeben  sich  auf  diesem  Wege  folgende  vier  Relationen 
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»1  (Q,  i>)  =  i  y^  e7  *,  (<>',  «0 , 

und  diese  zeigen  in  derThat,  wie  sich  die  Thetafunctionen  imaginä- 
rer Argumente  auf  Thetafunctionen  reeller  Argumente  zurückführen 
lassen. 

Die  Gleichungen  109),  113)  und  119)  können  übrigens  benutzt 
•werden,  um  aus  einer  Eigenschaft  einer  der  vier  Thetafunctionen 
die  analogen  Eigenschaften  der  übrigen  Thetafunctionen  herzuleiten. 
Setzt  man  z.  B.  in  einer  Formel,  welche  &(&)  enthält,  statt  0  der 
Reihe  nach  0  -[-  \iQ,  t0,  \it  —  0,  so  gelangt  man  zu  drei  neuen 
Formeln,  die  statt  &  die  anderen  Functionen  «öi,  öj,  #3  enthalten. 
Eine  Anwendung  dieses  Principes  wird  man  sogleich  sehen. 

c.  Nach  der  vierten  Formel  in  113)  wollen  wir  die  Functionen 
&a(x)  und  #3(2/)  bilden  und  sie  mit  einander  multipliciren.  Für  die 
erste  Reihe  bezeichne,  wie  in  113),  s  den  Buchstaben,  aufweichen 
sich  die  Summirung  bezieht;  für  die  zweite  Reihe  wählen  wir  t  statt 
e  and  haben  dann 

worin  s  und  t  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlwerthe 
durchlaufen  müssen.     Hierbei  sind  folgende  vier  Fälle  möglich 

8  gerade  und  t  gerade, 

s  ungerade  „  t  ungerade, 

5  gerade  „  t  ungerade, 

s  ungerade  „  t  gerade; 

die  zwei  ersten  Fälle  ziehen  wir  in  den  einen  Hauptfall  zusammen, 
'wo  S  und  t  gleichartig  sind,  die  beiden  übrigen  Fälle  bilden  zusam- 
men den  Hauptfall  ungleichartiger  s  und  t  Dem  entsprechend  zer- 
legen wir  die  auf  alle  s  und  t  bezügliche  Doppelsumme  in  zwei  Dop- 
pelsummen, deren  erste  die  gleichartigen,  und  deren  zweite  die  un- 
gleichartigen S  und  t  enthält,  wofür  wir  kurz  schreiben 

#«(*).#*&)  =  JP  +  Q.     • 

ßchlömilch,  Analysta.  H.  29 
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Bei  gleichartigen  8  und  t  sind  §(s  +  0  und  §(s  —  f)  gleichzeitig 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  die  alle  möglichen  Werthe  ha- 
ben können;  wir  setzen  dann 

\(8  +  t)=zrn,  |(s  —  t)  =  n, 

woraus  folgt 

s  =  m  +  n,  t  =  m  —  w,  s2  +  P  =  2  (m2  +  w2). 

Die  mit  P  bezeichnete  Doppelsumme  gestaltet  sich  jetzt  folgender- 
maassen 

p  ^=z  2J2e-2<m9  +  n*>Q— '.»&»<*  +  *)  +  «(*— itf] 

und  zufolge  der  Definition  von  ^  ist 

P  =  #8(2p,  a?  -f  y)-^s(2  p,  x  —  y). 
Bei  ungleichartigen  S  und  £  hat  man 

i(s  +  0  =  i>  +  I.  !(s-*)  =  ä  +  |. 

wo  jj  und  2  alle  möglichen  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen 
bedeuten;  es  folgt^dann 

s=P  +  i  +  i,  t=p-q,  s*  +  t>=2[(p  +  w  +  (a  +  $n 

mithin 

=  2Je-2(P  +  V2)9^-«(2p  +  »(*  +  *)  .2Je~2<t  +  %*■$— *C»i  +  iH*-r>f 
d.  i.  vermöge  der  Definition  von  #2 

Q  =  #2(2p,  x  +  y).-9-2(2p,  s  —  y). 
Durch  Substitution  der  Werthe  von  P  und  Q  geht  nun  die  frühere 
Formel  für  #3  (x) ,  #3  (y)  in  die  folgende  über 

120)  ^3(^).^3(^)  =  ^8(2p,a?  +  y).'9'8(2^a;  —  y) 

+  &<i(2q,x  +  y).  ^2(2  Q,x  —  y). 
Ersetzt  man  hier  x  durch  \%  —  x  und  zugleich  y  durch  |ä  —  y,  so 
erhält  man  leicht  durch  Anwendung  der  Formeln  109)  und  110) 

121)  &(x).&(y)  =  &B(2Q,x  +  y).&3(2Q>x— V) 

—  #2(2e,  x  +  y).&2(2Q,  x  —  y). 
Ferner  ist  nach  112) 

und  wenn  man  2  Q  an  die  Stelle  von  Q  treten  lässt 

&b(2q,  *  —  iQ)  =  eV*Q  +  i'&2(2^  e). 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

#2(2?,  *  —  t$>)  =  e^+"*8(2f,  *)• 

Vertauscht  man  nun  in  Nro.  120)  xmiix —  §«  Q  und  y  gegen  y  —  |*p, 

so  erhält  man  nach  Öebung  der  Exponentialgrößsen 
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122)  #2(tf).#2Ü/)  =  #3(2p,  x  +  y).&i(2Q,x  —  y) 

+  #2(2 ?,  x  +  y).&s(2Q,  x  —  y) 
Lässt  man  hier  wieder  \%  —  x  an  die  Stelle  von  x  und  \%  —  y  an 
die  von  y  treten,  so  wird  noch 

123)  &i(x)-®i(y)  =  M2Q,  x  +  y).fr2(2Q,  x  —  y) 

—  #2(29,  a  +  y). #s(2  p,  «  —  2/). 

Die^  vier  Gleichungen  120)  .  .  .  123)  bilden  die  Quelle  sehr  vie- 
ler zwischen  den  Thetafunctionen  stattfindender  Beziehungen,  von 
denen  wir  einige  der  wichtigsten  ableiten  wollen. 

d.  In  den  vier  Fundamentalformeln  sei  y  =  'x  und  zur  Abkürzung 
#2(2 p,  0)  =  a2 ,      #3(2 q,  0)  =  a3, 
#2(2e,  2s)  =  &,    #3(2e,  2a0  =  |3; 

es  entstehen  dann  folgende  specielle  Relationen 

[4f(s)]»  =  a3£3  —  a2|2, 

[#1  (*)]2  =  «2  ls  —  «s  Ist 
[£2  (*)]»  =  a2f3  +  «3  £2, 

[#3  0*0?  =  «3  £3  +  «2|2. 
Entwickelt  man  £2  und  £3  aus  zweien  dieser  Gleichungen  und  sub- 
stituirt  die  erhaltenen  Werthe  in  die  beiden  übrigen  Gleichungen, 
so  gelangt  man  zu  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  je  drei 
Thetafunctionen,  namentlich  ergiebt  sich,  wenn  man  £2  und  £3  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entnimmt, 


?"?"%  [*(*)]»  =  [«iw?  +  a\  7  i 

a3    +    «2  «3     +    «2 


«8    +   «»  »3    +   tt3 


m*)v  =  z^h  i»i(*w  +  ^F-2,  c».  (*)]■• 


Wie  man  aus  den  Formeln  108)  ersieht,  sind  cc3  und  «2  reelle  posi- 
tive Zahlen,  auch  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  auf  den  Fall 
x=0  angewandt,  dass  «82  —  «33  positiv  ist.  Zur  Abkürzung  setzen 
wir  noch 

2tt8«2      _  , 
«33    +    «22'_      ' 

wo  fc  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  es  wird  dann 


2 „2  , 


«3  —  a 
a*  +  a* 


"3   ^r  "2 

wobei  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  muss.     Die  vorigen  Re- 
lationen gestalten  sich  jetzt  folgendermaassen 

29* 
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124^        I  *[*(*)?  =  [*,(a?)]9  +  t'P'W' 
'        \     [*(«)]t  =  *  [*»(*)]*  +  »t*,  (*)]«. 

Für  #  =  0  'erhält  man  specieller  wegen  #i  (0)  =  0 

-»      » = R»  *  -  OT- 

e.  In  Nro.  123)  setzen  wir  §p  für  9,  &  =  £  -f"  |w»  #  =  ltt> 
es  ist  dann 

und  durch  Division  mit  —  fi.&s^.dsC*  -f"  w) 

Lassen  wir  nun  u  gegen  die  Null  convergiren,  so  geht  die  linke 
Seite  über  in  den  nach  0  genommenen  Differentialquotienten  von 

■    ,    -y  rechter  Hand  sei 

U 

mithin  X  eine  von  z  unabhängige  Grösse;  es  wird  dann 


__       x  »i(J9.  *) 


de  [*»(*)]» 

Um  den  rechts  vorkommenden  Zähler  etwas  anders  auszudrucken 
nehmen  wir  in  Nro.  122)  y  =  0  und  erhalten 

&a(x) . ^(O)  =  2#3(20,  x).  9,(20,  x) 
oder  wenn  |p  für  p  und  X  =  \it  —  e  gesetzt  wird, 

*<ift  *)  =  Mft  0)  • 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  vorige  Differentialformel 
in  die  folgende  aber 


\»»(«)f 


wobei  (t  eine  neue  Constante  bezeichnet.    Lässt  man  noch  \%  —  z 
an  die  Stelle  von  *  treten,  so  erhält  man 

[fri(*)l 


126)  \»(*)J  _  „  »t  (').»«(') 
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Analoge  Differentialformeln  bestehen  für  die  Quotienten  dfe  (*):&(#) 
und  #3  (#):#(£);  B*Q  können  entweder  auf  einem  ähnlichen  Wege 
oder  kürzer  mittelst  der  Gleichungen  124)  entwickelt  werden,  indem 
man  letztere  durch  [&(x)]2  dividirt  und  nachher  düferenzirt. 


X.    Die  doppelt -periodischen  Functionen. 

Die  vorigen  Untersuchungen  führen  mit  Leichtigkeit  zu  den 
Haupteigenschaften  der  beiden  Functionen  @(w)  und  H(w),  welche 
für  jedes  complexe  w  durch  folgende  Gleichungen  defmirt  sind 

f\r   \        -        «  nw    •    «       a~        2ltW        _       OÄ       Situ?  . 

JX  JX  JX 

J  xl  2Jx  2  ix 

in  denen  man  sich  unter  Q  und  K  beliebige  reelle  und  positive  Con- 
etanten  denken  kann.     Es  ist  zunächst 

ferner  wegen  #2  CO  =  #i(*  +  |^r)  und  #8(<er)  =  #(*  +•  fsr) 

»»(£!)=*<»  +  *).  *»(f|) = ®o»  +  *>• 

Aus  den  Formeln  in  110)  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  r-=    an    die 

Stelle  von  z  treten  lässt 

127)     ®{w  +  2mK)  =  ®{w\  H(w  +  2mK)  =  (—  l)mH(w). 
Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  113),   wenn  man 
gleichzeitig 

itK' 


K 
setzt,  wo  K'  eine  zweite  positive  Constante  bezeichnet, 


128) 


[     H(w  +  iK*)  =  %e*K  @(w). 


Ferner  geben  die  Formeln  114) 


129) 
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0(w  +  2mK  +  i.2nK')  —  (—  l)»e*  ®[w\ 

H(w+2mK  +  %.2nK,)  =  (—  l)m+*eK  H(w\ 

£(n**'-in») 

H(u>+  [2m  +  l]K+i.  2nK')=(—l)meK  H(w+K), 

0(w  +  [2m+l]K  +  i.2nK')=eK  ®(w  -f  K). 

Zufolge  des  vorigen  Werthes  von  Q  ist  nach  Nro.  118) 

-   , it K      , nw 

q  —  -gr,    *  —  —n 

es  entstehen  also  q'  und  e9  einfach  dadurch,  dass  man  K  und  K'  ge- 
gen einander  vertauscht.    Bezeichnet  man  die  entsprechenden  Reihen 

1  —  2e~Q  cos-=r  +  2er~*Q  cos— =-- —  •  ••• 

XL  K. 

2  V er Q' sin—,  —  2  ye^Q'stn-^r  ^ 

mit  0  (K\  w)  und  H(K\  w%  so  gelangt  man  zu  folgender  Umgestaltung 
der  Formeln  119) 

®(iw)  =  Yjp***  H(K\  w  +  K% 

£Le*KK'®(K\w  +  K*). 


130) 


Die  mit  k  und  k1  =  Vi  —  k2  bezeichneten  positiven  echten 
Brüche,  welche  in  Nro.  125)  vorkommen,  werden  nun  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt 

i3i)  &-L@(ä)J  '       _L®WJ' 

und  die  Relationen  in  Nro.  124)  lauten  jetzt,  wenn  x  =  -r-=>  gesetzt 
wird, 
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Endlich  geht  die  Differentialformel  Nro.  126)  für 
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tcw       _  na 


in  die  folgende  über 

133)       -r*<»)' 


dw       ~  S  [@(w)¥ 

wobei  s  eine  noch  zu  beetimmende  Constante  bezeichnet. 

Nach  Aufstellung  der  Fundamentalformeln  für  &  und  H  be- 
trachten wir  unter  der  Voraussetzung  beliebiger  complexer  w  die 
folgenden  drei  neuen  Functionen 


134) 


1       H(w) 
J1K  '         V  k  0(tv)      ' 


Als  nächstliegende  Eigenschaften  derselben  ergeben  sich  u.JL  durch 
Benutzung  von  Nro.  127) 

135)    /(-«*)  =  -/(*),    /if-^^W    /i  (-")=/,(«), 

.r/W 


136) 


/(»+s)=ä  '■< 


w  +  #)  =  —  v 


/„(«>)' 


/,(«  +  *);= 


tf 


ferner  aus  Nro.  128)  und  Nro.  127) 


/*W 


137) 


f{w  +  iK")  = 


*/(*)' 


) 


und  allgemeiner  aus  Nro.  129) 

f        f(w  +  2mE  +  i.2nKr)  =  (—  l)mf(w)t 
138)  |       Mw  +  2mK  +  i.2nK')  =  (—  l)^ViW, 

Diese  Formeln  zeigen  unmittelbar  die  doppelte  Periodicität  der 
Functionen  f(w)t  f\  (w)  und/2(w)*  Bei  geraden  m  wird  nämlich  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  =  f(w) ,  mithin  besitzt  f(w)  die 
reelle  Periode  4  K  und  die  rein  imaginäre  Periode  i .  2  Kf.     In  der 


139) 
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zweiten  Gleichung  wird  die  rechte  Seite  =  f\  (w)  sowohl  wenn  ffl 
gerade  und  n  =  0,  als  auch  wenn  m  =  n  ist;  f\  (w)  hat  demnach 
die  reelle  Periode  4ÜT  und  die  complexe  Periode  2K  +  *.2Jü'. 
Endlich  erkennt  man  aus  der  letzten  Gleichung,  dass  /2  (w)  die  reelle 
Periode  2 K  und  die  rein  imaginäre  Periode  i.4Kf  besitzt. 

Bezeichnen  wir  mit  f(K\  w\  fx  (K\  w),  /2  {K\  to)  diejenigen 
Functionen,  welche  aus  /(w),  /i  (w)  >  f*  (w)  durch  Vertauschung  von 
K  gegen  K'  hervorgehen,  so  erhalten  wir  mittelst  der  Formeln  130) 

{  MiW)=7JK>y  Mlw)=7üKWy 

hierin  liegt  die  Eeduction  der  Functionen  imaginärer  Argumente 
auf  Functionen  reeller  Argumente. 

Die  Gleichungen  132)  geben  nach  Division  mit  [®(w)]2 

uo)      {      iy(«)]»  +  L/i(«op  =  i. 

I       *»!/(»)?  +  L/i(«0P  =  i, 

woraus  man,  beiläufig  bemerkt,  noch  die  Folgerung 

141)     *  [/»(«OP-*8!/!  («>)?  =  &'* 

ziehen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Formel  133),  weil  sie  zu 
einer  Differentialgleichung  zwischen  w  und  f(w)  fuhrt.  Man  hat 
zunächst 

df(w)  _  ,   x    „  ,  * 

und  wenn  ma,nfi(w)  und  /2  (w)  mittelst  der  Gleichungen  140)  durch 
f(w)  ausdrückt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung 

*M  =  «vi  -  t/w?.  vi  -  vi/m* 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

142)  f{w)  =  g 

gesetzt  wird, 

dz 


,       =  fV(l   —  S2)(l   —  fc2Sa). 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 

de 


A 


=  BW   -f-    ö»t*fc 


V(l  —  *)2  (1  —  fc2*2) 
und  da  z  gleichzeitig  mit  w  verschwindet,  so  i$ 


143)  ew=    f    . 
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dz 


V(l  _  *2)  (1   _  fcl,*) 

V 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  e  nehmen  wir  speciell  w  =  K, 
-woraus  folgt  z  =f(K)  und  unter  Rücksicht  auf  Nro.  131) 

J_     H(K)  _     , 

es  ist  daher 

dz 


'">  « = ifw= 


V(l  —  *2)   (!    _   fci*2) 

V 

Sind  nun  die  beiden  Constanten  JST  und  22"'  willkührlich  gewählt ,  so 
kennt  man  Q  =  — — ,  mithin  lassen  sich  für  jedes  w  die  Functio- 
nen @(ic)  und  H(w)  durch  Summirung  der  gleichgeltenden  Reihen 
berechnen;  die  Formeln  131)  und  144)  liefern  dann  Äund«,  so  dass 
alle  vorkommenden  Grössen  eine  genaue  Bestimmung  erhalten. 

Statt  von  den  Constanten  K  und  K'  auszugehen,  kann  man 
auch  zwei  andere  der  vorhandenen  Constanten  beliebig  wählen.  Das 
Vorteilhafteste  in  dieser  Beziehung  ist,  den  positiven  echten  Bruch 
Je  als  willkührliche  Grösse  zu  betrachten  und  dem  K  folgenden  "Werth 
zu  geben 


dz 


V(i  —  *«)  (i—  wirf 

V 

es  wird  dann  e  =  1  und  nach  Nro.  143) 
145)  w=    f.  äZ 

J    V(l   —  *2)  (1    —   &2^2) 

Die  Function  z  =f(w)  ist  dann  diejenige  Function,  welche  dureb 
Umkehrung  der  vorliegenden  Gleichung  entsteht. 

Um  noch  K'  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  erste  der  Formeln 
137)  für  to  =  K  in  Anspruch;  sie  giebt 

1  1 


f(K  +  iE') 


kf(K)        k 


Da  hiernach  die  Werthe  tv  =  K-\-  iE!  und  *  =  t  einander  entspre- 
chen,  40  ist  nach  145) 
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J    V(l    -   ,2)  (1    _  fc2*2) 
0 

und  durch  Subtraction  der  Gleichung  144) 

l 

dz 


i 

oder  auch 

l 


%Kf  =    C 

J  V(l  —  s»)  (1  -  Je2**) 


%>  =  -   f  ä* 

J  V(z*  -  1)  (1  - 
l 

Die  Anwendung  der  Substitution 


Ä2**) 


giebt  hier 


*=     ,       X    ,  .  ,     wo  tf  =  Vi  -  Ä* 


dt 


»   - 


i46i         ^  =  r 

J    V(l    -   P)  (1    -   ^g2) 

wonach  Ä"'  ebenso  aus  &'  entsteht  wie  K  aus  &. 

Am  Schlüsse  dieser  Analyse  wird  es  wohl  kaum  der  Bemerkung 
bedürfen,  dass  die  Functionen  f(w\  /i  (w),  f%  (w)  mit  den  früher  unter- 
suchten elliptischen  Functionen  sin  am  w,  cos  am  w,  4  amw  identisch 
sind.  Man  kann  also  auch  von  den  Thetafunctionen  aus  den  Eingang  in 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gewinnen.  Bei  der  beste- 
chenden Einfachheit  dieses  Gedankenganges  dürfen  wir  aber  nicht 
verschweigen,  dass  derselbe  immer  noch  eine  empfindliche  Lücke 
übrig  lässt.  Da  nämlich  in  Nro.  145)  die  Variabele  e  im  Allgemei- 
nen complex  ist,  so  muss  zur  Vermeidung  einer  möglichen  Vieldeu- 
tigkeit des  Integrales  entweder  ein  ganz  bestimmter  Integrationsweg 
als  nothwendig  nachgewiesen  oder  der  Einfluss  gezeigt  werden,  den 
verschiedene  Integrationswege  auf  den  Integralwerth  ausüben.  Die 
Theorie  der  Thetafunctionen  erfüllt  keine  dieser  beiden  Forderungen 
und  bedarf  daher  immer  der  Ergänzung  durch  die  in  Abschnitt  fl» 
S.  374  ausgeführten  Untersuchungen*). 


*)  Den  Gedankengang  der  Abschnitte  IX.  und  X.  pflegte  Jacobi  in 
seinen  Vorlesungen  zu  befolgen;  eine  ausführliche  Theorie  der  Thetafunctio- 
nen findet  man  in  dem  Werke  „Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 
und  den  Thetafunctionen.    Von  Prof.  Dr.  Schellbach.    Berlin  1864.* 
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XI.    Die  elliptischen  Functionen  zweiter  und 

dritter  Art, 

Sowie  die  drei  hauptsächlichsten  elliptischen  Functionen  erster 
Art  dadurch  aus  sin<pf  coscp,  4(cp)  entstehen,  dass  an  die  Stelle 
von  (p  die  Umkehrung  des  Integrales       , 

dq) 


0  * 

d.  h.  q>  =  amu  gesetzt  wird,  ebenso  hat  man  aus  den  elliptischen 
Integralen  zweiter  und  dritter  Art  nämlich  aus  E(q>)  und  II (q>)  mit- 
telst derselben  Substitution  die  neuen  Amplitudenfunctionen  22  (am  u\ 
JJ  (amu)  gebildet  \ind  elliptische  Functionen  zweiter  bezüglich  dritter 
Art  genannt.  Demnach  ist  für  alle  elliptischen  Functionen  u  die 
unabhängige  Variabele. 

a.    "Wird  nun  in  der  Gleichung 

E(<P)  =J4(<p)d<p 
e 
die  Substitution  cp  =  amu  vorgenommen,  woraus  dcp  =  4  amu  du 
folgt,  so  entsteht  • 


u 


147)  E(amu)  =  /  (4 amu)* du  —  /  (1  —  "k*sin*amu)du\ 

o  o 

hiernach  reducirt  sich  die  Untersuchung  von  E  (am  u)  im  Wesent- 
lichen auf    die  Untersuchung    von  /  sin2  amu  du. 

Um  zunächst  die  Reihenentwickelung  von  E(amu)  zu  erledigen 
benutzen  wir  die  auf  S.  414  abgeleitete  Formel 

K—E       2ri*    f    lg         %u  ,     2g2        2nu  ,        1 

oder 

1  —  k'2  sin2  amu 

E  .  2n*(   lq         nu  ,     2g3        2%u  ,     3g3        3itu   .       ] 

durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
u  =  0  und  u  =  u  folgt  hieraus 


•  •  •  t  • 
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148)    ^(amt*)=-^  +  — JT^2sen  — +  T-^Sm-^-  + 

Den  periodischen  Theil  dieser  Reihe  werden  wir  später  als  eine  neue 
Function  von  u  ansehen  und  mit  Z(u)  bezeichnen;  es  ist  hiernach 
ia^   r,,  n      2nr(     q       .  nu         q2      .  2%u         qz         Z%u 

und 

150)  E(amu)  =  —u  +  Z(u). 

XL 

b.    Nach  der  von  C.  G.  Jacob i  eingeführten  Bezeichnung  ver- 
steht man  unter  dem  elliptischen  Integrale  dritter  Art  das  folgende 

9> 
n (  .  f'k2 sina cos a /l(k, a) sin2  q>        dq> 

U{<p,a,k)  —J       x  _  h2sin2asin2g>       '  z/(fc,  <p)' 

wobei  der  Bogen  a  auch  eine  complexe  Zahl  sein  darf.  Setzt  man 
hierin  wie  bisher  <p  =  amu  und  denkt  sich  auch  a  als  Amplitude 
etwa  a  =  ama,  so  entsteht  die  Definitionsgleichung 

u 

„,                  _N         C k2 sin  am a  cos am  a  4 am  a  sin* amu  _ 
n (amu, ama, k)  =  / 79  .  9 r-= «w. 

^  o 

Zur  Abkürzung  möge  die  linke  Seite  künftig  mit  dem  einfacheren 

Symbole  II(u,a)  bezeichnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  zunächst 

d  II  (u,  d)        k2  sin  am  a  cos  ama  d  am  a  sin*  am  u 


151) 


du  1  —  Je2  sin2  ama  sin2  amu 


und  durch  nochmalige  Differentiation 

d2Il(u,  a) 
du2 
,,„     2  sin  amu  cos  am  ad  ama     2  sin  ama  cos  amu  <d  amu 
2         1  —  Je2  sin2  am  u  sin2  ama     1  —  k2  sin2  am  u  sin2  am  a 
Mittelst  der  auf  S.  393  angegebenen  Formeln  für  Sinti  +  sinz  und 
sin  6  —  sin  z  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  vorliegende  Gleichung 
mit  der  folgenden  identisch  ist 

d*II(u,a)  _ 
du* 
\k2  [sinam(u  -f  a)  +  sinam(u  —  a)]  [sinam(u  +a)  —  sinam  (u  —  a)], 

welche  zurückkommt  auf 

152)  d2II(u,a)  _  ^$intam(u  +  o)  -  sin2am(u  —  a)]. 
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Benutzt  man  hier  die  für  alle  reellen  u  gültige  Entwickelung  von 
sw2aww,  indem  man  u  das  eine  Mal  durch  u  +  a,  das  andere  Mal 
durch  u  —  a  ersetzt,  so  hat  man  weiter 

d^II(u,a)        jr2  _,     nqn     f      nn(u  —  a)  nit(u  +  a)) 

-*?—  =  ^zr=^H-^ cos— ^  j. 

91  ■■        X)  J)   u,  •  •  •  • 

Durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  folgt  hieraus,  wenn 

/7  TT  (*i  n\ 

gleichzeitig  beachtet  wird,  dass  — ,  für  u  =  0  verschwindet 

(Nro.  151) 

dll(u,a)        %  „      on      f  .  wjr(w —  a)  .-  nn(u-\-  d)\ 

— r — -  =  — ^ \sin — —  sin — -\ 

du  K     1  —  a2nl  K  K        j 

.  2% _,      qn         .    n%a 

Nochmalige  Integration  zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  u  giebt 
JT(M,a)=-Z-^-_^jc0S— "- cos— ^— ) 

4-  u  — 2j — sin , 

^       K      l—q2nK* 

wobei  der  letzte  Summand  =  uZ(a)  ist.     Man  hat  demnach  die 
folgende  für  alle  reellen  u  gültige  Reihenentwickelung 

153)    J7(w,  a)=  wZ(a)  —  \  .  j-f-^  jcos  — ^ — ^  —  cos     K  ^       \ 

.         g2           \2it(u  —  a)  2  7c(u  +  a)\ 

-l-TZf'i-K C°S        K       \ 

oder  auch 

,       2g2       .    2jra    .    2itu 
d     1  —  2*  Ja  iC 

c.    Statt  der  Gleichung  153)  kann  einfacher  geschrieben  werden 

164)  II(u,a)  =  uZ(a)  +f(u  -f  a)  —f(u  —  a), 

wobei  die  Function  f(w)  selbstverständlich  folgende  Bedeutung  hat 

Entwickelt  man  hier  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel 
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1  -Tg2«  =  g"  +  gs"  +  g6"  +  g7w  +  •  •  •♦ 

so  erhält  man  durch  andere  Anordnung  der  entstehenden  Doppel- 
reihe 

xi   \       i  %w   i    1    o       2arw   1    1    fl        35rw    I 

f(w)  =  iqcos—  +  lq*w-^+iqnos--g-+-'. 

i  i    q       ^w   i   i  '«       23rtt;  i    i    9       %nw  l 
4.  lg3C0S  _  4.  Iqtcos  —^-  +  J  q.9cos-jjr-  +  •  •  • 

i  i    *        nw   i   1    ia       2jrw   i    1    i*        3jrw;   i 
+  \q?cos—  +\alQcos— ^-  +  §215cos-^+-. 

+ i 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel 

/(«,)  =  _}lf(i  - 2gcoa^  +  äa)  (l  -2a» eos^-  +  a«) 


(i-aa'cM^+a»)  ••( 


Zufolge  der  in  Abschnitt  VUi.  gegebenen  Entwickelungen  ist  weiter, 
wenn  zur  Abkürzung 

P= i 

(i  -  a«)  (i  -  a«)  (i  -  a6) .  •  • 

gesetzt  wird, 

f(w)=-lllJP[l—2qcos-Y  +  2q*cos-g-  —  2q9COS-g-  +  ~ 

d.  h.  sehr  einfach 

Hiernach  geht  die  Gleichung  154)  in  die  folgende  über 

155)  Hfca)=.Z(.)  +  ll{!^}. 

aus  welcher  erhellt ,  dass  die  Function  77  auf  die  beiden  Functionen 
&  und  Z  zurückgeführt  werden  kann. 

d.    Die  Gültigkeit  der  vorliegenden  Formel  ist,  ihrer  Herleitung 

,  nach,  vorläufig  auf  reelle  u  und  a  beschränkt ;  es  bedarf  daher  noch 

einer  besonderen  Untersuchung,  ob  man  jene  Relation  auch  für  com- 

plexe  u  und  a  in  Anspruch  nehmen  darf.     Wir  erinnern  zu  diesem 

Zwecke  an  die  auf  S.  448  und  449  bewiesenen  Formeln 

in  denen  zur  Abkürzung  sein  möge 
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03(2p,  x  +  y)  =  s8,     #8(2p,  x  —  y)  =  fe, 
#2(2(>,  s  +  #)  =  *2,     #2(2(>,  o?  —  y)  =  fe; 
ist  dann  unmittelbar 

&(x)®(y)  =  Mj  —  52fe, 

'fri(*)äiGfl  =  M2  —  «2fe- 
tzt  man  dagegen  in  der  ersten  der  vorigen  Gleichungen  y  =  0 
d  lässt  das  eine  Mal  x  -\-  y,  das  andere  Mal  x  —  y  an  die  Stelle 
Q  X  treten,  so  hat  man  folgende  zwei  Relationen 

tf(0)fr(*  +  #)  =  s2-  s2, 
*(0)»(*-y)  =  tf-«f. 
folge  der  identischen  Gleichung 

(s3fe  —  fcfe)2  —  (s3fe  —  *2fe)*  =  (s32  —  *2)  (*s  —  *!) 
ieht  sich  nun  sofort 

r,wenna;=—  und  y  =0-^r  gesetzt  wird, 

;»(«)  «(»)]■  —  [F(#(ti)]?  =  [0(O)]20(w  +  t;)®(t*  — *). 
idirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  [@(u)®(v)]*  und 
chtet  die  Gleichung 

erhält  man 

M   .  .  •  ,  [@(0)]2®(tt+tQ®(M-t;) 

[©(w)  ®(t;)]2 

l  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nehmen  wir  die  natürlichen  Lo- 
Ithmen  und  diflerenziren  in  Beziehung  auf  v\  der  Differential- 
tient  ist 

&2  sin9  am  u  sin  am  v  cos  am  v  damv 
1  —  k*sin2amusin*amv 
_  &(v)        ,  &(u  —  v)        x  &(u  -f  v) 
~  &(v)  +  2  ®(u  —  v)       2  ®(u+v)' 
llich  setzen  wir  i?  =  a,  multipliciren  mit  du  und  integriren  zwi- 
;n  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  u;  linker  Hand  kommt  dann 
i,a)  zum  Vorschein,  und  es  wird  überhaupt 


) 


II(u,a)  =  U  -777-r  +  1  *  17T7 — i — £f 

v  •  y  ®(a)    '    2    [S(u  +  a)f 


le  Formel  lehrt  zweierlei.     Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  155) 
t  nämlich  einerseits,  dass  für  jedes  reelle  a 
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sein  muss.  Um  zu  verallgemeinern,  definiren  wir  für  jedes  com- 
plexe  w  die  Function  Z(w)  durch  die  Gleichung 

&(w) 

157>  w  =  0$. 

wonach  Z(w)  eine  vollkommen  eindeutige  Function  ist.  Dividirt 
man  die  Gleichung  156)  mit  a,  geht  nachher  zur  Grenze  für  ver- 
schwindende a  über  und  setzt  vorläufig 

Lim  .  =  A9 

a<y(a) 

so  erhalt  man  leicht 

&(u) 


/■ 


kQ8in2amu  du  =  ku — 


©(w)' 


mithin 


&(u) 


158)  f (l—k*sin*amu)du  =  (l  —  X)u  + 

In  dieser  für  jedes  complexe  u  gültigen  Gleichung  ist  die  linke  Seite 
=  E(amu)i  wofür  kurz  E(u)  geschrieben  werden  möge;  rechter 
Hand  bestimmt  sich  der  Factor  1  —  Ä  dadurch,  dass  man  u  zu  einer 
reellen  Grösse  specialisirt  und  die  Gleichungen  157)  und  150)  beach- 

E 

tet.     Man  findet  1  —  X  =  •—  und  nunmehr  aus  Nro.  158) 

K 

159)  E(u)  =  ^  u  +  Z(u). 

Damit  ist  die  frühere  nur  für  reelle  u  gültige  Formel  150)  auf  com- 
plexe Variabele  ausgedehnt. 

Zweitens  erhält  man  aus  Nro.  156) 

160)  J7(«,a)  =*Z(a)  +  \l  {§|=|} 

und  dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  Formel  155). 

Die  drei  Gleichungen  157),  159)  und  160),  verbunden  mit  den 
Formeln  auf  S.  436,  führen  nun  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse,  dass 
alle  elliptischen  Functionen  durch  die  Jacobi'sche  Trans- 
cendente  ®  ausgedrückt  werden  können. 

Als  gelegentliche  Folgerungen  hiervon  mögen  zwei  schon  frü- 
her bewiesene  Sätze  aufs  Neue  abgeleitet  werden.  Die  Formel  160) 
giebt  wegen  ©  ( — w)  =  &(w) 
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Il(u,(f)  —  n(a,u)  =  uZ(a)  —  aZ(u) 

wenn  man  nach  Nro.  159)  die  Function  Z  durch  E  ausdrückt, 
II(u,a)  —  FI(a,u)  =  uE(a)  —  aE(u); 

ist  der  auf  S.  338  erwähnte  Satz  über  die  Vertauschung  von 

tude  und  Parameter. 

ian  hat  ferner  nach  Nro.  159)  und  157) 

i/;u = ,/ff  .+$$)«. 

E            l7f@(ti  +  a)l 
=  -=  au  +  {11^7 x  r 

srseits  aus  Nro.  159)  und  160) 

„E(o)  _„<„,„,  =  f,„  +  .,{§g±f>). 

i,  weil  die  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen  über- 
nmen, 


uE(a)  —  |  J  E(w)dw  =  /7(w,a); 


u —  a 


Formel  ist  identisch  mit  Nro.  79)  auf  S.  337. 

.    Aus  den  bekannten  Eigenschaften  von  &  (w)  lassen  sich  nun 

tsprechenden  Eigenschaften  von  Z{w)  und  H{w%  d)  ohne  Mühe 

«n. 

Timmt  man  z.  B.  die  Logarithmen  von  beiden  Seiten  der  Glei- 


®(«f) = yj  «*"'  h(p + jf.ÄO 


ler  mit  ihr  identischen 

Y=7  e*KK' ®(v,V)cosam(vrf), 

ifferenzirt  nachher  unter  Rücksicht  auf  Nro.  157),  so  erhält 
ugenbhcklich 

iZ(iv)  =  Z(v,&')  +         ^  —  tng  amfati)  4  amiuiüf), 

das  Z  eines  imaginären  Argumentes  auf  das  Z  eines  reellen 
lentes  zurückgeführt  ist. 
on  der  Formel  

Vir  nv* 

ilömilch,  Analysis.    II.  30 
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ausgehend,  findet  man  nach  demselben  Verfahren 

162)     tZ(K  +  .v)  =  Z(vtV)  +  ^^ JamfrV) 

Ebenso  leitet  man  aus  der  Formel 


iVk 


inu 


&(u  -f  iE')  =  -7p=-  e    2K  @(u)sinamu 

Vq 
die  folgende  ab 

%  7t 

163)  Z(u  -f  iK1)  =  Z(u)  —  — -  +  cotämudamu, 

welcher  noch  die  der  Relation 

®(u  +  2iK')  =  —  -  e"^0(u) 
entsprechende  Formel 

164)  Z(u  +  2iK')  =  Z(u)  —  i^p 

beigefügt  werden  mag. 

Lässt  man  in  Nro.  16Ö)  an  die  Stelle  von  a  der  Reihe  nach 
ib,  K  +  ibt  a-\-iK'  treten  und  benutzt  die  Formeln  161),  162) 
und  163),  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

165)  ill(u,ib)  =  u\z(bik')  +  -£^,  —  tngam(b,k')  4 am(b,ti)\ 

\  •  2  iL  iL  J 

&(u  —  ib)\ 

'«(tt  +  tft))' 

n  b        lepsin  am  (&,  tf)  cos  am  (bjc') 


+i» 


166)  iI7(u,K+ib)=u 


Z(b,k')  + 


+i« 


2KK'  4am(b,k') 

®(u  —  K—ib) 


ib)\ 
@(u  +  K+ib)y 

167)    II(u,a  +  iK')  =  u\Z(a)  —  ?  — ;  -f  cotama  4uma\ 

Analoge  Formeln  lassen  sich  auch  für  die  Fälle  aufstellen ,  wo  in 
Nro.  160)  iv  oder  K  +  iv  oder  u  -f  iK1  an  die  Stelle  von  u  tritt; 
da  es  aber  jederzeit  möglich  ist ,  Amplitude  und  Parameter  gegen 
einander  zu  vertauschen,  so  bedarf  es  für  jene  Fälle  keiner  beson- 
deren Formeln. 

f.    Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  das  Legend re'sche 
Integral  dritter  Art 


168) 
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dcp 


467 


J  (l  +  hsi 


sin2  q>)  d  (<p) 


d<p     P        sin2<pdcp 

4{<p)  ~~     J  (l  +  hsin2<p)< 


0  o  \ 

für  jedes  h  auf  die  Function  77  zurückgeführt  also  auch  numerisch 
berechnet  werden  kann.     In  allen  Fäjlen  sei  hierbei 


169) 
ferner 
woraus  folgt 


f '  ä<p     _ 


u  mithin  <p  =  amu, 


h  =  —  k2sin2amc, 


V=i 


170)  sin  am  c  =  L 1 


und   c  = 


/dz 
V(l -**)(!- 


We2)' 


o 


die  Gleichung  168)  wird  dann  im  Allgemeinen 


171) 


/ * 

J  (1  +  h  sh 


djp ,    tngamc  n       . 

(1  +  hsin2<p)J(<p)  —  M  +   Jarnc    u^UfC)' 


Um  dieselbe  in  gebrauchfertiger  feestalt  zu  haben,  müssen  wir  bei 
reellen  h  vier  Fälle  unterscheiden, "nämlich 

—  k2  <  h  <  0,         | 

—  1    <  h  <  —  k2A  negative  Ä, 

—  oo  <fc  <  —  1,  J 

0<Ä<  -(-   oo,     positive  h. 

Im  ersten  Falle  ist  die  obere  Grenze  des  unter  Nro.  170)  verzeich- 
neten Integrales  reell  und  <  1  mithin  c  eine  reelle  Zahl,  welche  wir 
a  nennen  wollen;  es  gelten  dann  unmittelbar  die  Formeln 


172) 


—  fc2<Ä<0;a=    /       ,  dX 

J     V(l—  x2)(l  —  k2x2) 

o 

/7o(9)  =  w  +  -r n(u,a). 

v^'  zJama 


]T^h 


Im  zweiten  Falle  liegt  die  obere  Integrationsgrenze  — - —  zwi- 

30* 
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sehen  1  und  — ,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Integral 

k 

ebenso  behandeln  wie  das  Integral  Nro.  33)  auf  S.  383.  Für  c  er- 
hält man  einen  Ausdruck  von  der  Form  K — ib  =  2K — (K  +  ib)\ 
führt  man  denselben  in  Nro.  171)  ein  und  beachtet,  dass,  der  ur- 
sprünglichen Bedeutung  von  77  gemäss,  77  (w,  2  K —  y)  =  —  n(u,  y) 
ist,  so  gelangt  man  zu  den  Formeln: 


173) 


W^T 


—  1  <  h  <  —  fc«,     b  = 


dx 

V(l— *»)(!—  V*x*)% 


{     oW-ttf  k'*sincm(b$ k^cosamfakf) 


iII(u,K  +  ib>y 


Im  dritten  Falle  ist  die  obere  Grenze 


-i. zwischen—  ur*«i 

k  k 


-f-  oo  enthalten,  und  dann  lässt  sich  das  für  c  angegebene  Integr-»1 
ebenso  transformiren  wie  das  Integral  Nro.  35)  auf  S.  384,  wodurch 
man  für  c  einen  Werth  von  der  Form  2  K  —  a  —  i  K'  erhält.  Naxsh 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

i 


174) 


V^ 


—  oo<;ä<;  —  l,   a  = 


a=    C  dx 

J     V(l -*')(! - 


Wx*) 


TT      ,       \  ,         tftQ  <W*  &       TT,  I  .  „/x 


Im  letzten  Falle  ist  — =; —  rein  imaginär,  und  dann  hat  m»*1 

/c 

das  Integral  in  Nro.  170)  ebenso  zu  behandeln  wie  es  früher  a«^ 

S.  382  mit  dem  Integrale  Nro.  31)  geschah.     Füre  erhält  man  einen 

Ausdruck  von  der  Form  ib  und  überhaupt 


175) 


V3 


/dx 
V(l  -*')(!- 


#»**)' 


0 


tt,  x  .sin  am(b,  W)  cos  am  (6,  k')  .„, 
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Die  Formeln  170)  und  171)  bebalten  auch  bei  complexen  h  ihre 
Gültigkeit,  nur  bedarf  es  dann  einer  besonderen  Untersuchung  über 
die  Bestimmung  der  Grösse  c  aus  der  Gleichung 

sin  am  c  =  = 

k 

Es  sei  nun 

176)  h  =  m  +  in>         c  =  a  +  *&> 

wo  m  und  n  gegebene,  a  und  &  unbekannte  Grössen  bezeichnen;  die 

obige  Gleichung  ist  dann  identisch  mit 

/      i     -iA        V  —  m—in 
sin  am  (a  +  to)  = - , 

und  daraus  folgt 

,     •   .,v      V&2  -f-  m4-in         .      ,     •  „N      ,/ — 

C0sam(a  +  il>)= r ,      4am(a  +  ib)=  Vi  -f- *»  +  in. 

Die  rechten  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  sind  aus  bekannten  Grös- 
sen zusammengesetzt  und  können  daher  auf  die  Form  re1^  gebracht 
werden;  setzen  wir  demnach 

V  —  m  —  in  =  r(cosfr  +  isinfr)% 


177) 


Väj3  +  m  +  in  =  ri  (cos  fr  i  -f-  isinfr{). 
Vi  +  m  +  in  =  ***  (cos  -9*2  +  isi»#2)» 


so  können  wir  im  Folgenden  r,  r^  r2,  0",  fru  fr2  als  bekannte  reelle 

Grrösßen  ansehen,  und  haben  die  drei  Gleichungen 

"». 

/     i    -iA      r(cosfr  +  isinfr) 
sinam  (a  +  to)  =  — =; , 

/~   i    -ia      rl(co8fr1+%8infri) 
cos  am  (a  -f-  *&) = — - 1 

jdam{a  +  i&)  =  r2(c0S#2  +  ««tnä»), 
^enen  noch  folgende  entsprechen 

.  _  N       r  (costf  —  t  sin  fr) 
sin  am  (a  — ifc)  =  — t f 

/         .in        ri  (cos&i  —  isinfrx) 

+cosam  (a  —  «0)  ==  -^ , 

•c 

dam(a  —  i  b)  =  r2  (cos  fr}  —  i  sin  fr 2). 

Wendet  man  nun  die  bekannten  Formeln  für  sin  am  (u  +  v)  und 
sinam(u  —  v)  (S.  393,  Nro.  41)  auf  den  Fall  u  =  a-\-ib,v=a  —  ib 
an,  so  erhält  man  mittelst  der  angegebenen  Werthe  von  sin  am(a  -\-ib) 
u.  s.  w. 
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2  T  Tt  Tu 

sinam  (2  a)  =      __   4  cos(&  —  #i  —  #2) , 

sinam  (2  i 6)  =  i  — — ^—7  sin(&  —  &\  —  &9)\ 
N  Je2  —  r4 

auf  gleiche  Weise  findet  man   aus   den  Formeln  für  cos  am  (u  -f  «0 

und  cosam(w —  v)  (S.  394,  Nro.  42) 

r2 (rr.1)2 

cösaw(2a)  =    '  .    , 


■ 

CQgam(2tfc)==ri>yt+(rr')f> 

&2  —  r4 


Hiernach  ist 


tngam(2a)  =  r,2J7fr^)t  cos(#  -  »,  —  #2), 


tngam(i.2b)  =  i  ^— - — \  *  V3  sin(ir  —  ^i  —  #2). 


2rr!r2 

Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  benutzen  wir  einen  Hülfswinkely, 
welcher  durch  die  Gleichung 

178)  tngy  =  ^- 

bestimmt  sein  möge;  es  ist  dann 

=  tng2y,  *  =  sm2y. 


r»  -  (rr2)2  '    "      r*  +  (rr2)2 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehenden  Gleichungen 
und  beachtet  die  Relation  tngam(i.  2  b)  =  i  sinam  (2btJc')f  so  gelangt 
man  zu  den  beiden  Formeln 

179)  tngam(2a)=tng  2  y .  cos  (#  —  ^  —  O^), 

1 80)  sm  am  (2  &,  fe*)  =  sin  2  y .  sin  (#  —  #1  —  #2)» 
wodurch  die  Bestimmung  von  a,  b  und  c  =  a  -f-  ib  erreicht  ist  *). 


*)  Dass  sich  die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  gleich- 
falls auf  die  Function  &  zurückführen  lassen,  hat  Jacobi  zuerst  gezeigt  in 
den  Fundain.  n.  theor.  funet.  ellipt.  (§.  47  bis  60);  als  Ausgangspunkt  dient 
hierbei  (wie  auf  S.  457)  die  Entwicklung  von  sinPamu,  zu  welcher  Jacobi 
auf  etwas  beschwerlichem  Wege  nämlich  durch  Quadrirung  der  Entwicke- 
lung  von  sin  am  u  gelangt.  Die  zuletzt  gegebene  Bestimmung  der  Grossen 
a  und  &,  in  welcher  gleichzeitig  der  Beweis  liegt,  dass  sich  jede  complexe 
Zahl  unter  der  Form  sinam(a-\-ib)  darstellen  lässt,  wurde  von  Richelot 
geliefert  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  45,  S.  225. 


DIE  VIELFACHEN  INTEGRALE. 


Die   vielfachen   Integrale, 


I.  Reduction  durch,  suooessive  Substitutionen. 

Wie  bei  den  doppelten  und  dreifachen  Integralen,  so  ist  auch 
i  mehrfachen  Integralen  die  Einführung  neuer  Variabelen  das 
chstliegende  und  gewöhnlich  auch  wirksamste  Mittel,  um  möglichst 
de  der  postulirten  Integrationen  zu  vollziehen.  Die  zu  diesem 
recke  nöthigen  Substitutionen  können  entweder  nach  einander  oder 
>ich  zeitig  vorgenommen  werden,  und  wenn  es  auch  für  das  End- 
mltat  gleichgültig  ist,  ob  man  den  einen  oder  anderen  Modus 
Jilt,  so  ist  doch  die  Art  der  Rechnung  nicht  dieselbe  für  beide 
lle;  im  Gegentheil  empfiehlt  sich  nicht  selten  die  successive  Sub- 
tution  durch  geringeren  Rechnungsaufwand ,  grössere  Uebersicht- 
hkeit  und  leichtere  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  für  die 
uen  Variabelen.  Einige  Beispiele  von  möglichst  allgemeinen  For- 
m  werden  das  Verfahren  hinreichend  charakterisiren. 

A.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  dreifachen  Inte- 
ale 

w=  f  f  /TIT '  Th  (!t  x^!rJlT  **  *  *. 

J  J  J      (Q  +  ax  +  ßy  -f  ys)»»  +  «  +  P  +  « 
>rin  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven  x,  %  e  be- 
jhen  mögen,  welche  der  Bedingung 

.0  g:X  +  y  +  e^l 

nügen.     Werden  hiernach  die  Integrationsgrenzen  bestimmt,  so  ist 


A 
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Um  alle  oberen  Integrationsgrenzen  in  1  überzuführen,  machen  wir 
Gebrauch  von  der  sehr  einfachen  Bemerkung,  dass  das  Integral 

A 

f(t)dt 
o 

mittelst  der  Substitution  t  =  h  u  auf  die  Form 

l 

h  I  f(hu)du 
o 
gebracht  werden  kann;  demgemäss  setzen  wir  successive 

z  =  (1  —  x  —  y)  wy        y  =  (1  —  x)  v. 

Nach  der  ersten  Substitution  ergiebt  sich 

1         1—  X        1 

J  J       J  [Q  +  <xx  +  ßy  +  y(l-x-y)w]>»  +  »+p+9X(i!/' 
nach  der  zweiten 


W  = 
l     i     i 

r  r  rxm-l(i—x)n+p+v-lvn-1(i--vy+<i--1wp--1(i--w)<i-1 
J  J  J    [p +  ««+(!  —  #){0t>  +  y(i— v)w}]w  +  n  +  p  +  ? 


dxdvdw. 


und  da  jetzt  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten  sind,  so 
darf  die  Reihenfolge  der  Integrationen  beliebig  abgeändert  werden. 
Die  auf  x  bezügliche  Integration  lässt  sich  nun  mittelst  der  auf 
S.  273  bewiesenen  Formel  Nro.  62)  ausführen,  welche  durch  die 
etwas  bequemere 

/    <?-'(! -Q>-ifl     _r(/or(i>)  i 

'       J  [Q+At  +  B(l-  t)]e+"— 1>  +  i»)  '  (9  +  ^  (9  +  5? 

ersetzt  werden  möge;  für  t  =  x,  [i  =  m,  v  =  n  -\-  p  -f-  ^  folgt 
nämlich 

ir=r(»)r(n+j>  +  fl) 

i     i 

i       r  a>«-!(i— tflp+g-1^-1^  — tg)*-* 

hier  kann  man  wieder  mittelst  der  Formel  2)  nach  v  integriren  und 
erhält 
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W  = 

r(n)r(p  +  g)  1  /*«>  -  *  (i  -  «»  -  *  dw 

+  n+p  +  q)    (Q  +  «)m  (q  +  ß)*J      (Q  +  yu>y  +  < 
h  giebt  die  nochmalige  Anwendung  der  Formel  2) 

Y^r{m)r(n)r<j>)r{cL)  1 

r(m  +  n+p  +  q)      (q  +  cc)*»(q  +  ß)»  (p  +  y)P  9* 

iieses  Verfahren  auch  hei  einer  grösseren  Zahl  von  Variabelen 
idhar  ist,  dürfte  unmittelbar  einleuchten.  Bezeichnet  man  die 
der  Grössen  m,  n,  p,  etc.  mit  k,  so  gilt  überhaupt  der  Satz: 
der  Voraussetzung,  dass  x,  y,  #,  .  .  .  alle  positiven  mit  der 
gung 

glichen  Werthe  erhalten,  ist 

(1  —  x  —  y  — •  •  •  •)*"  1a;m~1  yn~x  ••• 


//•• 


(q  +  ax  +  ßy  H )*  +  m  +  n+.. 

r(jk)  r(m)  I» ...  1 


dxdy... 


r(k  +  m  +  n  +  •  •  •)     p*  (9  +  a)m  (9  +  /S)" . . . 

en  Bemerkungen,  welche  früher  über  die  in  Formel  62)  auf 
3  vorkommenden  Constanten  gemacht  wurden,  ersieht  man 
dass  &,  m,  »1,  etc.  reelle,  positive  die  Null  übersteigende  Zahlen, 
ass  Q>  Q  ~\-  ai  Q  ~\-  ßi  etc.  entweder  positive  oder  solche  com- 
Zahlen  sein  müssen,  deren  reelle  Bestandteile  positiv  und  von 
rerschieden  sind. 

)as  Vorkommen  einer  Reihe  willkührlicher  Constanten  p,  «,  ß, 
etet  den  Vortheil,  aus  der  Gleichung  3)  beliebig  viele  ähnliche 
jln  ableiten  zu  können;  man  erhält  letztere-,  wenn  man  die 
mng  3)  in  Beziehung  auf  die  eine  oder  andere  jener  Constan- 
ehrmals  differenzirt  oder  integrirt.  Die  Differentiation  nach 
$.  führt  unter  Beachtung  der  Formeln 

du         TT  dlU         _,  .         n/1     .       , 

gendem  Resultate 


// 


(l-g  —  y  -■•)*-  l^-ly—l... 


\k)r(m)r (»)...  (Jfc    .     w     ,      n      .     1  1 


■P   I     w     I      »      I      }_ 
..)lp  "ro+«"rp|-/Sl'T"  lp*< 


1  +k  +  m  +  n..)\  p    '  p+a  '  P  (-0  '      Jp*(p+«)"»(0+/3) 


1» 

... 
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und  überhaupt  kann  man  durch  eine  Ä-malige  Differentiation  nac 
den  Werth  des  Integrales 


// 


(1  —  »  —  y y-lxm-lyn-l 

dxdy... 


vollständig  entwickeln. 

Lässt  man  in  Nro.  3)  p  -f  £  an  die  Stelle  von  Q  treten,  mui- 
tiplicirt  beiderseits  mit  th~~1dt  und  integrirt  von  t  =  0  bis  tf  =  oot 
so  kommt  linker  Hand  zu  den  bisherigen  Integrationen  noch  folgende 
hinzu 


/ 


th-*dt 


{t  +  Q  +  ax  +  --)k  +  m  +  ' 

_  JT(ft)  r(Jfe  —  fe  +  w»  +  .  •) 


deren  Werth  hier  nach  Formel  63)  auf  S.  273  entwickelt  isi  Auf 
der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  erhält  man,  abgesehen  von  den  con- 
stanten  Factoren,  das  Integral 

(t  +  Q)k(t  +  Q  +  «)™ (t  +  Q  +  ß)» . . .  ~~  J  uk(u+a)m(u+ß)n.- 

0  0 

worin  t  =  u  —  Q  gesetzt  wurde.  Nach  diesen  Bemerkungen  er- 
giebt  sich 

Ö)         /    /••7 — ; rs — 7 — r. — h^\     ■-      dx  äy- 

J  J        (o  +  ax  +  ßy  +  ••)*" *  +  ";  +  "  +  '•  9 

r(k) r(m) J»  .  .  .  p       (u  —  o?-1  du 

~ nh) rgc  —  Ä  -f  m  +  n  +  •  •)  7  z^(«+ «)"»(% +  /3)"...' 

wo  Ä  jede  positive  Zahl  <C  &  -f"  m  +  w  4"  *  *  *  8ein  darf. 

Die  bisherigen  Formeln  können  durch  Aenderung  von  a?,  y,  £,  etc. 

etwas  verallgemeinert  werden.     Ersetzt  man  z.  B.  x,  y,  2,  etc.  durch 

x       qj       z 

— ,    ■—,    — ,    etc.  und  gleichzeitig  «,  0,  y,  etc.  durch  aa,  b|8,  Cft 

etc.,  so  beziehen  sich  nunmehr  die  Integrationen  auf  alle  der  Be- 
dingung 

■  o^£  +  £  +  f +  ---£i 

—  a         o         c 
genügenden  positiven  x,  y,  #,  etc.,  und  dann  wird  aus  Nro.  3) 
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C  C      /         x       y  V-1         xm~~lyn~~'i"dxdy... 

J  J       \        TT      T"         /        (Q+ax+ßy  +  ..)*  +  ■•  +  «  +  •• 
r(Ä)  r(m)  i» . . .  amb».... 


r(k  +  w  +  n  H )     p*(p  -faa)m  (p  -f  60)"  .... 

id  ans  Nro.  5) 

ff     /*__#_    y-i  xm-lynl...dxdy... 

J  J  "\        a       b         /       '(Q  +  ax+ßy  +  - ..)*-*  +  »+»+•• 

f(fc)  T(m)  JT(n) . , .  a™  &»  . . .      /"  (u  —  p)Ä  - 1  du 


r(Ä)jT(fc  —  fc  +  w  +  nH ),/  iT*(w  +  o«)w(«  + 1/3)*. . . 

Ersetzt  man  in  Nro.  3)  und  Nro.  5)  x,  y,  etc    durch  f  —  j  , 

r-1  ,  etc.,  gleichzeitig  a,  /S,  etc.  durch  a2a,  b2/5,  etc.  und  m,  n,  etc. 

Lrch  \m,  \n,  etc.,  so  beziehen  sich  die  nunmehrigen  Integrationen 
if  alle  die  Bedingung 

.S(£y  +  (l)-  +  (i)-  +  ...a, 

füllenden  positiven  x,  y,  z,  etc.,  und  dann  entstehen  die  folgenden 
>rmeln,  in  denen  i  die  Anzahl  der  Integrationen  bedeutet, 

ff    (\  _£!_?!_  y-i  xm~1yn-l...dxdy... 

_*r(A;)r(»r(in) q"5".... 

"~2«r[Ä+i(wi  +  w+..)]  '  Q'iQ+tfvy^iQ+frß)1'**  ...' 

IXk)r(lm)r(ln)..amb»..         f  (u  —  Q)h~ldu 

ispielweise  erhält  man  für  t  =  3,  k=l,m  =  n=.p  =  1  aus 
o.  8) 

r  r  r dxdyde 

'  J  J  J  (Q  +  ax*  +  ßy*  +  y**)* 

jr  abc 

-6"9V(o  +  a2«)(p  +  ^)((>  +  o2y) 
d  aus  Nro.  9)  wenn  s  —  h  =  q  gesetzt  wird 
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11)  f  f  f  äxdydz 

J  J  J  (Q  +  *x*  +  ßy*  +  ye*)i 

_      Vx*abc         P  (u  —  Qfl*-*du 


•)  Die  besonderen  für  X;  =  1,  £  =  l,«  =  /5  =  y..  =  0  aus  Nro.  3), 
6),  8)  etc.  entstehenden  Resultate  hat  Lejeune  Dirichlet  in  den  Abhand- 
lungen der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841)  S.  61  nach  einem 
anderen  Verfahren  entwickelt,  welches  später  auseinandergesetzt  werden 
soll.  Für  a  =  b  =  c  .  .  .  =  1,  k  =  y2,  m  =  n . . .  =  1  folgt  aus  Nro.  9) 
eine  specielle  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  Bd.  XII,  S.  60  (Nro.  15)  an- 
gegebene Formel.     Die  obigen  allgemeineren  Formeln  dürften  neu  sein. 


8Afl)A|  —  Q)J  uV(u  +  a*a)(u  +  b*ß)(u  +  c*y) 

Hiernach  lässt  sich  die  Masse  von  dem  Octanten  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  bestimmen,  innerhalb  dessen  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle 
xyz  durch  den  Ausdruck 

1 

gegeben  ist.  Für  p  =  §  führt  nämlich  die  Formel  10)  unmittelbar 
zur  gesuchten  Massenbestimmung;  für  0<|?<|  ist  die  Formel  11) 
ebenso  direct  anwendbar.  Im  Falle  p^>\  lässt  sich  p  in  eine  ganze 
Zahl  n  und  in  einen  zwischen  0  und  §  enthaltenen  Rest  q  zerlegen;  j 
man  benutzt  dann  zunächst  die  Formel  1 1)  und  differenzirt  nachher 
(n —  l)mal  nach  Q,  wobei  es  unter  Umständen  gerathen  ist,  vorder 
Differentiation  u  =  qv  zu  substituiren. 

In  den  Formeln  3),  4),  5)  kann  man  noch  etwas  allgemeiner 
die  Grössen 

x,  y,  .  .        «,        ß,  .  .     tn       n,  .  . 

/x\m     /y\n  ,    a        m      n 

durch      (ä)'    (£)'•    """'    bnß-    «'.«'•• 
ersetzen;  man  gelangt  damit  zu  Formeln,  worin  sich  die  Integratio- 
nen auf  alle  der  Bedingung 

'S©"'®"*®'*"*1  • 

genügenden  positiven  x,  y,  z,  etc.  beziehen*). 

B.  Um  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  der  vorigen 
Resultate  zu  gelangen,  setzen  wir  voraus,  dass  der  Werth  irgend 
eines  vielfachen  Integrales 

J  J  J  - •/(*»  y*  *,-•-)  äxdy  &b  ... 
bekannt  sei,  worin  die  Variabelen  alle  mit  der  Bedingung 
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O^J  +  |  +  f  +  ••  -:gl 

a         0         c  — 

verträglichen  positiven  Werthe  annehmen  sollen;  der  Integralwerth 
hängt  dann  n.  A.  von  a,  6,  c,  etc.  ab,  und  es  sei  z.  B.  bei  drei  Ver- 
änderlichen 

12)  F(a,  6,  c)  =J  J  Jf(x,y,  e)  dx  dy  dz. 

Hinsichtlich  der  Function  F  bemerken  vir  im  voraus,  dass  sie  für 
a  =  0,  6  =  0,  c  =  0  verschwindet,  denn  nimmt  man  erst  b  =  c  =  a, 
so  ist 

a     a— ar      a— *— y 

F(a,a,a)  =J  J      J  f(x,  y,  e)  dxdydz, 
00         0 
und  daraus  ergiebt  sich  jene  Behauptung  sofort  für  a  =  0. 

Im  Folgenden  mögen  a,  /9,  y  positive  echte  Brüche  bedeuten, 
ferner  sei  zur  Abkürzung 

0  =  (l  -  o)  x  +  (l  -  ß)  y  -f  (1  -  y)  e, 

endlich  bezeichne  (p(u)  eine  beliebige  Function  von  u,  9>'(«*)  ihren 
Differentialquotienten.  Handelt  es  sich  nun  um  die  Reduction  des 
vierfachen  Integrales 

7  =ffff«x>  «>  *  "'(^TTl)  ÖTTÖ'  dx  dy  de  dt' 

seorin  die  Variabelen  alle  positiven  der  Bedingung 

13)  O^ac  +  y+f.+  t^l 

genügenden  Werthe  erhalten  sollen,  so  hat  man  die  doppelte  Wahl, 
entweder  mit  der  Integration  in  Beziehung  auf  t  oder  mit  den  In- 
tegrationen nach  x,  y,  z  anzufangen.     Für  den  ersten  Fall  ist 

1      1—  x      1  —  x —  y  1  —  x—y  —  * 

•       0  0  0 

und  bei  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration 
1     1—  x     1— «  —  y 

v=ff  //(*.  *  •)  *«  *>  4°  (y  (x  l~;r;f ::;,)  -  H- 

000 

Die  noch  übrigen  Integrationsgrenzen  entsprechen  der  Bedingung 

O^x  +  y  +  zg:  1, 
man  hat  daher  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  unter 
Anwendung  von  Formel  12) 
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14>  v=ffff(*>y>**p  (,1 « x~ßyZeYey* '» " 

-  F(l,  1,  1)9(0) 

Will  man  dagegen  zuerst  nach  x,  y,  e  integriren,  so  ist  es  zweck- 
mässig, erst  die  Substitution 

15)  T+1  =  M'    (T+l^** 

vorzunehmen  und  dann  zu  schreiben 

V=    I  (p'(u)du  I    I    I  f(x,y,z)dxdydz. 

Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  6  und  t  positiv  sind,  so 
erhält  u  nur  positive  echt  gebrochene  Werthe  inclusive  u  =  0  und 
u  =  1,  wie  die  Fälle  £  =  0  und  ö  =  0  zu  erkennen  geben;  die 
Grenzen  für  u  sind  demnach  u  =  0  und  u  =  1.  Um  ferner  die 
Grenzen  für  x,  y,  z  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  aus  Nro.  15)  ge- 
nommenen Werth 

6u    (1  —  a) ux  +  (1  —  ß)  uy  -\-  (1  —  y) uz 

1  —  u  1  —  u 

in  die  Integrationsbedingung  13)  ein  und  erhalten 

o  *  A~ au)x  +  (l—  ßu)v  +  (l  —V'*)*  ^  . 

=  .  1  —  w  = 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist 
i 


V =  I  <p'{u)du  I    I    I  f(x,y,z)dxdydz, 


Q<— ^—  +        ^         +        *        <1, 

1  —  au        1 — ßu         1  —  yw 

und  hier  ergiebt  sich  unmittelbar  zufolge  der  Bedeutung  von  Ffa^c) 

in  Nro.  12) 

i 

V=  I  <p'(u)du.F(- , — , ). 

J  \1  —  olu     1  —  ßu     1 — yw/ 

Durch  theilweise    Integration   unter   Rücksicht    auf  die   Gleichung 

jF(0,  0,  0)  =  0  findet  man  weiter 

i 
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urch  Vergleichung  mit  Nro.  14)  die  Reduction  eines  neuen 
q  Integrales  folgt.  Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich 
Pachtungen  gleichförmig  auf  beliebig  viele  Variabele  aus- 
assen  und  dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 
r  positive  x,  y,  z,  etc.  der  Werth  des  Integrales 


ff! 


•  /(^i  y,z,..)dxdydz..=  F(a,  6,  c, . .), 

0<£  +  f  +  J?-  +  ...<i 
"—  a         b         c  — 

ist,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel 

CT  .     /l — x  —  y  —  z — \ 

1 

/__, /l  —  u         1—  u         1—  u       \     /N. 
\\—au     1—  ßu      l  —  yu      J*K  ' 

o 

0^a?  +  ^4-£f-|-...^l. 

*an  knüpft  sich  ein  zweites  Resultat.  An  die  Stelle  einer 
q  Function  (p(s)  kann  man  immer  eine  andere  Function 
eiche  innerhalb  eines  gegebenen  positiven  Intervalles  $  =  A0 
i  mit  (p(s)  identisch  ist,  dagegen  für  alle  ausserhalb  jenes 
?s  liegenden  positiven  s  verschwindet.  Das  Mittel  hierzu 
e  Fouri er' sehen  Theoreme;  schreibt  man  nämlich  statt  qp  (s) 
ade  neue  Function  von  $ 

00  <Jl 

tl>(s)  =  —  /  cosscodeo  I  q>(t)co$&tdt, 

o  So 

der  That  für  alle  s  innerhalb  des  genannten  Intervalles 
)  (s)j  und  für  alle  s  ausserhalb  jenes  Intervalles  ^(s)  =  0. 
merkung  lässt  sich  in  Formel  17)  zweimal  anwenden,  links 

1  —  x  —  y  —  z  —  ••• 

8  =  * 


1  —  ax  —  ßy  —  yz  —  ••• 

rs  =  M.  Betrachtet  man  jedes  Integral  als  Summe  seiner 
,  so  erhalten  linker  Hand  alle  diejenigen  Summanden,  welche 
lgung 

1  —  rc  —  t/  —  z  —  ••• 

1 — ax  —  ßy  —  yz  —  •• 

füllen,  den  Factor  Null,  mithin  bleiben  nur  noch  die  der 
iden  Bedingung  genügenden  Elemente  übrig,  d.  h.  die  In- 
en erstrecken  sich  bloss  auf  alle  der  obigen  Ungleichung 

milch,  Analysis.    IE.  31 
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entsprechenden  x,  t/,  e,  etc.  Rechter  Hand  fallen  analog  die  Ele- 
mente weg,  welche  ausserhalb  des  Intervalles  A0  bis  k\  liegen,  mit- 
hin geht  die  Integration  nur  von  u  =  X$  bis  u  =  A1#  Beachtet 
man  noch,  dass  die  Ungleichung  18)  in  zwei  Ungleichungen  zerlegt 
werden  kann,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Aus  der  Formel  16)  folgt, 
wenn  A0  und  kx  positive  echte  Brüche  bedeuten 

19)  fff-  •  /(*>  *  *>-)(p  d  l7*-ß9Z\~l . .) ***- 

F'(- , -jr- , rA<p(u)du 

\1  —  au      1—  ßu      l  —  yu     / 

(1  -  aXQ)x  +  (1  -0Ao)y  +  (1  --  yh)*  +  ••<!  —  4>, 

(1  -«Ai)«  +  (\^ßl1)y  +  (l-yA1)^  +  --->l~A1; 

für  A0  =  0  und  Ax  =  1  wird  daraus  wieder  die  Formel  17). 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

die  Formel  6)  giebt  dann  für  &=1,  p=l,  «  =  /3  =  0,  m  =  n=\ 

F(a,  b)  =  jrVo^ 
mithin  ist 

F  /  1—  m         1  — tf\  _  ar(l  —  ti) 

\j  —  a^'     l  —  ßu)        V(i-.aw)(i— ^w)' 

W1-*      i-^\  g/l-g         l-/?\  1  _ 

Vi  — «w,l— /Jwy  2\1— aw"1"!— /Jm/V/(1— att)(l— /}u/ 

und  nach  Nro.  1 9)  hat  man  für  den  Fall  qp  (w)  =  u~  V* 


//v 


1  —  ax  —  0#      (faefy 
1  —  #  —  ^         V#y 

1—ß  \ du 


2J      \l  —  au        l—ßu)yu(i—au)(i—ßuy 

(l-«A0)a!  +  (l-/JAo)y<l-A0,  (1— «A,)s  +  (1  —  /3A1)y>l-A1. 
Ersetzt  man  die  Grössen 

as,      #,      w,      a,      ß,      A0,      Al 

durch  |,    £,    «s,     «»,     02,      A0S,      A», 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 
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a*x*        /3»y* 
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1--^-- 


aa        6* 


ii 


(1  -  at A»)  5j  +  (i  _ 0» A0»)  iL  <  i  _  A«, 
(1  -  «•*■)  ^  +  (1  -0U/)  L"  >  1  -  A», 


welche  in  dem  Falle,  wo 

genommen  wird,  zur  Complanation  einer  ellipsoidischen  Viertelzone 
führt.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  für  \Z  auf  S.  350 
überein,  und  zwar  ist  Ao  =  u^ ,  Ax  =  Uq. 

Weit  allgemeinere  Formeln  ergeben  sich,  wenn  man  inNro.  19) 

. xm^1pn~1eP'ml ... 

/(s,y,*,..)  —  (f +  a^+^;y  +  y^  +  . ..)!  +  «  +  .+.. 

setzt  und  die  Formel  6)  benutzt ;  est  ist  dann 

F(ahp      ._        i>Qi»...  tf»ft».... 

l  »°»c»-^— r(l  +  m  +  n  +  --)  '  <>(o  +  aa')m(e  +&0')'1.-. 
Führt  man  die  Abkürzungen  ein 

ap  +  a'  =  a.2,      ß$  +  ß'  =  ß2l 

fio  hat  man 

—  u         1  —  w         1  —  u 


'(■£ 


au1    1  —  ßu  '    1  —  yw  ' 


) 


(1    —  w)™  +  n  +  p  +  -.- 


_       T(w)  T(n) . . .  _____ 

T(l  +  m  +  n-f  •)'  e(«i  —  a2w)'n(0i  —  /Mn(yi  —  j^*)*. . .' 

wovon  der  DifFerentialquotient  leicht  mittelst  der  Formel 


dv 
du 


v 


dlv 
du 


entwickelt  werden  kann ;  damit  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate : 
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'     J  J        V  \1  — as  —  ßy  —  >•  )(Q  +  a'x  +  ß'y  +  ")1+m+^:' 
r(m)I»...         rV(l  —  u)m  +  n+'-1(p(u)du 


•  •  •  • . 


1— a  1—  ß 

V=  m \-  n  -3 3—  + 

«!  —  a2w  Pi — ß2u 

worin  die  Integrationsbedingungen  für  x,  y,  etc.   dieselben  sind  wie 

in  Nro.  19).     Selbstverständlich  lässt  sich  auch  diese  Formel  noch 

x       y 
etwas  erweitern,  wenn  x,y,  etc.  durch  — ,    -f-  etc.  oder  allgemeiner 

a       o 


/x\m    /y\n 
durch  ( — J   ,  (  —  J  etc.  ersetzt  werden. 


Für  p  =  1,  «  =  a'  =  /9  =  /J' ...  =  0  entsteht  eine  specielle 
Formel,  die  sich  mittelst  der  Substitutionen  u=  1  —  v ,  <jp  (1 — «;)=^(v), 
1  —  Ä0  =  «i,  1  —  Aj  =  Xo  folgendermaassen  darstellen  lässt: 

21)      /   /  ..x™-  v1-*  (x  +  y  +  ")  <&%.. 

r(m)T(w)..    C*         .        ,     ,%, 

r(m  4- »  +  ••)*/ 

«o  <«  +  «/  +  *  +  •  •  •  <  *1- 

Setzt  man  bei  zwei  Variabelen  m  und  w  als  echte  Brüche  voraus, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen ,  und  nimmt  man  weiter  x0  =  0, 
Xj  =  x,  ip  (v)  =  W  (v),  so  erhält  man  noch  die  Formel 

/*  As— »y  -  V' (x  + «/) dx dy  =  -r£—  [V(%) -  V(0)], 

0       0 

welche  mittelst  der  Substitutionen  x  =  x  —  §,  y  =  g  —  fy 
^P*(x —  r)  =  <Jp(?f)  übergeht  in 

0  0 

Daraus  lässt  sich,  wenn  t/>(|)  den  Werth  des  ersten  (nach  v\  genom- 
men) Integrales  bezeichnet,  folgender  Satz  machen:  Sind  zwei  Func- 
tionen tp  und  ^  so  von  einander  abhängig,  dass 
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so  erhält  Aan  umgekehrt  <p  ausgedrückt  durch  1p  mittelst  der  For- 
mel *) 

x 

24)  <p  (x)  -  <p  (0)  =  ?^f(*  -  l)m  ->  *  (I)  äl 

0 

C.    Wegen  einer  nachherigen  Anwendung  betrachten  wir  zu- 
nächst das  einfache  Integral 

271 

Jil>(acosO  +  bsinO)dO. 

o 
Setzt  man  

a  =  hcosy,        b  =  hsiny,        h  =  Va*  +  62, 

so  wird  jenes  Integral  zum  folgenden 

in  in—y 

I  il>[hcos(0  —  y)]dd  =  I  il>(hcosrj)  drj, 

0  — y 

wobei  0  —  y  =  rj  substituirt  wurde.     Das  auf  ^  bezügliche  Inte- 
gral lässt  sich  nach  dem  Schema 


*)  Die  Resultate  unter  Nro.  19)  und  20)  dürften  neu  sein.  Für  g  =  1, 
a*  =  ß*  .  .  .  =  0,  X0  =  0,  *!  =  1  entsteht  aus  Nro.  20)  eine  specielle  von 
Catalan  in  Liouville's  Journal  de  Mathematiques  angegebene  Formel; 
älter  ist  die  von  Liouville  herrührende  Formel  21).  Den  in  Nro.  23)  und 
24)  liegenden  Satz  hat  Abel  gefunden  (Cr  eile 's  Journal,  Bd.  I,  S.  153)  und 
daran  folgende  dynamische  Betrachtung  geknüpft.  Wenn  sich  ein  Punkt  nur 
in  Folge  der  Schwere  auf  einer  vertical  gestellten  Plancurve  tierabbewegt, 
bei  welcher  zwischen  der  Abscisse  x  und  dem  Bogen  8  die  Gleichung*  =  g>(x) 
besteht,  so  entspricht  der  Fallhohe  h  die  Fallzeit 

h 


t  =      1       r<P'{%)dx 


o 

man  erhält  demnach  t  ausgedrückt  durch  h.  Verlangt  man  umgekehrt  die 
Carve,  für  welche  t  eine  gegebene  Function  von  h  ist,  etwa  t  =  »J'(Ä),  so 
muss  8  durch  x  ausgedrückt  werden  und  dann  giebt  die  Formel  24) 

VF 


Vtg  pi>(h)dh 


0 


woraus  auch  die  Gleichung^/Iel*  gesuchten  Curve,  nämlich 

V  =  /  V  [>'(#)]* -i  •  dx 

hergeleitet  werden  kann. 
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27T  — V  0  7T  271  in  Ä 

— y  — y        o  71  271  —  y 

zerlegen,  und  wenn  man  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  17  =  —  £, 
im  zweiten  ^  =  -}-  g,  im  dritten  und  vierten  v\  =  2jt  —  5  setzt, 
so  hebt  sich  das  erste  Integral  gegen  das  vierte,  und  das  zweite  wird 
gleich  dem  dritten.  Nach  diesen  Bemerkungen  ist ,  wenn  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  0  für  £  geschrieben  wird, 

2ti  n 


/■ 


Wir  beschäftigen  uns  ferner  mit  der  Transformation  des  Dop- 
pelintegrales 


// 


S  =        I  f(k*  +  u*  +  v2)<p(x  +  lu  +  iiv)  dudv. 


—  00    —00 


Die  Einführung  zweier  neuen  Variabelen  r  und  0  mittelst  der  Glei- 
chungen u  =  rcosO,  v=rsind  giebt 

oo       27V 

8=1     //(fc2  +  r2)qp(x  -f~  krcosO  +-  (irsind)rdrdO; 
o      o 
hier  lässt  sich  die  Formel  25)  für  ^ (ß)  =  q>  (x  -f-  #),  a  =  Ar,  6=/^ 
anwenden,  und  es  ist  daher 


oo       71 


S  =  2J    Jf(W  +  r*)(p(K  +  Vk<>'+[i*.rcosO)rdrdO% 
o      o 
Kehrt  man  in  dieser  Formel  zu  den  ursprünglichen  Variabelen  wund 
v  zurück  und  stellt  die  erste  und  letzte  Form  von  S  zusammen,  so 
hat  man 


26) 


// 


f(Jc2  -\-  u2  +  v*)*p(n  +  Au  +  pv)dudv 


— oo  — oo 

00         00 


=  2  /    //(fc2  +  tt2  +  v*)  g)(x+  VA2  -f-  ji2 .  tt)  d u  tf  0. 

—  oo  0 

Der  Vortheil,  welcher  bei  dieser  Transformation  erreicht  worden  ist, 
besteht  darin,  dass  rechter  Hand  die  Function  <p  nur  die  eine  Va- 
riabele  u  enthält,  während  auf  der  linken  Seite  u  und  v  in  tp  vor- 
kommen. 
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Hiernach  lässt  sich  nun  auch  das  dreifache  Integral 


-/// 


T=  f(x*  +  y*  +  z*)(p(ax  +  ßy  +  y*)dxdyd* 


—  00   —00   —00 


wesentlich  reduciren.     Wendet  man  zuerst  die  Formel  26)  auf  das 
nach  y  und  e  genommene  Doppelintegral  an,  indem  man 

h  =  x%  u  =  y,  v  =  z,  x  =  ax,  A  =  ß,  (i  =  y 
setzt,  so  hat  man  zunächst 

T=2J  J  JfW  +  y2  +  **)<p{«x  +  V/T2  +  Y*.y)dxdyds; 

— oo  —oo  0 

ferner  ist  die  Formel  26)  wieder  auf  das  nach  x  und  y  genommene 
Doppelintegral  anwendbar  mittelst  der  Substitutionen 

Je  =  z,  u  =  x,  v  =  y,  x  =  0,  A  =  a,  f*  =  Vß2  +  y2, 
und  es  ergiebt  sich 

r    j*    j*  

T—4:J     I    I  f(x*  +  y*  +  z*)tp(Va*-\-ß*  +  >y*.x)dxdydz, 

—oo   0       0 

Wo  nun  die  Function  (p  nur  die  eine  Variabele  x  enthält,  während 
sie  ursprünglich  ff, y,z  enthielt. 

Man  übersieht  augenblicklich,  wie  sich  dieses  einfache  Verfah- 
ren auch  bei  mehr  als  drei  Variabelen  ausführen  lässt;  bezeichnet 
überhaupt  n  die  Anzahl  der  Variabelen,  und  wird  zur  Abkürzung 

27)  Q  =  V«2  +  ß2  +  72  + 


•        •        •  X 


gesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung 

CP         CO         OD 

28)    f  J  J ..f(x*  +  y*  +  z*  +  ~)(p(ax+ßy  +  ye  +  -)dx<iyde.. 


—  00  —  00  —00 

CO 


r  P  P 

=  2*-1/     /     I  ..f(x'i+y2  +  z*  +  --)(p(Qx)dxdydz... 

—  oo  0        0 

Hier  ist  noch  eine  bedeutende  Reduction  möglich.     Nach  For- 
mel 21)  hat  man  nämlich  in  etwas  anderen  Buchstaben 


h 


r(v  +  a  +  •')  j 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 
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0  <  n  +  t  +  •  •  •  <  * 

genügenden  17,  (,  etc.  beziehen.     Nimmt  man  hier  p  =  q  .  •  .  =  5, 
h  =  00 ,  ßubstituirt  ferner 

V  =  02,  t  =  z2, ,    v  =  y* 

« 

und  setzt  n  —  1  Variabele  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 

OD 

..F(y2  +  z2  +  ..)  dy  dz.. 


ff 


welche  auf  das  nach  y,  z,  .  .  .  genommene  (n  —  1)  fache  Integral  in 
Nro.  28)  anwendbar  ist,  wenn  F(t)=f(x2  -\-  t)  gesetzt  wird.  Nach 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


///■ 


•  •/(&*  +  V2  +  *2  +  •  *)  9(aaJ  +  ßy  +  y*  +  •  0  äx dy  de. 


-■"00  «00  —00 


2wVs(n-l)      P    /*■ 
Um  diese  Formel  noch  etwas  zu  verallgemeineren,  lassen  wir  linker 

X  fi  z 

Hand  — ,    -=-.     — .  etc.  an  die  Stellen  von  x,  y,  z.  etc.  und  «?leich- 
a       0       c 

zeitig  a«,  bß,  cy,  etc.  für  a,  0,  y,  etc.  eintreten;  es  wird  dann 

29)  f  ff  ■-f($+&+$+'')'i>(ax+py+'>'z+--)dxdyd'" 


—00  —00  —00 


q  =  Va*a*  +  b2ß*  -f  c2y2  -}-  •  • 

Denkt  man  sich  anstatt /(s)  eine  andere  Function  von  s  gesetzt, 
welche  für  s  <  1  mit  /(s)  identisch  ist  und  für  s  ^>  1  verschwindet, 
so  fallen  aus  dem  Integrale  linker  Hand  alle  Elemente  weg,  bei  de- 

x2        y* 

nen  —  +  —  4-  etc.  mehr  als  die  Einheit  beträgt ,  und  daher  be- 
a2        52  ° 

ziehen  sich  die  Integrationen  nur  noch  auf  alle  positiven  und  nega- 
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tiven,  die  Bedingung  -r  +  ?«  +  etc.<;i  erfüllenden  tf,y,  etc.  Ebenso 

a*        o 

verschwinden  rechter  Hand  alle  Integralelemente,  bei  denen  05s+  y*  ^>1 
wird,  und  daher  erstrecken  sich  die  Integrationen  *iur  über  die  po- 
sitiven und  negativen  05,  sowie  über  die  positiven  y,  welche«8  +  y2  <C  1 
lassen,   woraus  die  Integrationsgrenzen  x  =  —  1  und  x  =  +  1> 

y  =  0  und  y  =  -f  Vi  —  «2  folgen.  Nach  diesen  Bemerkungen 
zusammen  ist 

3o)/y/'-/(s+s+7'+,'),!('(a*+/3y",",'*+'*)<tod2'^" 

2jrV«o»-i)a&c..     /*    r1_* 

Im  speciellen  Falle  n  =  3  giebt  dies,  wenn/(s)  =  F'(s)  gesetzt 
wird, 

31)       fffF($  +  S  +  ?)»(M  +  /»»  +  y^*drjrdf 


+i 


=  %  abcf[F  (1)  —  F  (s2)]  q>  (q  x)  dx. 
— i 
Nimmt  man  F(s)  =  s,  a  =  b  =  c,  und  substituirt  rechter  Hand 

a?  =  —,so  erhält  man  unter  der  Bedingung 
c 

0  <  s2  +  y2  +  **  <  c2, 
III  <P(ax  ~\~  ßy  ~\-  V*)  dx  dy  de 


c 

=.itj(c*  —  tt2)g>(Va2  +  /S2  +  y2.w) 


rfi« 


—  c 


oder  f  ür  #  =  rcosö,  #  =  rsinöcösco,  #  =  rsind  sinco 

C       71        271 

III  9(a? cosd  +  ßr sind cosg)  +  *yr sind sin(x>)r2sinO dr dO da 


0        0       0 


6 

=  *  /  fc2  — •  u*)  q>  ( V«2  +  ß*  +  y2 .  tt)  dte. 


— c 
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Differenzirt  man  in  Beziehung  auf  c  und  setzt  nachher  c  =  1,  so 

erhält  man  noch 
n     in 

32)       /     /  cp(acosO  -f  ß sin 6 cos (o  -f-  ysindsin(x>)sin&dOd(x> 


o     o 


i 

=  2n  j  tp(Va*  +■  ßi  +  yKu)  du. 
—  l 


Zu  einer  ähnlichen  und  allgemeineren  Formel  gelangt  man,  wenn 
man  in  Nro.  30)  /(s)  =  1«  a  =  b  =  c  .  .  .  setzt  und  für  xt  y,  etc. 
ganz  analoge  Substitutionen  anwendet. 

Läset  man  zweitens  in  der  Gleichung  29)  an  die  Stelle  von 
<p(<J)  eine  andere  Function  treten,  welche  mit  <p(<$)  identisch  oder 
gleich  Null  ist,  jenachdem  0  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  gege- 
benen Intervalles  ö*0  his  6\  liegt,  so  beziehen  sich  linker  Hand  die 
Integrationen  nur  auf  alle  die  positiven  und  negativen  x,  y,  e,  etc., 
für  welche  <J0  <Z  <*%  4"  ßy  +  etc.  <C  <*i  ißt;  ebenso  fallen  rechts 
alle  Integralelemente  weg,  welche  der  Bedingung  ö0  <^  qx  <^  6X 


6n  <Ji 


oder  —  <  x  <Z  —  nicht  genügen.     Diese  Schlüsse  führen  zu  der 
9  9 

Formel 

33)  fff''f(^  +  $  +  $  +  9)9(m  +  ß^  +  r»  +  '')äxdydM.. 


<*l 


=  /n-l\      J    Jf(x2  +  y2)(P(9^)yn-2äxdy1 

<*o  <  a»  +  ßy  +  y*  +  •  •  •  <  <*i- 

Wenn  endlich  die  beiden  in  Nro.  30)  und  33)  vorkommenden 
Integrationsbedingungen  gleichzeitig  erfüllt  werden  sollen,  so  sind 
rechter  Hand  die  für  x  und  y  gefundenen  Bedingungen 

—  1  <x<  +  1,         0  <  y  <  Vi  -  x\ 

-<*<-,  0<2/<oo 

9  9 

ebenfalls  gleichzeitig  einzuhalten.     Dies  geschieht  hinsichtlich  des  y, 

wenn  diese  Variabele  auf  das  kleinere  der  beiden  Intervalle,  also  auf 

0  <  y  <  Vi  —  x2  beschränkt  wird;  bei  x  dagegen  muss  man  erst 

Öo  öi 

unterscheiden ,  ob  die  beiden  Grössen  —  und  —  innerhalb  des  Inter- 

9  9 
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valles  —  1  bis  +  1  liegen,  oder  ob  nur  eine  oder  ob  keine  dersel- 
ben zwischen  —  1  und  +  1  enthalten  ist,  und  nachher  wählt  man 
für  x  das  kleinere  der  beiden  oben  angegebenen  Intervalle.  Für 
solche  positiven  und  negativen  x,  welche  den  Bedingungen 

S4)|    »<(f)'  +  (f)'+(7)'+     •<> 
l    <Jo  <  «s  +  ßy  +  y*  +  •  •  •  <  <*i 

gleichzeitig  genügen  sollen,  erhält  man  demnach 

9  irVaO*  —  J)  ah r  C      C 

r(-2")    *    ° 

•  

und  darin  sind  die  Werthe  der  Integrationsgrenzen  x0y  X\  folgende 
für  —  1  <—<  —  <  +  1,     «o  =  — ,    Xi  =  — f 

-L<+1,    s0=--l,    s^-f, 
*  >  +  1,    a*  =  ^,    x,  =  +  1, 

—  >  +  1,    «b=-l,    *i  =  +  1. 

In  dem  sehr  speciellen  Falle  f(s)  =  <p  (6)  =  1,  n  =  3  giebt  diese 
Formel  das  Volumen  derjenigen  Zone  eines  Ellipsoides,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Parallelebenen 

«s  -f-  ßy  +  yz  —  <*o  un(i  a#  +  ßy  +  y*  =  <*i 

enthalten  ist. 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Transformatio- 
nen, welche  mit  den  Integralen  S  und  T  vorgenommen  wurden  und 
zur  Formel  29)  führten,  wörtlich  dieselben  bleiben,  wenn  man  an 
die  Stelle'  von/ (s)(f(6)  eine  neue  Function  F(s,0)  treten  lässt;  im 
Folgenden  muss  man  voraussetzen,  dass  einmal  F(s,  6)  für  alle  der 
Bedingung  0  <  $  <;  1  nicnt  genügenden  S  verschwindet,  und  dass 
sich  andererseits  F(stö)  bei  solchen  6  annullirt,  welche  ausserhalb 
des  Intervalles  <50  bis  6X  liegen;  die  Endfor-meln  sind  dann  wieder 
dieselben  und  enthalten  F  (s,  6)  statt  /  (s)  <p  (<*)  *). 

*)  Die  Formeln  29),  30),  33)  und  37)  sind  vom  Verf.  entwickelt  worden 
in  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Sachs.  Ges.  der  Wissensch.,  Jahrg.  1857, 


- 1  "> 

«0 

9' 

- 1  < 

«0 

9' 

- 1  > 

9' 

492  Die  vielfachen  Integrale. 


IL    Reduction  durch,  simultane  Substitutionen. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  in  einem  mehrfachen  Integrale 
enthaltenen  Variabelen  $,  y,  2,  etc.  gleichzeitig  durch  neue  Variabe- 
len  £,  rjj  £,  etc.  zu  ersetzen,  welche  mit  den  früheren  durch  gege- 
bene Gleichungen  verbunden  sind ,  so  ist  man,  wie  sich  nachher  zei- 
gen wird,  genöthigt,  eine  Reihe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  beliebig  vielen  Unbekannten  aufzulösen.  Wir  schicken 
daher  eine  Erörterung  über  dieses  Problem  voraus. 

Bildet  man  aus  n  verschiedenen  Grössen  a,  b,  c,  .  .  g,  h  die 

Differenzen  zwischen   jeder    Grösse    und   allen    ihren  ^Vorgängern, 

nämlich 

b  —  a, 

c  —  a,  c  —  5,  ' 

d  —  a,  d  —  J,  d  —  c, 


h  —  a,  h  —  5, h  —  g, 

so  besitzt  das  Product  sämmtlicher  Differenzen 

Pn  =  (6  —  a)(c  —  a)(c  —  b)  ....  (h  —  a)(Ä  —  b)  .  .  (ä  —  g) 

die  Eigenschaft,  dass  es  jedesmal  zu  Null  wird,  sobald  man  für  eine 
der  Grössen  eine  der  übrigen  setzt ,  z.  B.  a  statt  b  oder  g  statt  c. 
Der  Grund  dieses  Verschwindens  liegt  einfach  darin ,  dass  bei  jeder 
solchen  Substitution  einer  der  Factoren  von  Pn  in  Null  übergeht. 
Selbstverständlich  kommt  die  genannte  Eigenschaft  von  Pn  auch 
dem  entwickelten  Producte  zu,  z.  B.  für  n  =  3  dem  Aggregate 
P3  =  bc*  —  b*c  +  ca*  —  c*a  +  ab2  —  a2&, 

und  zwar  geschieht  das  Verschwinden  von  Pn  dann  so,  dass  sich  zu 
jedem  Summanden  ein  anderer  findet,  welcher  ihm  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist. 

Aus  dem  entwickelten  Producte  bilden  wir  einen  neuen  Aus- 
druck,  indem   wir  jeden   Potenzexponenten  in   einen  gleichgrossen 


S.  67.  Dass  man  f(s)(p(o)  durch  F(s,o)  ersetzen  darf,  hat  Genocchi  be- 
merkt, Annali  di  science  matematiche  et  fisiche,  compilati  da  B.  Tortolini, 
T.  VIII,  p.  284.  Viel  älter  ist  die  Formel  32),  welche  sich  zuerst  auf  p.  128 
von  Poisson's  Abhandlung  Sur  V  Integration  de  quelques  equations  etc.  in  den 
Memoires  de  Vacademie  de  Paris,  annee  1818  (erschienen  1820)  findet;  sie  wurde 
später  von  Heine  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  ausgedehnt, 
Crelle's  Journal,  Bd.  61,  S.  356. 
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Index  verwandeln,  wodurch  z.  B.  a3b2c7  in  (hb^Oj  und  analog  b8c5 
=  a°bzc5  in  do^c5  ühergeht;  diesen  neuen  Ausdruck  nennen  wir 
Qn.     Hiernach  liefert  z.  B.  P2  =  a°bl  —  a1^  den  Werth 

ebenso  leicht  erhält,  man 

03=00^1^2  — OO&201  +  &0cla2  — ^0C2,al  +  Coalh  *~  C*<**b\\ 

überhaupt  ist  Qn  eine  gewisse  Function  der  w2  Grössen 

°o»     &o»     ße»     •    •     •     <7o>     ^o, 
Älf    b],    Ci,    .    .  •  .    gu    hu 


und  heisst  die  Determinante  derselben.     Man  bezeichnet  sie  ent- 
weder kurz  mittelst  eines  Summenzeichens 

Qn  =  E  (+  dobxCQ       t      .       .  «  0„_2  Ä„-l) 

oder  ausführlicher  durch 

0o,     fy)>      •     •     •      JIq 

au    bu     .     .     .     hi 


Ö»  = 


#n  —  1»&*  — 1»  •       •      Ätt— i 


Die  Determinante  Qn  besteht  aus  n  (n  —  1)  theils  positiven  theils 
negativen  Gliedern,  deren  jedes  von  der  Form  apbq  .  .  .  h8  ist ;  die 
Indices  p,  £,  .  .  .  s  werden  durch  alle  möglichen  Vertauschungen  der 
Zahlen  0,  1,  2,  ...  (n  —  1)  gebildet,  und  dabei  erhält  der  betref- 
fende Summand  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
seine  Indices  durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl 
von  Vertauschungen  entstanden  sind. 

Es  erhellt  nun  leicht,  dass  sich  die  Haupteigenschaft  von  Pn 
unmittelbar  auf  Qn  übertragen  lässt.  Wurde  nämlich  einer  der 
Buchstaben  a,  b,  .  .  .  h  durch  einen  der  übrigen  ersetzt,  so  ver- 
schwand das  entwickelte  Product  P„ ,  weil  jeder  Summand  desselben 
durch  einen  gleichen  und  entgegengesetzten  Summanden  aufgehoben 
wurde;  die  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  stört  weder  die 
Gleichheit  noch  die  Vorzeichen  solcher  Summanden,  mithin  ver- 
schwindet Qn  unter  denselben  Umständen  wie  P„.  Dieser  Satz  lässt 
sich  auch  in  Gleichungen  darstellen,  wenn  man  die  Determinante 
entweder  nach  den  a  oder  nach  den  b  u.  s.  w.  anordnet.  Bezeichnen 
wir  mit  A0Oq  die  Summe  aller  Glieder,  welche  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  a0  besitzen ,    ebenso  mit  Ax  ax   die  Summe  aller  den 
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Factor  0\  enthaltenden  Glieder  u.  s.  w.,  so  können  wir  Qn  folgender- 
maassen  darstellen 

Qn  =  AQa0  4-  Aldi  +  A^(h  +  •  •  •  +  -4n-i«n— 1, 
und  dann  gelten  nach  dem  Vorigen  die  n  —  1  Gleichungen 
0  =  Aob0  +  Axbi  -f  A2b2  +  •  •  •  +  -4n-i  &»-i, 

0  =  AqC*   4  A\  c,    +  A*C2  -f  •  •  •  -f-  An  —  i  Cn-i, 
0  =  A^h*   +  -^1^1    +  A%h^   +  •  •  •   +  -4w-lÄn  — i. 

Mittelst  dieser  Relationen  gelangt  man  rasch  zur  Auflösung  des 
folgenden  Systemes  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n  Un- 
bekannten X,  Y,  Z,  .  .  .  W: 

a0X  +  b0  Y  +  c0Z  +  •  •  •  +  h0  W  =  Äe, 
36)        •   axX  +  bL  Y  +  c,Z  +  •  •  •  +  h  W=  hu 


an-1X  +  bn-1Y+cn-lZ+'-  +  hn-1W=kn-.1. 

Man  multiplicire  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  A0l  die  zweite  mit 
Ai ,  die  dritte  mit  A2  u.  s.  w. ;  die  Summe  aller  Producte  ist  dann 

(il0a0    +   ^lal    +••••    +   An-lO>n-l)X 

+  (A0b0  +  ÄKbx  +  ■•-•  +  An^1bn^1)Y 
+  (A0  c0  +  Ax  cx  + +  iB-iCB-.!)  Z 

+     ...: 

+  (A0h0  +  ii*i  4- +  An-iK-d  W 

=     AqICq    +    -4.1^1    4"    *   *   *   *    4   -An-lftn-1. 

Der  Coefficient  von  X  ist  die  Determinante  Qn;  die  Coefficienten 
von  Y,  Z,  .  .  .  W  sind  zufolge  der  obenerwähnten  Relationen  gleich 
Null,  mithin  enthält  die  Gleichung  nur  die  eine  Unbekannte  X.  Auf 
der  rechten  Seite  steht  gleichfalls  eine  Determinante,  welche  sich 
von  Qn  dadurch  unterscheidet,  dass  h  an  der  Stelle  von  a  steht. 
Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

37)  x  —  ^  ^~  fe°^lCa  *  '  '  hn-^ 

~  2  (4  a0  bx  c2  .  .  .  ä«_i) 

Zur  Bestimmung  von  Y  dient  dasselbe  Verfahren,  wobei  man  Qn  erst 
unter  der  Form  B0  b$  4"  -^i  &i  4"  etc.  darstellt,  die  Gleichungen  36) 
mit  2?o»  -#i»  etc.  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  man  erhält 

y  __  2  (+  floftgCa   .  .  .  fe^-i) 

E  (i  ao^c.2  •  •  •  Än_i) 
Auf  gleiche  Weise  findet  sich 
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7 S  (+  aobikj  .  .  .  few— 1) 

2J  (+  a0öi  C2  .  .  .  ä»_i) 

u.  s.  w.  bis  zuletzt 

w 2  (+  Oo^Ca  .  .  .  gn-2Jcn-i) 

£  (+  OobiCi    .    .   .   <7n-2ÄÄ  —  i) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  n-fache  Integral 

38)  S  =   /    I  .  .  F(t,s,...y,x)  dtds...dydx, 

dessen  Integrationen  in  der  Reihenfolge  x,  y,  .  .  .  s,  t  zu  vollziehen 
sind,  und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  an  die  Stelle  der  bis- 
herigen Variabelen  n  neue  Veränderlicbe  £,  %  .  .  .  <J,  r  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

39)  x  =/o  (|,  17, ...  r),    y  =/i  (f ,  >?,...  *),    e  =/2  (f ,  ij, . . .  r), . . . 

*=/n_i(f,  ?2,  .  .  .  t) 
verbunden  sind.     Nennen  wir  O  (r,  .  .  .  rj,  |)  die  neue  Function  von 
£,  r\%  .  .  .  r,  in  welche  F(f,  .  .  .  y,  #)  nach  Substitution  der  gegebe- 
nen Werthe  übergeht,  und  setzen  wir  ferner 

dt  ds  .  .  .  dy  dx  =  &  dt  dö  .  .  .  drj  d£, 
so  erhalten  wir 

40)  S=  I  J  ..0(r,0,...i],£)acfr  cZ0...dh]dg; 

im  Wesentlichen  kommt  also  das  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  &  zurück. 

Da  sich  die  erste  der  früheren  Integrationen  auf  x  bezieht,  so 
sind  zunächst  y,  z,  .  .  .  t  als  Constanten  anzusehen ,  und  die  n  Glei- 
chungen 39)  enthalten  demnach  die  n  -f- 1  Variabelen  x,  |t  rj,  £, . . .  t\ 
die  Differentiation  giebt  daher,  wenn  die  partiellen  Differentialquo- 

tienten  -r^,    -p,  etc.  kurz  mit  Df/,  D^/,  etc.  bezeichnet  werden, 

dx  =  D|/o  .  dl  +  Dnf0  .dn  + +  #t/o  •  dt 

0  =  D|/x  .  d£  +  D^fi  .  drj  + +  Dt/i  .  dt, 

0  -f  D|/3  .  d|  +  D^/2  .  ety  H +  Dzh  •  <**, 

0  =  D*/»-!  .  d|  +  T>nfn-X  .  dr\  + +  A/«-i  •  <**• 

Um  mittelst  dieser  n  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen 
dx  und  dl;  zu  finden,  benutzen  wir  die  durch  Formel  37)  gegebene 
Auflösung  der  Gleichungen  36),  indem  wir  als  Unbekannte  ansehen 
X  =  d£,  r=  dtj,  etc.  und  Jcq  =  dx,  h  =  fa  .  .  .  =  0  nehmen. 
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Wegen  der  letzteren  besonderen  Werthe  ist  2  (+  fco^i^  •  •  •  Ä«-i) 
=  ko£(-J2  \&i  .  .  .  Ä«— 1),  mithin 

,.  2{±DnA.Difi...BTfn-,) 

nnd  umgekehrt 

dx  _  ^ (+  -Pt/o  •  -Pn/i  ♦  -Dg/»  •  •  •  A/—0  . „ 

Denken  wir  uns  diesen  Werth  eingesetzt  und  in  dem  einen 
vielfachen  Integrale  die  Integration  nach  x,  im  anderen  die  auf  | 
bezügliche  Integration  ausgeführt,  so  sind  zusammen  noch  die  Va- 
riablen y,  z,  .  .  .  t  und  17,  £,  •  •  •  t  vorhanden,  unter  denen  aber, 
wegen  der  jetzt  folgenden  auf  y  bezüglichen  Integration ,  #,  .  .  A 
als  Constanten  gelten.  Differenziren  wir  nun  die  n  —  1  Gleichun- 
gen y  =/i,  z  =/j,  .  .  .  t  =/„_!  in  Beziehung  auf  die  in  Frage 
kommenden  Variabelen,  so  haben  wir  die  n , —  1  Gleichungen 

dy  =  Vnf\  •  dri  +  DcA  .  dt  H +  DTfi  .  dt, 

0  =  Dnf2  .dri  +  DCfi.df;  + +  Dr/2  .  dt, 

0  =  iy„-i  .  dri  +  Dcfn-i  •  dl  + +  2>r/„-i  .  d*i 

aus  diesen  ergiebt  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

Nunmehr  sind  noch  die  Variabelen  £,  5»  9  •  •  •  x  vorhanden, 
in  Beziehung  auf  .welche  die  Gleichungen  z  =f2,  .  .  .t  =/„-i 
differenzirt  werden  müssen;  die  Entwickelung  von  dz  liefert 

de  =      S(±Defs  .  .  .  .  A/.-0      dg- 
Auf  diese  Weise  fortgehend  erhält  man  als  vorletzte  Gleichung 

_  E<±D9f.-t.1>tf»-üJ* 

dS~   ^A/n-O ^ 

worin  ^(+  Dzfn—i)  =  J^r/n— i  ist,  und  als  letzte  Gleichung,  wo 
nur  t  ==/„_!  zu  differenziren  bleibt, 

dt  =  Dr/n-i  •  dr.    . 
Multiplicirt  man  die   für  dx,  dy,  .  .  .  dt  gefundenen  Werthe 
und  beachtet,  dass  der  Nenner  jedes  solchen  Werthes  gleich  dem 
Zähler  des  folgenden  Werthes  ist,  so  ergiebt  sich 

dtds  .  .  .  .  dydx 

—  2(±  Dsfo  .  Dvfi  •  •  •  DTfn-i)dtd6  .  .  .  diq  dl 
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Endlich  wollen  wir  /0,  /i,  .  .  .  /n— 1  ganz  vermeiden,  indem  wir 
dafür  wieder  x,  y,  .  .  .  t  schreiben;  es  ist  dann 

Ä  =  2(±  D$x.  Dny  .  Dt*  .  .  .  Btt\ 

oder  ausführlicher  dargestellt 


41) 


ß  = 


dx 

81' 
de 

81' 


dx 

dy 
dt}' 
dj_ 
dri' 


dx 

8? 
8y 
8g 

8g 


•    •    • 


dx 

dv 

dt 

d* 
dt 


dl  <H  dt         dt 

dV         dy9         dS"'dz 

Der  Factor  &  ist  demnach  die  Determinante  ans  den  n2  par- 
tiellen Differentialquotienten  von  X,  y,  e,  etc.,  genommen  nach 
§,  1?,  £  etc.;  man  pflegt  sie  die  Functionaldeterminante  des 
gegebenen' Gleichungens^stemes  (39)  zu  nennen. 


Bei  zwei  Variabelen  wird 


und  bei  dreien 


8£    d% 


dy 


dx 

dny 


dtKdv'dt;    dndU  +  d^\dndt    dndV 

8£/8£  dy__dy  dx\ 

+  d£\dv'K      dn'd%r 
wie  schon  in  Thl.  I.  bewiesen  worden  ist  *). 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  geben,  setzen  wir  zunächst 
zwei  Variabele  x,  y  voraus,  welche  mit  zwei  neuen  Variabelen  u 
und  v  durch  die  beiden  Gleichungen 


42) 


2 


U2   "T    U2  _   ft2        ,       ' 


Ä2     .  V* 

—    -J =    1 

V2  ^  V2  _  w 


*)  Die  Transformation  eines  Doppelintegrales  hat  Eni  er  gezeigt  in  den 
Nov.  Comment.  PetropoL  XIV  (1759),  I,  pag.  72;  für  das  dreifache  Integral 
gab  Lagrange  die  Bestimmung  von  Sl  in  den  Mem.  dePAcademie  de  Berlin, 
1773,  p.  125.  Die  Theorie  der  Determinanten  und  deren  Anwendung  auf 
die  Transformation  vielfacher  Integrale  ist  von  Jacobi  begründet  worden; 
s.  Crelle's  Journal,  Bd.  III,  S.  253;  IV,  321;  X,  101;  XII,  1;  XXII, 
285  u.  319. 
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oder 

uv  _  V(M»  -  >f)  (>i  - t,*) 

43)  «=T«         »~ Ä 

verbunden  sein  mögen.  Betrachten  wir  für  den  Augenblick  u  und 
v  als  Gonstanten  und  nehmen  u  >  h  >  v,  so  repräsentirt  die 
erste  der  Gleichungen  42)  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  u  und 

V%2  —  7i2,  die  zweite  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  v,  Vh*  — v2; 
beide  Curven  haben  dieselbe  lineare  Excentricität  h=  OF  (Fig. 59), 
mithin  gemeinschaftliche  Brennpunkte.     Einem  mit  dem  Minimal- 


Fig.  59. 


werthe  u  =  h  anfangenden 
und  continuirlich  wachsenden 
u  entspricht  eine  Schaar  con- 
focaler  Ellipsen,  deren  kleinste 
eine  Gerade  von  der  Länge 
2h j  und  deren  grösste  ein 
mit  dem  Radius  u  •=  oo  be- 
schriebener Kreis  ist.  Einem 
von  v  =  h  bis  v  =  0  ab- 
nehmenden v  entspricht  eine 
Schaar  confocaler  Hyperbeln, 
deren  erste  mit  der  rc-  Achse, 
und  deren  letzte  mit  der 
y- Achse  zusammenfällt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  jeder  durch 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  und  y  bestimmte  Punkt  P  auch 
als  Durchschnitt  einer  Ellipse  UP  und  einer  Hyperbel  VP  ange- 
sehen werden  darf,  wobei  Oü  =  u,  OV  =  v  ist.  Nachdem  hier- 
mit die  geometrische  Bedeutung  der  neuen  Variabelen  u  und  fl, 
welche  elliptische  Coordinaten  in  der  Ebene  heissen,  fest- 
gestellt ist,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse 

dx    dy        dy     dx 
du    dv        du     dv 
mittelst  der  Formeln  43)  zu  berechnen;  man  erhält  schliesslich 

44)  ffF(x,y)dxdy 

/r    /uv     V(u*  —  fe2)  (fr2  —  v*)\       (u*  —  v*)dudv 
J      \h  '  h  )  V(u*  — ä*)(ä*  — **)' 

Beispielsweise  sei  das  Integral  linker  Hand  folgendes 


St  = 


ffr. 


dxdy 


©!-(iy 


JA 
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darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven 
"Werthe  von  x  und  y  beziehen,  für  welche  das  im  Nenner  stehende 
Radical  reell  bleibt,  d.h.  geometrisch,  der  Spielraum  des  Punktes  xy 
sei  die  Fläche  eines  aus  den  Halbachsen  OA  =  a  und   OB  =  b 

construirten  Ellipsenquadranten.  Nimmt  man  h  =  V a2  —  b2  oder 
b2  =  a2  —  Ä2,  so  gehört  diese  Ellipse  zu  den  vorhin  erwähnten 
confocalen  Ellipsen,  und  dann  muss  u  von  h  bis  a  wachsen,  v  von 
h  bis  0  abnehmen ;  die  Formel  44)  giebt  jetzt 


ffv 

0  0 

a       h 


dxdy 


-  ©"-  (0 


_      r  r (M2 — V2)  du  dv 

~~~  a   J  J  V(a2  —  u2)  (a*  —  v2)  (u2  —  h2)  Qt2  —  v2) ' 

Der  Werth  des  linker  Hand  stehenden  Integrales  findet  sich 
mittelst  der  Substitutionen  x  =  ciqcosO,  y  =  hg  sind  und  ist 
=  \itab\  man  hat  demnach 

a      h 

f1  P (u2  —  v2)  du  dv 7t_ 

J  J  V(a2  —  u2)  (a2  —  v*)(u*  —  h2)  (h2  —  v2)  ~  2  ' 

wo  nun  a  und  h<^a  beliebige  reelle  Grössen  bedeuten.     Setzt  man 

noch  a  =  1 ,  h  =  einem  echten  Bruch  x,  ferner  Vi  —  x2  =  x' 
und  substituirt 

u  =  Vi  —  x'2sw2#,    #i>  =  x  sm  op, 
so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

=  71  =7T 
2      2 


// 


'(1—  x2sm2op)  -f  (1— x'2sm2#)  —  1  _  *r 


0     ö  V(l  —  *2  sin2  9)  (1  —  x72  sw2  ^)  2  ' 

und  aus  dieser  folgt  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

EE'  +  E'E  —  KE!  =  \it, 

wobei  die  abgekürzte  Bezeichnung  für  die  vollständigen  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  angewendet  ist*). 


*)  Die  obige  Eigenschaft  von  E,  TT,  E\  K'  findet   sich   zuerst   bei  Le- 
ge ndre  im  Traut  des  functions  elliptiqites,  T.  I,  p.  61.      Man  kann  sie  leicht 
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Als  stereometrisches  Gegenstück  zum  Vorigen  mögen  noch  die 
elliptischen  Goordinaten  im  Räume  betrachtet  werden.  Fin- 
den nämlich  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  e  und 
den  neuen  Variablen  t#,  v,  w  die  folgenden  drei  Gleichungen  statt 


45) 


5!    t         y%         I         *'       —  1 
tt*  "1~  ||S  —  ä»  "*"  v»  —  fc* 

i         ^  i  i 

t;»  "*"  v*  —  Ä*  T  -• 

_  J ? I I —  l 

«,2  t-  w,  __  Ä2  -r     ,  __  &2 


tf» 

** 

fc» 

t;» 

£T* 

fc* 

so  ist  der  Punkt  rcys  der  Durchschnitt  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung.     Unter  den  Voraussetzungen 

tf  >  fc,  k  >  t?  >>  Ä,  Ä  >>  10 

ist  die  erste  Fläche  ein  Ellipsoid,  die  zweite  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, welches  sich  in  der  Richtung  der  z  erstreckt,  die  dritte  ein 
getheiltes  Hyperboloid,  das  in  der  Richtung  der  x  unendlich  fort- 
geht;  alle   drei  Flächen  haben  dieselben   linearen  Excentricitaten 

Ä,  fr,  V&2  —  h2  und  sind  demnach  confocal.  Lässt  man  u  von  sei- 
nem Minimalwerthe  k  an  wachsen,  so  entsteht  eine  Schaar  von  Ellip- 
soiden,  deren  erstes  ein  elliptisch  begrenzter  Theil  der  xy-  Ebene 
und  deren  letztes  eine  unendlich  grosse  Kugel  ist.  Einem  von  h 
bis  h  abnehmenden  v  entspricht  ferner  eine  Schaar  einfacher  Hyper 
boloide;  das  erste  derselben  fallt  mit  der  xy- Ebene,  das  letzte  mit 
der  #£- Ebene  zusammen.  Lässt  man  endlich  w  von  h  bis  0  abneh- 
men, so  entsteht  eine  Schaar  getheilter  Hyperboloide ,  deren  erstes 
in  die  xz- Ebene  und  deren  letztes  in  die  yz- Ebene  fällt. 

Aus  den  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  und  t#,  v,  tv  erhält  man 

46)  •=«"• 


V~  äVä2  —  äs  '      ~~  kVk*—h* 

wobei  zur  Abkürzung  sein  möge: 


dadurch  verificiren,  dass  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  und 

dE    dF 

hierbei  die  auf  S.  295    und   296    angegebenen    Formeln    für  -j— ,  -j—  nebst 

der  Gleichung  xdx  =  —  x'dxf  benutzt. 


-/// 
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IV«1  —  h2  =  m,        Vu*  —  Je2  =  tta, 
W  —  Ä»  =  *lf  VÄ2    —  V2  =  t>2, 

Vh2  —  w2  =  «?!,        Vfc*  —  w2  =  w2. 

Durch  Berechnung  der  Functionaldeterminante  gelangt  man  nun 
zu  folgender  Transformation 

48)  j J JF  (x,  y,z)dxdydz 

',           N  (u2  —  v2)  (u2  —  w2)  (t;*  —  w*)  ,    ,    , 
®  (t*,  v,  w)  - ^ ^ '-  du  dv  dw. 

Als  Beispiel  diene  der  einfache  Fall  F(xt  y,  £f)  ==  1,  wobei  die 
Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 

•<(t)'+ ({)•+(#<.■ 

genügenden  x,  y,  z  ausgedehnt  werden  sollen;  das  Integral  linker 
Hand  bedeutet  dann  das  Volumen  von  dem  Octanten  eines  aus  den 
Halbachsen  a,  &,  c  construirten  Ellipsoides,  besitzt  also  den  Werth 

\icabc:    Nimmt  man  rechter  Hand  h  =  ya2 —  6a,  Je  =  Va2  —  c2 

oder  

b  =  Va2  —  fc2,  c  =  Va2  —  Je2, 

so  gehört  dieses  Ellipsoid  zu  der  vorhin  erwähnten  Schaar  confo. 
caler  Ellipsoide,  und  es  ist  dann  u  von  Je  bis  a,  v  von  Je  bis  h,  w 
von  h  bis  0  auszudehnen;  dies  giebt  folgende  Formel 

V  —  v2)  (u2  —  w2)  (v2  —  w2) 


ffß 


dudvdw 

Ui  U2  Vi  l>2  W1  W2 

=  \na  V(a2  —  h2)  (a2  —  Je2). 


Bemerkenswerth  ist  noch  der  Grenzfall  des  soeben  erörterten 
Coordinatensystems,  d.  h.  derjenige  Fall,  bei  welchem  die  Ellipsoide 
in  Kugeln,  und  die  Hyperboloide  in  ihre  Asymptotenkegel  über- 
gehen. Setzt  man  nämlich  u  =  r,  v  -=■  fs,  w  =  £t9  sh  für  h  so- 
wie ek  für  Je  und  lässt  schliesslich  €  zu  Null  werden,  so  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  45)  in  folgende 

'  *2  +  V2  +  *2  =  r2 


49) 


X2 

+ 
+ 

y* 

s2 

X2 

s2 

y2 

h2 

t* 

t* 

— 

Ji2 

z2 

Z2 
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und  nun  ist  der  Punkt  xyz  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  zwei 
elliptischen  Kegeln,  wobei  analog  dem  Früheren 

k  >  h 
r  >  0,  h  >  s  >  Ä,  h  >  t 

sein  muss.     Statt  der  Formeln  46)  erhält  man 

50>  •  =  »»• 


_  r  V(s2  —  ft2)  (/*2  —  P)  _  r  V(k*  —  s2)  (fe2  —  <») 

y_  fcVfcl   —   Ä2  '  ^_  Ä  VA2  —  Ä2 

und  wenn  zur  Abkürzung 

51)  (  «i  =  Vs3  -  7i2,         s2  =  Vfc2  —  s2, 

1  ti  =  V/**  —  *2,         *2  =  V*a  —  t1 
gesetzt  wird,  so  geht  die  Gleichung  48)  in  nachstehende  über 

52)  J  J  J  F(X' y*  *)  dx  dy  dz 


-US 


r2  (s2 t$\ 

*('.M)       K     .  .  }  drdsdt 

Sl  S-2  h  t2 


Diese  Transformation  lässt  sich  noch  in  einer  anderen  Form 
darstellen.     Substituirt  man  nämlich 


s  =  k  Vi  —  A2sm2<p,  £  ±=  &Ä' sin  #, 

so  sind  die  Werthe  von  #,  y,  # 

53)  x  =  rVl  —  k2sin2q>  .  swt^,     ,  y  =  r  cos  <p  cos  ty, 

z  =  rsing?  Vi  —  X'2sin*il> 
und  aus  Nro.  52)  wird 

54)  /    /    I  F(x1yiz)dxdydz 

C  C  A*/         X    r2(l— A2sm2g)  — A,2sm2^)    ,    ,     3 , 
J  J  J  V(l  —  A2  sw2  9?)  (1  —  A'2sm2  tf) 

Im  Falle  A  =  1,  A'  =  0,  ty  =  \it  —  %  geht  dieses  System 
der  elliptischen  Kugelcoordinaten  in  das  System  der  gewöhn- 
lichen Polarcoordinaten  im  Räume  über*). 


*)  Die  elliptischen  Coordinaten  sind  hauptsächlich  von  Lame  eingeführt 
und  zur  Lösung  von  Aufgaben  aus  der  Wärmetheorie  benutzt  worden; 
s.  Liouville's  Journal  Bd.  II,   S.  147  (Memoire   sur   les  surfaces  isothermes), 
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EL   Reduction  vielfacher  Integrale  auf  Produote  aus 

einfachen  Integralen. 

Wenn  bei  einem  mehrfachen  Integrale 

•  *f{x,y,z,..)dxdyds  .  .  . 


///■ 


die  Function /(#,#,  £,...)  in  ein  Product  von  Functionen  der  einzel- 
nen Variabelen  zerlegt  werden  kann,  etwa 

/(#,#,*,...)  =  (p(x)il>(y)%(z)  .  .  ., 
md  wenn  gleichzeitig  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
;ind,   so  reducirt  sich  das  mehrfache  Integral  von  selbst  auf  ein 
Product  einfacher  Integrale,  nämlich 

rl  /*  Z1 

J J J     v(*)*(y)z(*)  •  •  dxdyd*  •  •  • 

&o    Vo     *u 

=  \f<p(x)dx      Jl>ti)dy      ft{e)äe     .... 

und  damit  ist  die  Hauptschwierigkeit  überwunden,  weil  es  Mittel 
genug  zur  numerischen  Berechnung  einfacher  Integrale  giebt.  Frei- 
lich wird  eine  derartige  Sonderung  der  Variabelen  meistens  nicht 
direct  ausführbar  sein,  wohl  aber  glückt  es  in  vielen  Fällen,  durch 
Zusatz  eines  passenden  Factors,  der  selber  ein  Integral  ist,  sie  aus- 
führbar zu  machen.  Die  hierzu  verwendbaren  Mittel  wird  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 

Das  zu  reducirende  Integral  sei 


00  00  00 


P=  r  r  r    "»pc- 

J   J   J       V(ax  —  «)* 


+  y*  +  z2  H )]  äx  dy  dz  .  .  . 


•00    OD    —OD 


J9     V(ax-  «)»  +  (by  -  ß)*  +  (c* -r)2  +  •  •  - 

Bei  der  Unmöglichkeit,  den  Cosinus  auf  die  vorhin  erwähnte 
Art  in  Factoren  zu  zerlegen,  ist  es  schon  ein  Vortheil,  wenn  man 
statt  des  gegebenen  Integrales  das  folgende  betrachtet 


Bd.  IV,  S.  100  (Sur  VtquiVhre  des  temp€ratures  etc.)  und  die  beiden  Werke: 
Lecons  sur  les  fonctidns  inverses  des  transcendantes  et  les  surfaces  isothermes, 
Paris  1857,  und  Lecons  sur  les  coordonntes  curvilignes  et  leurs  diverses  applied» 
fiow«,  Paris  1859. 
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OB  OD  OD 


von  welchem  P  der  reelle  Bestandtheil  ist,  denn  hier  kann  bereits 
die  Exponentialgrösse  in  Factoren  aufgelöst  werden.  Um  ferner 
den  anbequemen  Nenner  wegzuschaffen,  erinnern  wir  an  die  auf 
S.  271  bewiesene  Formel 

1  1  /« 

in 


7vke""*«=Vf«,A 


oder 

00 


V*    Vi       Jvi 


•  •  •  • 


o 
und  benutzen  dieselbe  für  k  =  (ax  —  a)2  +  (by  —  ß)2  -f 
Setzen  wir  überhaupt  zur  Abkürzung 

s  =  x2  +  y2  +  z2  +  •  •  •  • , 
r2  =  (as  —  a)2  +  (py  —  ß)2  +  (cz  —  y)2  +  •  •  •, 
so  können  wir  B  unter  folgender  Form  darstellen 

00  00  OD 

B  =   ff..-  e^'dxdy  .  •  .  -Le-1/^*  f-?=eir*mdu. 

Versparen   wir   die  auf  u   bezügliche  Integration  bis  zuletzt, 
so  ist 


00  00  00 


56)        B  =  -Le-%'*  C*±  f  f  m  ei(Xs  +  ur*)dxdy  .  §  # 

In  dem  vielfachen  Integrale  nach  x,  y,  etc.  kann  nun  die  Son- 
derung der  Variabelen  ausgeführt  werden.  Zufolge  der  Werthe 
von  s  und  r2  hat  man  nämlich 

As  +  ur2  =  (a2  +  02 -f  y2  H )u 

-f  (a2u-\-X)x2  —  2aaux 
+  (b2u  +  X)y2  —  2bßuy 

+ 

mithin  zerfällt  das  Integral 

00  00 

/    /  .  .  <?<**  +  ***>  &xdy  .  . . 


■00    00 


in  das  Product  aus  folgenden  Factoren 
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0» 

/  ^[(o»M+A)xt-.aaai.]*  ^ 


—  OB 


f em*u+X)9*-2bßu]V(i^ 


—  OB 


Die  Werthe  der  einfachen  Integrale  nach  x,  y,  etc.  findet  man 
mittelst  der  Formel  54)  auf  S.  271;  vereinigt  man  hierauf  alle 
Factoren,  setzt  zur  Abkürzung 

—     ******       i       ft2*K      ,       y9Au 

und  bezeichnet  mit  n  die  Anzahl  der  Yariabelen  x,  y,  z,  etc.,  so  ge- 
langt man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  das  nach  as,  y,  etc.  genommene 
Integral  gleich  ist 

Hieraus  folgt  nach  Nro.  56) 

OB 

/  Vw  («%  +  *)(&*«  +  *)••  • 

Durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  t  mittelst  der  Sub- 
stitution 

_  £ 


erhält  man  noch,  wenn  znr  Abkürzung 

57)  T  =  -«!_  +  _£_  +  _L_  + 

gesetzt  wird, 


2 

«•   •    • 


-«ertrcH 


58)    R  =  l/- elUHn-»n    I 

Schliesslich  kann  man  in  Nro.  55)  und  58)  die  reellen  und  die 
imaginären  Theile  vergleichen  j  die  Resultate  sind  dann 
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59)       f  f.  >  c08tt(x*  +  y*'±---y}dxdy  •  •• 

J    J  V(ax  —  a)2  +  (by  —  ß)*  +  •  •  . 


—  00     —QO 

00 


Vir—1    m<»-3)cos|j(n—  l)g  -f  lT\dt 
*"_1V   V(«s +  <)(&' -H)  (ca  +  0  ••  •  ' 


0 

00  OD 


60>   //• 


stn  [A  (s2  +  yH )]  dxdy  .  .  . 


—  00    — 00 


V(aa._a)2    +    (fcy_ß»    +    .. 


An_1  /        V(a2  +  *)(&2  +  0(c2  +  0  -  -  - 

Aus  diesem  Beispiele  dürfte  hinreichend  ersichtlich  sein,  wie 
sich  das  anfangs  erwähnte  Princip  auf  vielfache  Integrale  anwenden 
lässt,  wenn  die  gegebenen  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind.  Bei  den  meisten  Integralen,  die  zur  Lösung  mechanischer, 
physikalischer  und  anderer  Probleme  gebraucht  werden,  ist  aber 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  vielmehr  bestimmen  sich  die  Integra- 
tionsgrenzen gewöhnlich  durch  Ungleichungen  wie  0  <d  x  +  U 
-f-  •  •  •  <C  1  oder  0  <C  ä2  +  y2  +  •  •  •  <C  1  u.  dgl.  In  solchen 
Fällen  muss  man  zunächst  dem  vielfachen  Integrale  absolut  con- 
stante  Grenzen  verschaffen  entweder  durch  Substitution  neuer  Va- 
riabelen  oder  auf  einem  anderen  Wege,  den  wir  sogleich  zeigen 
wollen. 

In  dem  vielfachen  Integrale 

ü=  I   I   I  .  .f(x,y,z,..)dxdydz  .  . 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  x,  y,  zy  .  .  .  bezie- 
hen, welche  der  Bedingung 

61)  0<  g>(*,y,*,...)<  1 

genügen,  und  es  seien  mittelst  letzterer  die  Integrationsgrenzen  Xq 
und  Xi  für  x,  y<>  und  y\  für  y  etc.  bestimmt  worden.  Zufolge  der 
summatorischen  Bedeutung  jedes  Integrales  kann  man  jetzt 

ü  =    I    I  .  .  .f(x,y,...)dxdy  .  .  . 

*o   yo 
als  Theil  eines  anderen  und  ähnlichen  Integrales 

Xl  £ 
V  =    I    I  .  .  .  f(x,  #,...)  dx  dy  .  .  . 

•Vii    J'ü  / 
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ansehen,  dessen  Integrationsintervalle  weiter  sind  als  die  ent- 
sprechenden Intervalle  in  27,  d.  h. 

Xe  <  x0  <  Xi  <  Xlf      r0  <  y0  <  Vi  <  Yu  u.  s.  w., 

denn  in  der  That  enthält  V  dieselben  Elemente  wie  ü  und  ausser* 
dem  unendlich  viele  andere  Elemente,  welche  der  Bedingung  61) 
nicht  genügen.  Könnte  man  diese  überschüssigen  Elemente  aus  V 
wegschaffen,  so  würde  sich  V  in  U  verwandeln.  Zu  einer  solchen 
Elimination  eignet  sich  nun  das  Integral 


00 


„rtX                              2     Csttia  cossg)   , 
62)  «  =  —  /   da. 

%  J  G) 

o 
dessen  Werth  nach  den  Formeln  20)  und  21)  auf  S.  191  und  192  ist 

b  <=  1,  für  0  <  $  <  1, 

6  =  0,         .  für  .         $  >  1. 
Setzt  man  nämlich  8  =  (p{x,y,z,...)  und  betrachtet  das  neue  In- 
tegral 

W 

JCq     Yo 

als  Summe  seiner  Elemente,  so  werden  alle  Elemente,  welche  der  Be- 
dingung 61)  nicht  genügen,  durch  das  Verschwinden  von  s  ausge- 
schieden, und  die  übrig  bleibenden  Elemente  von  W  sind,  wegen 
6  =  1,  dieselben  wie  die  entsprechenden  Elemente  in  U,  d.  h.  es 
ist  W  =  U.  Mit  anderen  Worten,  statt  des  Integrales  Z7,  welches 
an  die  Bedingung  61)  gebunden  ist,  kann  man  das  neue  Integral 


—  I    I  .  .  £/(#,&...)  dxdy... 


OD 


2   r  r        fein  a  cos  sa 

—J  J  •••J f(x,y,..)dxdy..da> 

o 
setzen  und  darin  die  auf  x,y,  ...  bezüglichen  Integrationsgrenzen 
beliebig  erweitern,  etwa  von  0  bis  1  oder  von  0  bis  od  u.  dgl. 

Dieselbe  Bemerkung  passt  auch  auf  das  allgemeinere  Integral 

8  =  J  J  ..  .  F[g>  (#,#,...)]/(#,  #,...)  dx  dy  .  .  ., 

dessen  Integrationsgrenzen  durch  die  Bedingung 

A0  <  (p(x,y,  .  .  .)  <  Ai 

bestimmt  sein  mögen.     Unter  der  Voraussetzung  positiver  A0 ,  Xx 

und  für 

<p(x,  y,  .  .  .)  =  s  >  0 

ist  nämlich  der  Werth  des  Doppelintegrales 
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COS  SO  * 


%  J 


da  j  F(0)cosa>6d0 


=  F(s)oder  =  0,  je  nachdem  8  zwischen  X0  nnd  Xx  liegt  oder  nicht; 
man  hat  also 

8  =  —  I    I  ..f(x,y,..)dxdy  I  cosscodo  I  F(0)cosg>0  dO 

und  zugleich  darf  man  die  Integrationsgrenzen  für  x,  y,  etc.  beliebig 
ausdehnen,  weil  das  als  Factor  zugesetzte  Doppelintegral  alle  der 
Integrationsbedingung  A0  <  8  <Z  %i  nicht  genügende  Elemente  aus- 
scheidet.    Ein  Beispiel  mag  diese  Methode  erläutern. 
In  dem  dreifachen  Integrale 

S=ff  fF(*  +  y-  +  -\  dxdyds 

J  J  J       \a»  ~r  &3  "t~  cV  V(a;—  «)«  -|-  (y-.ß)i+(g_yy 

mögen,  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negativen,  der 
Bedingung 


*1  J.  t.  4.  *1 

a*  +  b2  +  c2 


0<3J  +  ^  +  ^<1 


genügenden  Werthe  von  x,  y,  z  beziehen;  wir  setzen  zunächst,  um 
Brüche  zu  vermeiden,  ax%  by,  cz  für  x,y,z  und  haben  dann 

Fjxt  +  yt  +  ^dxdydz 


J  J  J  V(ax-a¥ 


+  Q>y  -  ß?  +  (es  -  y)» 
0  <  x*  +  y*  +  e">  <  1, 

wobei  wir  die  Abkürzungen 

s  =  x2  -f  1/3  -f  *2, 
r*  =  (ax-a)2  +  (by  —  ß)*  +  (es—  y)* 

benutzen  wollen.  Nach  den  vorhin  angestellten  Erörterungen  kön- 
nen wir  S  durch  das  folgende  fünffache  Integral 

S  =  ^fffdJlilllfcossad(aJ'F(fl)cosmeäfi 

0  0 

ersetzen  und  hierin  die  auf  x,  y,  z  bezüglichen  Integrationen  zwi- 
schen beliebig  erweiterten  Grenzen  also  auch  zwischen  den  Grenzen 
—  oo  und  -f"  °°  vornehmen;  dies  giebt,  wenn  gleichzeitig  die  Rei- 
henfolge der  Integrationen  geändert  wird, 
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2,  OD  1  00         00         00 
abc 


~^rj dwf  FWcosaddof  f  fc^l  dx  äy  de. 

0  0  — oo  — ao  — oo 

Bas  dreifache  Integral  nach  x,y,e  findet  eich  ausNro.59)  fllrn=  3, 
A  =  («>,  mithin  ist 

m  CO  1  OD 

S=  -  2  abc  fda>  [r(fl)«*m6ä6±  f  ,         sin(oTdt 

worin  T  den  Werth  hat 

«,  a2  ß2  *'2 


a2  +  f    '    5*  +  t    '    c2  +  t 

Vergleicht  man  die  erste  und  letzte  Form  von  S,  so  hat  man  bei 
etwas  anderer  Reihenfolge  der  Integrationen 

64)    f  f  /V*'  i  **  i  «*>  äxA*Ae 

J  J  J      \a*  T  6»  T  c»; y (X _ „)*  +  (y  _ ßj  +  (e—yy 

CD  00  1 

=  -  2  afcc  /"-= 2 =  fsi^dn  fl\0)cosa>OdO. 

J  V(a»+OP,+0(«,+Oj'      ra         i/ 

Hieran  knüpft  sich  ein  weiteres  Resultat.  Durch  Differentia- 
tion in  Beziehung  auf  a ,  welches  rechter  Hand  nur  in  T  vorkommt, 
entsteht  nämlich  die  neue  Gleichung 

65)  f  f  fr(xi  i  pt  I  ")  ,       («—>'»'»" 

J  J  J      \a*  ^  b2  ^  eV  V[(a— *)«  +  0— *)«  +  (y— *)*]* 

ao  oo  1 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle ,  dass  der  Werth  des  Doppelinte- 
grales 

CO  1 

U=   I  cosTcodo  I  F(0)cosa>6dd 

0  0 

mittelst  des  Fouri er' sehen  Satzes  gefunden  werden  kann  und  zwar 
=  \itF(T)  oder  Null  ist,  jenachdem  Tweniger  oder  mehr  als  die 
Einheit  beträgt.  Um  dies  beurtheilen  zu  können ,  unterscheiden 
wir  die  beiden  Fälle 


a2         tf2         v2 

—  +  —  +  —  <  1 
a2  ^  fc2  ^  c2  ^ 


und 
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*  +  £  +  HL  >  i 

a*  +  5*   +  C2  >  1- 
Im  ersten  Falle  ist  wegen  des  immer  positiven  t 

*     ,     *'.   .     r,-<1 

d.  h.  T  <  1  mithin  C  =  |  Jr  J"(r)  und  nach  Nro.  65) 
66)       f  f  fv(*  1  yt  1   '^  (a-*)dxd9d* 


00 


■/ 


«       *       #  F(T)dt 


Im  zweiten  Falle  ist  anfangs,  d.  h.  für  t  =  0  und  überhaupt  für 
hinreichend  kleine  t  immer  noch  T  >  1.  Während  aber  t  das  In- 
tervall 0  bis  oo  durchläuft,  nimmt  T  fortwährend  ab  und  con- 
vergirt  gegen  die  Null;  es  giebt  daher  eine  Stelle,  bis  zu  welcher 
T>>  1  ist  und  über  welche  hinaus  T<^  1  wird  und  bleibt.  Diese» 
Stelle  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  T  =  1 ,  d.  fa- 
der cubischen  Gleichung  ' 

«2  ß*  ?2 


welche,  dem  Gesagten  zufolge,  nur  eine  reelle  positive  Wurzel  haben, 
kann.     Nennen  wir  letztere  r,  so  ist 

für  t  <  r,         T  >  1,         ET  =  0, 
für*>r,         T<1,         U  =  \n F(T). 

Um  diese  verschiedenen  t  zu  sondern,  braucht  man  nur  das  auf  t 
bezügliche  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  65)  in  zwei  In- 
tegrale von  t  =  0  bis  t  =  r  und  von  t  =  r  bis  t  =  00  zu  zerle- 
gen. Im  ersten  Integrale  ist  dann  t  <^t  mithin  U  =  0,  und  folg- 
lich verschwindet  das  Integral;  es  bleibt  nur 

67)       f  f  /W*  I  V%   I  *}  (a-*)dxdpät 

'JJJ      \o»      &ä       «VV[(«-a!)^(j3-y)!  +  ()'-«),|! 


00 


T 

Ben  Grenzfall 


Vvs 


«       1        1  F(T)dt 


V(o*  +  03  C>*  +  0  (c2  + 1) 


^4.  £?    .    £_, 

«»  T  i'  T   c'  ~ 


Die  vielfachen  Integrale.  511 

kann  man  zn  jedem  der  beiden  Hauptfalle  rechnen;  es  ist  dann 
r  =  0,  und  die  Formeln  66)  und  67)  werden  identisch. 

Aehnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  64) 
in  Beziehung  auf  ß  oder  y  differenzirt ;  sie  sind  von  Werth  für  die 
Berechnung  der  Anziehung,  welche  ein  mit  Masse  erfülltes  Ellipsoid 
auf  einen  irgendwie  liegenden  materiellen  Punkt  ausübt  *). 


*)  Die  Integration  mittelst  des  sogenannten  Discontinuitätsfactors  * 
(Nr.  62)  ist  von  Lejeune-Dirichlet  gezeigt  worden  in  den  Abhandlangen 
der  Berliner  Akademie  v.  J.  1839  (erschienen  1841),  S.  61;  dass  man  die 
Fouri  er 'sehen  Doppelintegrale  als  allgemeinere  Discontinuitätsfactoren  ver- 
wenden kann,  durfte  der  Verf.  zuerst  bemerkt  haben  (Analytische  Studien, 
Bd.  II,  §.  23). 
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Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 


Vorläufige  Erörterungen, 

Bei  mechanischen  und  physikalischen  Problemen  wird  nicht 
selten  die  Integration  von  Differentialgleichungen  erforderlich,  welche 
unter  der  Form 

1)  («2  +  M)  j£  +  (a2  -f  M)  jjj  +  («o  +  M)  V  =  0 

enthalten  und  daher  als  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung zu  bezeichnen  sind.  Wie  diese  Integration  unter  allen  Um- 
ständen ausgeführt  werden  kann,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 
Um  gleich  diejenigen  Fälle  zu  erledigen,  bei  denen  man  mit 
den  gewöhnlichsten  Hülfsmitteln  ausreicht,  discutiren  wir  vorerst 
die  naheliegende  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung 1)  ein  particuläres  Integral  von  der  Form 

2)  y  =  ex* 

besitzt,  wo  A  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.     Die 
Substitution  des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

(a^  +  M  +  flo)  +  (M8  +  M +»0)  *  —  0. 
was  für  jedes  x  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 

[a2  A2  -f-  ax  X  -f-  a0  =  0, 

-M2  +  M  +  h  =  0 
zusammen  bestehen.     Diese  Coexistenz  findet  erstens  statt,  sobald 
die  vorliegenden  Gleichungen  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben; 
dann  würde  sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  Je  von  der  ersten  unterscheiden,  d.  h. 

33* 


I; 
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b2  =  7ca2,    b\  =  Äfli,    J>o  =  kcto 
sein,  und  statt  der  Differentialgleichung  1)  hätte  man  die  einfachere 

d2y  dy    ' 

02  ä*  + ai  *f  +  ß°  =  °« 

deren  vollständiges  Integral  bekanntlich  ist 

y  =  d'e^*  -f  C2e**x, 


5    —  fli  +  V(«i)2  —  4 op ,02     .    —  aY  —  V(fli)2— 4aotf3 

Äl  -  2^  '    A2  —  2^ 

Die  Gleichungen  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 
sie  nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  für  A  ge- 
nommen wird.  Eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  ist  vorhanden, 
sobald  die  Coefficienten  «e,  «i,  «2>  &o>  &i>  \  derjenigen  Gleichung 
genügen,  welche  durch  Elimination  von  A  aus  den  Gleichungen  3) 
entsteht,  nämlich 

4)  («o  &i  —  «i  &o)  («i  h  —  «2  &i)  =  («o  h  —  «2  &o)2 ; 

diese  ist  gleichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher  y  =  6** 
ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt. 

Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 

5)  y  =  e**#, 

wo  A  die  vorige  Bedeutung  hat  und  z  eine  neue  abhängige  Variabele 
bezeichnet.     Wir  erhalten  jetzt 

(a2  +  b2x)  -^  +  [2  X  fa  +  M)  +  («l  +  M)]  -^H  _  0. 
+  [(M'  +  M  +  ao)  +  (b2V  +  bll  +  b0)x}2  J 

1 

hier  verschwindet  der  Coefficient  von  #,  und  wenn 

dz  ,  d2z dz' 

dx  '  dx2         dx 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Variabelen 

6>  *£  =  -\2l  +  *±**\im. 

z'  L  <h  +  hzj 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  einfach, 
erfordert  aber  die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle    b2  =  0  und 

Z>2  <  0. 

Für  b2  =  0  erhält  man  aus  No.  6) 

Im'  =  -  Ul  +  £)  x  -  A-  *i  +  G 
\  a2/  2  «2 

=  —  (2 1  +  k)  x  —  fta?2  +  C, 
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worin  x  und  fi  unmittelbar  verständliche  Abkürzungen  sind;    wei- 
ter ist 

daraus  findet  sich  z  und  nachher 


a2  2  a? 

Wegen  ^  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3) 

h 

und  die  Bedingungsgleichung  4)  lautet  einfacher 

(a0&i  —<hh)h  +  <htf  =  0. 
Wenn  zweitens  b2  einen  von  Null  büfferirenden  Werth  besitzt, 
so  liefert  die  Gleichung  6) 

U  =  -  (SA  +  |)  *  +  ^'(~g'^  (o,  +  M)  +  0 
und  schliesslich 
8)  y  =  ex*  [Co  +  Ci  fe-t*  +  2to*(a2-\-hx)t*dx\ 

dabei  ist  A  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  sieht,  kann  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung 1)  immer  entwickelt  werden,  wenn  die  Bedingung  4)  er- 
füllt ist;  im  Folgenden  setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung 
4)  nicht  stattfinde. 


Transformationen  der  allgemeinen  Differential- 
gleichung. 

Bevor  wir  an  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  1) 
gehen,  wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen 
vereinfacht  und  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgeführt  werden 
kann.  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  unterscheiden  wir  drei  Haupt- 
fälle, ob  nämlich  b%  =  &i  =  Of  oder  nur  &2  =  0,  oder  ob  b2  ^  0  ist; 

dieser  Unterscheidung  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der 
Ausdruck  b2k2  -f"  b\  A  +  5a  entweder  constant  oder  linear  oder 
höchstens  quadratisch  sein  kann. 
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A.     Erster  Hauptfall:  b2  =  ti  =  0,  mithin 

9)  "2  1^  +  üi  \\  +  (a°  +  M)  V  =  °" 

Setzt  man 

y  =  eu% 

wo  A  vorläufig  noch  unbestimmt  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 

(Iß  t)  d  Yi 

10)  02  j^2  +  (2 a2 A  +  th)  j£  +  (M  -f  a0  +  M)  ^  =0. 

Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man 

»>  a=-ä 

nimmt  und  mit  a2,  welches  keinenfalls  Null  ist,  dividirt;  sie  erhält 
nämlich  die  Form 

d*ri 


12) 


dx* 


+  (a  +  ßx)ri  =  0, 


_  2(1002  —  (<h)2  R  _  b0 


Hier  sind  wieder  zwei  verschiedene  Transformationen  möglich. 

Führt  man  nämlich  statt  x  eine  neue  unabhängige  Yariabele  § 
ein  mit  Hülfe  der  Gleichung 
13)  x  =  d  +  el 

so  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

jg  +  [(«  +  ßö)*2  +  ßeH]  V  =  0 
und  für 

wird  daraus 

15)  0  +  ^  =  °- 

Hätte  man  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  gefunden, 
etwa 

15*)  n  =/($), 

so  würde  t x  —  8 a  -|-  ßx 

§~       *       ~     ff* 
zu  substituiren  sein;  das  Integral  von  Nro.  12)  wäre  dann 
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und  das  Integral  von  Nro.  9) 

.,         .-*/(H#). 

worin  für  a,  ß  und  A  die  angegebenen  Werthe  gelten* 
Setzt  man  in  Nro.  12)  allgemeiner 

16)  *  =  -  j  +  **■ 

so  hat  man  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  die  neue  Variabele  £ 

djt_dri    dx_dri 

d£  —  dx     d£  —  dx     *n*      • 

und  umgekehrt 

dr\  I1"*    dr\ 

dx         xn      rff ' 
nochmalige  Differentiation  der  vorhergehenden  Gleichung  giebt 

a(d-i) 


=  llxn  (n— 1)  £<-»  +  nnt—1 


d|*        d*        v         '  *       ^       *  dx        d£ 

und  umgekehrt 

d^7_|^     d2q        (1— n)!1-2»    dij 

dx2  ~  TtW  "  dp  +         x*n*         '  df 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Werthes  von  X 
verwandelt  sich  die  Gleichung  12)  in  nachstehende 

welche  linear  wird  für  n  =  f ,  nämlich 

17)  S^  +  sff +^x3^  =  °- 

Setzt  man  weiter 

18)  ri  =  etffc 

so  erhält  man  für  die  Unbekannte  %  die  Differentialgleichung 

und  wenn  hier 

19)  9  =  |,        *  =  -Vi|j 
genommen  wird,  so  ergiebt  sich 
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20)  ^  +  (|  +  e||+}6  =  o.     " 

Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  Form 


21) 


*5P  +  Cp  +  «+oJ|  +  *:  =  <n 


p  =  a  =  h 

und  es  ist  dies  insofern  bemerkenswert!^  als  sich  nachher  zeigen 
wird,  dass  die  Gleichung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichung 1)  gelten  kann. 

Nennen  wir  das  Integral  von  Nro.  20) 

20*)  g  =  *'(!), 

so  haben  wir  für  Nro.  17) 

17*)  9  =  «%6F(Ö, 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  Nro.  16) 

substituiren ;  zur  Abkürzung  sei  hier 

dann  wird  |  =  2  (/fc  +  va?)8/a,  und  das  Integral  von  Nro.  12)  ist 

12  *)  ti  =  eYtP+v*)*  F  [2  VQi  +  vx)*\, 

sowie  endlich  das  Integral  von  Nro.  9) 
9  *)  y  =  e**  +  VV+r*)» F  [2  y^  +  v xy^ 

worin  A,  p,  f  durch  a0,  «i,  «2  und  b2  auszudrücken  sind. 

B.    Zweiter  Hauptfall:  52  =  0,  bt  <  0,  also 

23)  *0  +  («i+M)^  +  (flD  +  W»  =  0. 

Mit  Hülfe  der  Substitution 

24)  y  =  c**jj, 

worin  A  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  gelangt  man  zu  der  neuen 
Differentialgleichung 

+  [a2A*  +  Ö1A  +  a0  +  (&x  A  +  &0) *]  17  =  0, 
welche  sich  vereinfacht,  wenn 


25) 
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2  «2  ^  "I"  #1 

OjA2  -f-ai  A  -|-  a0 

gesetzt  wird;  man  erhält  nämlich 
26) 


«i  = 


«e  = 


«i&i —  2a2&o    />  &i 

02^1  a2 


^2  (Ep)*  -—  ^i  Ep  Ei  +  flo  (&i)2 
02  (fei)2 


S  +  ^+^)S  +  ^,?=a 


Statt  x  möge  eine  neue  unabhängige  Variabele  £  mittelst  der 
Gleichung  __ 

27)  3  =  6*  +  s  V| 

eingeführt  werden.     Man  findet  zunächst 

dr\  _  2  VF     *2      dgiy  _  2  [g^g    .   <fy"l 
und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke 

I  ff*  +  Q+l«(«i+A«  + A«VDVU^  +  i«6^  =  o. 

Um  die  vorliegende  Gleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir 


und  erhalten 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 


29) 


ij§*+(P  +  q  +  &zl  +P71  =  0> 


P  = 


a0 


a  =  l —  p  = 


A 


«o 


2/V      ^        2        ^  2/3x 

In  dem  speciellen  Falle  ßx  =  0  ist  diese  Transformation  un- 
ausführbar, aber  auch  nicht  nöthig;  da  nämlich  ß\  nur  dann  ver- 
schwinden kann,  wenn  bi  =  0  dst,  so  hätte  man  es  mit  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Form  9)  zu  thun. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der  Differentialgleichung 
29)  in  der  Form 

29  *)  n  =  F  (£) 

darstellen  kann,  ist  nun  das  Integral  von  Nro.  26): 
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und  das  Integral  von  Nro.  23) 

23*)         y=euF^±^iy 

wobei  «i,  ßi  und  A  die  in  Nro.  25)  angegebenen  Werthe  besitzen. 

C.    Dritter  Haupt  fall:    Es  verschwinde  62    nicht,  und  dahe 
sei  die  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form 

30)  (a2+l2x)  j^2  -f  (<*!  +  M)  j-x  +  («0  +h)y  =  0. 

Wie  früher  benutzen  wir  zunächst  die  Substitution 

31)  y  =  e^xfj, 

und  erhalten  für  t\  die  Differentialgleichung 


(«,  +  M)  0-  +  [2  o-i X  +  a,  +  (2  b, X  +  &,)*]  ^ 


=  0. 


33)     [ 


m  

Für  A  setzen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 

32)  b2A2  +  M  +  h  =  0, 

und  führen  folgende  Abkürzungen  ein: 

ra2  =  a2,    ft  =  b2,    «!  =  2oaA  -(-  ai,    0i  =  262A  +  1 

«0  =  a2A2  +  axA  +  a0; 
wir  haben  dann  einfacher 

34)  («,  +ft*)  0  +  (a,  +A«)  g  +  «0^  =  0. 

Die  weiteren  Schritte  der  Eechnung  sind  davon  abhängig,  < 
die  Gleichung  32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitzt. 

a.    Im  ersten  Falle  hat  man 

35)  >0  =  <g?     *»-£,*  =  * 
und  daher  die  einfachere  Form 

36)  (a2  +ß2x)  J^2+  a^dx  +  aon  =  0, 
worin  ß%  =  62  von  Null  verschieden  ist.     Die  Substitution 

37)  *  =  _.|  +  |8$» 
giebt  nun 
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d*r\ 


1_  [t  &n  _  drf] 

—  *n3  L*  dp    dty 


dx* 
und  daher  wird  die  Differentialgleichung  37)  zur  folgenden 

Wir  setzen  weiter 
38)  n  =  e*H, 

ind  erhalten  für  £  die  neue  Differentialgleichung 

«g+K-H3+fe-«+C-F+#- 

liese  wird  einfacher  durch  die  Annahme 

and  stellt  sich  unter  folgende,  bereits  erwähnte  Form 


10) 


«3P  +  GP  +  S  +  I)  5| +*:  =  <* 


«1 


1 


*  =  «  =  -S-« 


Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 
0*)  t  =  F  (8 

eissen  möge,  erhält  man  das  Integral  von  36)  mit  Hülfe  der  Glei- 
^ungen  

!s,«m  g=ya(ga+Ä£)==2v-4«0(g.;+M)t 

r         p2 «  p  j 

obei  zur  Abkürzung 

,v  4a0a9  4a0 

(P*)2  Pa 

an  möge;  das  Integral  von  36)  ist  dann 

6*)  t\  =  ey  >+"* F  (2  Vf*  +  **). 

ithin  das  Integral  von  30) 


0  *)  y  =  eXx  +  ^+"*  JP  (2  Vp  +  vx). 

Drückt  man  A,  ft,  v,  #  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung 
0)  aus,  so  gelten  folgende  Werthe: 


524    Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 

4  a0  (b2)2  —  2  a,  bj  fc2  -f  «2  (&1)3 
fi  =  —  #2 


&)4 

4  «o  (&*)2— 2  «i  61  b2  +  a*  (&i)1 


<fc) 


3 


a>\  "b2  — -  02  Ei        1 

*  _  Ä (M1  5' 

b.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  quadratische  Gleichung 
32)  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  wird  die  Sache  am  einfachsten. 
Durch  Substitution  von 

42)  .  ==_«*+«{ 

P2 

erhält  man  nämlich  aus  Nro.  34) 

t  £lL    1    rgift  — g«ft    1    ÄJ5  fcl  ^5  _l  f^f  «i  —  n 

*«■ +  L    (&)a     +  a  *U*  +  a  '■"  ' 

und  da  hier  &  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  mittelst 
der  Annahme 

«'  --£ 

vereinfachen.    Das  Resultat  ist  von  der  Form 


44) 


ft 


Nach  Nro.  42)  und  43)  hat  man 


>  _  «2  +  fts  _  ßi  (<*2  +  feg) 

*  —        ß2x        -  08,)» 

und  wenn  daher  das  Integral  von  Nro.  44)  mit 
44*)  fi  =  F(Q 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  Nro.  34) 

und  das  Integral  von  Nro.  30) 

30*)  y  =  e*F  [ßl  %%M\ 

wobei  A,  cc2  und  ß2  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
auszudrücken  sind. 

Die  Nebeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21,  29,  40,  44), 
wozu  die  vorigen  Umwandlungen  führten,  zeigt  augenblicklich  die 
Richtigkeit  des  Satzes:    Die  Differentialgleichung 
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(«2  +  M)^|  +  («i+M)^f  +  («o  +  M)y  =  0 

kann  durch  gehörige  Substitutionen  immer  auf  die  Nor- 
malform 

45)  *f|?  +  ü>  +  2  +  £)ff +*9>  =  0 

gebracht  werden.  Mit  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschäf- 
tigen, und  zwar  wollen  wir  zunächst  einige  Eigenschaften  von  ihr 
entwickeln,  welche  für  die  nachherigen  Integrationen  von  Wichtig- 
keit sind. 


Vorbereitung  der  Integration. 

Durch  Substitution  von 

46)  q>  =  e-*^ 

geht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

und  daraus  wird  für  g  =  —  & 

47)  &  3|T  +  Ö+*  +  *»)  ff;  +  «*  =  °5 

dies  ist,  wie  man  sieht,  dasselbe,  als  hätte  man  q  und  p  gegen  ein- 
ander vertauscht.  Bezeichnet  man  das  Integral  von  Nro.  45)  mit 
<p  =  F  (p,  q,  |),  so  muss  das  Integral  von  47)  mit  ty  =  F  (q,p,  £x) 
bezeichnet  werden  und  die  Gleichung  46)  giebt  dann 

^  0»,  ä.  ö  =  «-***  Ö.A  &)  =  e-5-F  0,1»,  -  ft 
oder  auch  ' 

48)  F  (p,  g,  - 1)  =  e+*F  fap,  +  ö, 
und  umgekehrt 

49)  -F  fei»,  +  0  =  ö-1^  (P,  2,  -  I). 

Die  Formel  48)  zeigt,    dass  der  Fall  eines  negativen  f  auf  den 
Fall  eines  positiven  f  zurückgeführt  und  daher  |  immer  positiv  ge- 
nommen werden  kann;   aus  Nro.  49)    ersieht  man   den  Effect  der 
gegenseitigen  Vertauschung  von  p  und  q* 
Setzt  man  in  der  Gleichung  45) 

<P  =  £r», 
so'ergiebt  sich  nach  Division  mit  |r""1 

I»  5|?  +  *  (2r  +*  +  2  +  Ö  jj|  +  [r (r+i>+a-l)  +  (r+*)ä»=0; 
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die  linke  Seite  wird  durch  |  theilbar,  sobald  r  den  Werth 

r  =  1  —  p  —  q 
erhält;  es  bleibt 

6jp  +  (2— .p  —  g  +  !)j|  +  (l  —  öai^o, 

und  dies  ist  dasselbe,  als  wäre  in  Nro.  45)  1  —  q  für  p  und  zu- 
gleich 1  —  p  für  q  gesetzt  worden.  Man  hat  zufolge  dieser  Bemer- 
kung o  =  F  (1  —  g,  1  —  p,  |)  und  wegen  <p  =  |ro 

so)  :f  fr,  <z,  l)  =  |*-*-f  JF  (1  -  2,  1  -*,  |), 

oder  auch 

51)  F(-A-g,ö  =  l1+*+«P(l  +  g,  1  +*,*); 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negativer  p  und  g  auf  den  Fall 

positiver  p  und  q  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  Differentiation 
der  Gleichung  45)  wieder  eine  Gleichung  von  derselben  Form  giebt 
Durch  m- malige  Differentiation  erhält  man  nämlich 

und  wenn 

dmw         ^ 

d£m 

gesetzt  wird,  so  folgt  weiter 

4j|r  +  (™  +  p  +  a  +  £)-äj  +  0»  +  p)  ®  =  o, 

und  dies  ist  das  Nämliche,  als  wenn  in  Nro.  45)  p  -j-  w  für  jp  ge- 
setzt worden  wäre.  Man  hat  daher  0  =  F  (p  -j-  m,  g,  |)  und  nach 
dem  Vorigen 

52)  j^+^a»*^*». 

Differenzirt  man  auch  die  Gleichung  47)  w-mal  in  Beziehung 
auf  li,  so  gelangt  man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

±  (q  +  n,p,  £i)  — j^ , 

oder 


e 
und  es  ist  daher 


iF(p,q  +  n,£)= (ZTäJyi • 


53)  Ffa^a^-DT^'^frSl 
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Bei  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  erhält  man 
F(p,  a  +  *»  I)  ausgedrückt  durch  F  (p,  g,  £),  F  (p  +  1,  q,  g), 
F(P  +  2,  g,  |)  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  vorigen  Relationen  läset  sich  zeigen,  dass  die 
Function  F  (p,  q,  |)  immer  gefunden  werden  kann,  wenn  sie  für 
positive  echt  gebrochene  p  und  q  bekannt  ist.  Wir  betrachten 
nämlich  folgende  vier  Fälle. 

a.  Es  mögen  p  und  q  positive  unechte  Brüche  sein;  wir  setzen 
dann 

jj  =  w*  +  r,    g  =  n  +  s, 

wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  s  positive  echte  Brüche 
bezeichnen,  die  auch  Null  sein  können.  Nach  Formel  52)  haben 
wir  jetzt ,  indem  wir  die  mehrmalige  Differentiation  durch  Dm  an- 
deuten, 

F(m  +  r,  n  +  s,£)  =  DmF(r,n  +  s,l); 

wenden  wir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 

54)    ,F(m+r,n  +  s,!)  =  (-l)*Dm  [>-*D»  {e+*F(r,8,&)l 

b.  Bei  gleichzeitig  negativen  p  und  q  setzen  wir  ähnlich  wie 
vorhin 

p  =  —  (w  —  1  +  r),     q  —  —  (n  —  1  -f  s), 

und  erhalten  zunächst  aus  Nro.  51) 

F(—  m  -f 1  —  r,  —  n  -f- 1  —  s,  £)  =  |  m+n+r+,-i  p(n  _|_  s?  m  +  r?  g) . 

nach  Formel  54)  giebt  dies 

!)m  |m+n+r+*-l  J[)n  [e-*  J)m  {e+*.F  ($,  r,  g)}]. 

C.    Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  sei 

j)  =  m  +  r,     q  =  —  w-j-s; 

indem  man  der  Reihe  nach  die  Formeln  52)  und  51)  anwendet,   ge- 
langt man  zu  den  Gleichungen 

F  {m  +  r,  —  n  +  *,  I)  =  2> m  ^  (*\  —  »  +  *,  I) 
d.  L  =  DTO Bl-^+—  *■  (n  +  1  -«,  1  -r,  f )], 

56)    F(m  +  r,— n  +  s,|)  =  Dm[|»+1-r-*DnF(l— s,l— r,|)]. 

<J.    Bei  negativen  p  und  positiven  q  setzen  wir 
p  =  —  w  +  r,     g  =  tt  +  s, 
und  benutzen  der  Reihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);   dies  giebt 
F(—m  +  r,n+s,£)  =  (-l)ne-SD»[e+SF(—m  +  r,sJ£)] 


*>  (=<- 
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und  bei  nochmaliger  Anwendung  von  Formel  53) 
n7x     f  F(—  w  +  r,  n-fs,£) 

Da  r  und  8,  mithin  auch  1  —  r  und  1  —  s  positive  echte 
Brüche  sind,  so  hat  man  den  Satz:  Das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung 

«g?  +  <#  +  «  +  Ö5f  +P9  =  0 

lässt  sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlich  geformten 
Differentialgleichung 

«fg+Cft  +  fc  +  ö^+Jh*!-© 

zurückführen,    worin   pL    und    q\    positive    echte   Brüche 
sind. 


Integration  unter  speciellen  Voraussetzungen. 

Die  Integration  der  Gleichung  45)  ist  sehr  leicht,  wenn  ent- 
weder p  oder  q  verschwindet.     Für  jp  =  0  hat  man  nämlich,  wenn 

tt-  mit  q>*  bezeichnet  wird, 

und  daraus  findet  sich 

58)  <p  =  G  f£-*e-*d£  +  Cx. 

Wenn  q  =  0  ist,  vertauscht  man  p  und  q  gegen  einander,  d.  b. 
man  integrirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

59)  .  q>  =e-S  \c  f£-Pe  +  Sd£  +  dl. 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  q  verschwinden,  sieht  man 
leicht  aus  den  früher  angegebenen  Werthen  dieser  Constanten,  und 
daher  möge  nur  für  den  allgemeinen  Fall  (0,  b  auf  S.  522)  eine 
Bemerkung  folgen.  Nach  Formel  44)  wird  p  =  0 ,  wenn  Oq  =  0, 
d.  h.  wenn 

60)  M2  +  M  +  aQ  =  0, 
und  da  A  durch  die  Gleichung 

61)  M2  +  M  +  h  =  0 


■  t 
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bestimmt  war ,  so  kann  das  Versehwinden  von  p  nur  eintreten ,  so- 
bald beide  quadratische  Gleichungen  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
X  besitzen,  wozu  die  Bedingung 

62)  (öTo^!  —  «i &0)  («i &2  —  «2&i)  =  («o&3  —  <h h)* 

gehört,  und  wenn  für  X  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  Xx  genom- 
men wird.  Damit  kommt  man  auf  den  S.  516  erörterten  Fall  zu- 
rück.    Es  verschwindet  ferner  q  unter  der  Bedingung 

(«i  ßt  -  <hßi)  ßi—*o  QW*  =  0, 

welche  nach  Substitution  derWerthe  von  Äo>ai>a2>ßi»&  übergeht  in 
63)  (a, h  —  <h*>i)  (2 b2 X  +  bj  —  Q>2)*  (a,*«  +  axX  +  a^)  =  0. 
Durch  Elimination  von  X  aus  61)  und  63)  gelangt  man  wieder 
zur  Bedingungsgleichung  62);  es  ist  daher  wiederum  erforderlich, 
dass  die  Gleichungen  60)  und  61)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  X1 
"besitzen,  nur  darf  man  nicht  diese  für  X  nehmen  und  muss  folglich 
die  andere  Wurzel  der  Bestimmungsgleichung  61)  für  X  setzen.  In 
der  That  überzeugt  man  sich  a  posteriori  sehr  leicht,  dass  der  Werth 

die  Gleichung  63)  befriedigt. 

Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der 
Grössen  p  und  q  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  ganzen  positiven 
p  =  m  erhält  man  mittelst  der  Formeln  52)  und  58) 

=  D~  [0  A-f«-«J|  +  Cl]=CD^-1(t"f«r"*); 

dies  ist  aber  nur  ein  particuläres  Integral,  und  daher  bedarf  die 
Methode  einer  kleinen  Modification.  Denken  wir  uns  q>  =  F  (m,  q,  f  ) 
als  mten  DihTerentialquotienten  einer  anderen  Unbekannten  co  und 
substituiren  demgemäss 

dm  <d         _• 

<P  =  7^  =  I)me> 


in  die  Gleichung 

64)  *jj|r +  (*  +  «  +  *>  jf  +  t»<p  =  0, 

so  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

$D*+*io  +  (m  +  q  +  l;)Dm+1G>  -f  mDm<o  =  0, 
welche  übereinkommt  mit 

D"  [|D»©  +(q  +  ÖDo]  =  a 
Dieser  Gleichung  genügt  ein  o,  für  welches 

■^n-  34 
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£D'o  +  ö.+  ßDoi=  0 
wird  oder,  weil  Dö  =  ö'  ist, 

da* 


>'  J_  (*   _L  A  „'         C 


Nach    einem    sehr   bekannten   Verfahren   findet   man    als    Integral 
dieser  Differentialgleichung 

und  wegen  qp  =  DWG>  =  Dm"~ 1  ro'  hat  man  schliesslich 

65)     9>  =  OD"»"1  ["|-te-6  A^e+6dg]  -f  dD»"1  ß-f«-*) 

als  vollständiges  Integral  von  Nro.  64). 

Bei  positiven  q  und  £  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andere 
Form  bringen,  bei  welcher  die  angedeuteten  Differentiationen  aus- 
führbar werden.     Es  ist  nämlich 


00 


mithin  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aenderung  der 
Constanten  G\ 

£  00 

(P  =  CDm-1  |~g-*e-*  fti-le+*dt\  +  (VD«-1!"«-*  C u*-1  *-*" du\. 

0  0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  t  =  |  (1  —  w)  und  erhalten 

S  i 

o  o  ' 

1 

—  (__i)m-i  f  um-1(l^u)^-le"^mdu; 

0 

im  zweiten  Integrale  ist 

00  00 

j)m-i  L-5  /w*-1c^M^wl  =  Dm-1  I  ut-ie-tbWdu 


CO 


=(_i)m-i  /"(l+ttjw-ififf-ie-fea+^dm 


=  0 
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mithin  ergiebt  rieb,  wenn  der  Factor  ( — l)™*-1  in  die  wiUkührlichen 
Constanten  eingerechnet  wird, 

1  OB 

66)  (f  =  Cl  lumr-1(l—<u)<i-'1e-Zudu+C2e--Z  f  (l+u)n*-1u*-1ertudu. 
o  o 

Ist  zweitens  q  eine  ganze  Zahl  =  +  **>  mithin  die  gegebene 
DifFerentiaigleichuD  g 

so  vertauscht  man  zuerst  p  und   q  gegeneinander  wie  in  Nro.  47) 
und  integrirt  die  Gleichung 

&5|7  +(*+*  +  *«>  J£  +  ** 
auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  die  Gleichung  64);  dies  giebt 

"Wegen  &  =  —  |    und    vermöge   Formel   46)    folgt  hieraus  bei 
Aenderung  der  Constanten 

68)    <p=  Ce^D^h-Pe+Z  fzp-U-Sd^  +  Cie-S&^tt-Pe+Zl 

Bei  positiven  p  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  ähnliche 
Weise  umwandeln,  wie  es  vorhin  mit  dem  unter  Nro.  65)  angegebe- 
nen Werthe  von  <p  geschehen  ist.     Man  hat  nämlich  einerseits 

fep-ie-idt  =  JuP-ie-vdu  +  C„ 

o 
und  mit  Hülfe  der  Substitution  n  —  £v 

i 

£-* e  +  5  A*-1  e-S  tf£  =  A*> -1 «- 8  d-f> d v  -f  etc. 3 

0 
andererseits  ist 

09 


£-Pe+S=  ~—  Jvp-ie-i«dv 


1  °° 

=  pp-  rA,P-ie5<1-)^f+y«'p-,«-5(B"I)^] 

0  l 
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nach  Substitution  dieser  Werthe  in  Nro.  68)  werden  die  angedeute- 
ten Differentiationen  ausführbar  und  man  erhält 

1  OD 

69)  <p  =  C,  fvP-\l-v)n-1e^vdv+C2€r^r(l+u)P-1un-1e-^udtL 

0  0 

Auch  in  dem  Falle,  wo  p  oder  q  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
können  ähnliche  Methoden  angewendet  werden,  doch  wollen  wir 
uns  bei  diesen  Details  nicht  aufhalten. 


Allgemeine  Integration. 

Durch  die  Formeln  66)  und  69)  wird  man  auf  die  Vermuthung 
gefuhrt,  dass  der  Werth  von  qp,  wenigstens  in  manchen  Fällen,  aus 
zwei  bestimmten  Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die 
unabhängige  Variabele  (|)  der  Differentialgleichung  die  Rolle  einer 
Constanten  spielt.     Dies  bedarf  einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

l 

70)  M=   I u**-1  (1  —  u)*-1e-*mdi$. 

o 
Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  |  erhalten  wir 


X 

--y-  =  —   JuP  (1—  u)«"1  eS»  du. 


o 
d*M 


+    f  UP+1  (1—  uY^e-^du, 


und  es  ist  daher 

71)     '  ^+CP  +  2  +  ö^f  +  *M 

1  1 

=  /  0(1— «0— qujuP-1  (l—u)«-1  e~Zu  du—  g  I up (1— w)* eS*du. 

o  o 

Wendet    man  auf    das   zweite   Integral   die  theilweise   Integration 
an,  so  hat  man  weiter 

|  f  up  (l—u)<ie-Sudu 
=  —  «p(1—  u)«e-Zu+<  /O(l-w)  —  nu}u*-l(l—u)*-le~tmd*i 
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vorausgesetzt  nun,  dass  p  und  q  gleichzeitig  positiv  und  von  Null 
verschieden   sind,  verschwindet  U*  (1—  u)*  sowohl  für  u  =  1   als 
für  u  =  0,  und  es  ist  daher 
i  i 

£  J u*>  (1— u)*  *~*u  du  =  f[p  (1— u)  —  qu]  up-1  (1— u)*-1  er*  du. 

0  0 

Nach  Einführung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  71)  auf  Null,  und  man  ersieht  hieraus,  dass  M  ein 
particuläres  Integral  der  Gleichung 

fg  +  Cp  +  s  +  öff +*»  =  o. 

darstellt.  Uebrigens  kann  dasselbe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  von 
£  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  e~~%u  durch  die  bekannte  Reihe  zu  ersetzen  und  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  integriren ;  f ür  p  -|-  Q.  =  8  erhält  man 

72)  M  = 

r(p)r(g)r    gg    p(p+i)  g*    p(p±V(pW)  I3    ,     ] 

I»      L       s  1      s(s+l)  1.2      s(s+-l)(s-h2)  1.2.3  ^     J' 
Wir  betrachten  zweitens  den  Ausdruck 

OD 

73)  N  =  f\l  +  uy-1  u*"1  «-6(i+#»)  du. 

o 
I^Urch  eine  der  vorigen  sehr   ähnliche  Rechnung  ergiebt   sich  die 
Gleichung 

U)  «fp+CP  +  a  +  O^f +  *y 

p 

=  —  /  [pu  +  a  (1  +  «)]  (1  +  u)P"1  u*-1  e-Sa+">  du 

0 

OB 

0 

wobei  das  zweite  Integral  mittelst  theilweiser  Integration  folgender- 
maassen  umgestaltet  werden  kann: 

|  Al+fO*f**e-*<l+«><lu 
=  —  (l+uyuve-tv+rt 
+  f[P  u  +  «(!+■  «*)]  (1  +  «O***1  n*"1 6-5(1+«)  au. 
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Ist  nun  q  positiv  und  |£  positiv  oder  eine  complexe  Zahl  mit  po* 
sitivem  reellen  Bestandteile,  so  verschwindet  uq  e~~*Q+u)  sowohl 
für  u  =  0  als  für  u  =  oo,  und  daher  bleibt 

1 

\Pu*e-Z(l+u)  du 


t/a + uy 


1 


—  ){PU  +  9  (1  +  «)]  C1  +tt)^1t*«~1«"5(,+B)rf«*; 
o 
nach  Substitution  dieses  Ausdrucks   reducirt    sich  die    rechte  Seite 
der  Gleichung  74)  auf  Null,  und  folglich  ist  N  gleichfalls  ein  parti- 
culäres  Integral  der  besprochenen  Differentialgleichung. 

Das  mit  N  bezeichnete  Integral  lässt  sich  nicht  unmittelbar  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  |  fortschreitende  Reihe  verwan- 
deln, wohl  aber  kann  es  leicht  in  eine  sogenannte  halbconvergente 
Reihe  umgesetzt  werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefahr,  wenn 
man  den  Rest  dieser  Reihe  anzugeben  weiss.  Nach  dem  binomischen 
Satze  ist  nämlich  allgemein,  wenn  &  einen  positiven  echten  Bruch 
bezeichnet, 

(1  +*)>-'  =  1  +  *=±  u  +  <g-ffi-'>  ..  + 


J_  (p-1) (p--2)-- ..(p— »— 1)  „ _, 

•  .  •  •  •      _1_ u't       x 

^  1.2 (n  —  1) 

(p--l)(p--2)...(p--n)  u« 


i_«    > 


1.2 n  (1+Ö'u)"+1-p 

substituirt  man  dies  in  Nro.  73),  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder 
leicht  integriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 

(g—l)(g  — 2)...CP-*)  P      «'+■-'        ._fMj.. 
1.2 n  7  (1+^m)»+i-pC        dM 

0 

hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  vorkommenden  Integrales  ist 
positiv  und  zugleich,  wenn  n  ^>  p  —  1  genommen  wird,  kleiner 
als  der  Werth  von 


PuV  +  n-ie-l;»du  =  r(q  +  n) 
•   J  £«  +  »     ' 


er  kann  daher  mit  Q  T  (q -]- n)  !;~ *~ n  bezeichnet  werden,  wo  (> 
zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusam- 
men erhält  man  ohne  Mühe 
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•o 


75)    N-—fr-\l  +  -ri-  + r^gi +.... 

...  .    (ff— l)-(ff— w—  l)g(y+l)...(g+n— 2) 
'*"t"  1.2. ..(»»—  1)S"_1 

,        (ff— l)...(p— w)g(g+l)...(g+n— 1)~| 
+  P  1.2...»g»  J# 

Wie  man  sieht,  beträgt  der  Rest  der  Reihe,  sobald  letztere 
Zeichenwechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  desjenigen 
Terms,  der  bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.  Hiermit  i*st 
gleichzeitig  der  Beweis  geliefert,  dass  N  immer  einen  bestimmten 
angebbaren  Werth  besitzt.  * 

Nachdem  man  zwei  particuläre  Integrale  der  zu  integrirenden 
Differentialgleichung  kennen  gelernt  hat,  von  welchen  das  erste  für 
p  >  0  und  q  >  0,  das  zweite  für  q  >  0  und  f  >  0  gilt,  ist  es  sehr 
leicht,  unter  allen  Umständen  «das  allgemeine  Integral  anzugeben. 
Wir  müssen  dabei  auf  folgende  vier  Fälle  eingehen. 

a.  Bei  positiven  p  und  q  sind  beide  particuläre  Integrale 
brauchbar,  wofern  £,  oder  sein  reeller  Bestandtheil,  positiv  ist;  man 
hat  daher  für  £  >  0 

i 

76)     q>  =  d  JuP-*  (1  —  w)*-1  e-£"  d u 

o 

OD 

-f  &e-ij  (l+u)P~1u*-1e-Sudu. 
o 

Bei  negativen  £  macht  man  von  der  Formel 

F(p,q,l)  =  e-SF(q,p,-£) 

Gebfauch,   wo  nun  —  £  positiv  ist;  indem  man  F  (q,p,  —  £)  nach 
Nro.  76)  bildet,  erhält  man  zunächst 

1  00 

<p  =  <Ji  «-*  /  u*-1  (1  —  u)*-1  e&  du  +  C2  I  (1  +  u)*-1  up-1  e*u  du, 

0  0 

oder  auch,  wenn  man  im  ersten  Integrale  1  —  «an  die  Stelle  von 
U  treten  lässt, 

1  00 

77)    <p  =  Cx  I  up-1  (1—  u)*-1  e~*u  du  +  C2  I  up-1  (1  -HO*"1  ^u  du. 
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b.    Der  Fall  gleichzeitig  negativer  p   und  q   ist  mittelst  der 
Formel 

F  (p,  <Z,  |)  =  J1-*-*  F  (1  -g,  1  -i>,  |) 
•leicht   auf    den   vorigen  Fall  zurückzuführen    und   man   hat  dann 
F  (1  —  g,  1  — p,  £ )  nach  Nro.  76)  oder  nach  Nro.  77)  zu  hilden,  in- 
dem man  p  durch  1  —  g,  und  q  durch  1  —  p  ersetzt.     Dies  giebt 

für  positive  £: 

l 

78)     q>  =  {i-*-«  |Ci  /  (1  —  u)-p  u~*  e-t* 


du 


+  Che-*     u-p  (1  +u)-*e-S»dul 

o 
dagegen  für  negative  |: 

i 

79)  <p  =  g1-?-*    C,  /  (1—  u)-Pu-*e~Zudu 

o 

+  C2  f  (1+  u)-Pu~*etud u\. 
o 
C.    Wenn  j)  positiv,   Q  negativ  ist,    so  zerlege  man  p  in  eine 
ganze  positive  Zahl  m  und  den  positiven  echten  Bruch  r;  man  hat 
dann  nach  Formel  52)  ■    * 

<p  =  F  (m  +  r,q,£)  =  DmF  (r,g,  J), 
und  nach  Nro.  50) 

80)  (p  =  Dm  ß1-— * F  (1  —  r,  1  -  q,  g)]. 

Hier  sind  1  —  r  und  1  —  g  gleichzeitig  positiv  und  daher  ist 
bei  positiven  |  einzusetzen: 

i 

81)  F (1  — r,  l—g,|)  =  Cifu-r  (1  —  w)-« e-*« 


dw 


+  C2eS  I  (i  +w)"rtt-fl'e-*,dtfi 

o 

und  bei  negativen  f : 

i 

82)     F(l  — r,  1  —  2,|)  =  GW  w-r(l—  u)-*e-Z»du 

o 

+  &2  f(l-\-u)~ru-*ei*du. 
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d.  Im  Fall  p  negativ,  q  positiv  ist,  zerlegt  man  q  in  die  ganze 
positive  Zahl  n  und  den  positiven  echten  Bruch  s;  dies  giebt  nach 
Formel  53) 

<p  =  Ffan  +5,|)  =  (—1)»  «-*!>"  [e*F(pfsf8], 
und  nach  Formel  50) 

83)  <p  =  e-SDnlet^-P-'F  (1— s,  1  — i>,  |)], 

wobei  der  Factor  ( —  l)w  weggelassen  wurde,  weil  er  sich  in  die  will« 
kührlichen  Constanten  C\  und  C2  einrechnen  lässt.  Da  nun  1  —  S 
und  1  —  jp  positiv  sind,  so  gilt  in  der  Formel  83)  bei  positivem  | 

der  Werth: 

l 

81)    jp  (l  —  s,  1  — i>,  |)  =  d  j  u-<  (1  —  u)"P  e-S»  du 

o 

+  Cje-W  (1  +u)-'u~Pe-tudu, 

o 
und  bei  negativem  f : 

l 

85)    JP  (1  —  s,  1  — j>,  |)  =  d  /  u-'  (1  +  u)-p  e-Z»  du 

b 

+  C>  I  u~*  (1  +  u)~P  e*u  du. 
o 

Die  Formeln  76)  bis  85)  sind  vollkommen  brauchbar,  so  lange 
£  eine  reelle  Grösse  oder  eine  complexe  Variabele  ist,  deren  reeller 
Bestandtheil  nicht  verschwindet;  sie  verlieren  dagegen  ihre  Allge- 
meingültigkeit bei  rein  imaginären  f.  Aus  den  mit  M  und  N  an- 
gestellten Proberechnungen  geht  nämlich  hervor,  dass  zwar  M  unter 
allen  Umständen  ein  particuläres  Integral  der  betrachteten  Differen- 
tialgleichung darstellt,  dass  hingegen  N  bei  rein  imaginären  £  keinen 
angebbaren  Werth  hat,  weil 

(1  -f-  oo)PGo*<?-QO'Vr-1 

eine  unbestimmte  Grösse  ist.  Der  Fall  eines  rein  imaginären  f  kann 
aber  vorkommen,  nämlich  dann,  wenn  die  Differentialgleichung 

nicht  von  Hause  aus  gegeben,  sondern  durch  Transformation  her- 
geleitet worden  ist.  Handelt  es  sich  z.B.  um  die  Differentialgleichung 

34* 
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bo  müssen  zunächst  die  unter  G,  a  auf  S.  522  erwähnten  Umwand- 
lungen vorgenommen  werden,  und  dabei  erhält  man 

a2  =  0,    &  =  1,    «i  =  0,    ßl=  0,     a0  =  M, 
A  =  —  6,    ^  =  0,    v  =  —  4  6*,   jp  =  g  =  —  i, 

*I?  +  ( - 1  + 1)  *L 

d|2  -t-  i     if  c;  d| 

|=  2Vfi  +  va?=  46  V—  xy 


«5r,  +  (-i  +  05i-»  =  o, 


y  =  e-»*+» V"— p(_  l,  -  |,  46  V^); 

in  der  That  entspricht  hier  einem  positiven  x  ein  rein  imaginäres  f. 
Unter  diesen  Umständen  wird  es  nöthig,  ganz  allgemeine  Formeln 
aufzustellen ,  wobei  man  sieb  aber  auf  die  reducirte  Differentialglei- 
chung beschränken  kann. 

Wenn  p  und  q  positive  echte  Brüche  sind,  die  wir  mit  r  und  s 
bezeichnen  wollen,  so  ist 

l 

<p  =/(r,s,|)  =Jur-l(l—u)-1e-tudu 

o 

ein  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  zu 
finden.     Nun  führt  aber  die  Substitution 

zu  der  neuen  Differentialgleichung 

in  dieser  sind  1  —  S  und  1  —  r  wiederum  positive  echte  Brüche, 
mithin  genügt  ihr  der  Ausdruck  ö  =  /  (1  —  s,  1  —  r,  £)  und  folg- 
lich wird  die  Gleichung  86)  auch  erfüllt  durch 

9  =  £!-'-</ (l-s,l—r,!). 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verschieden  von  /  (r,  s,  |) 
und  stellt  demnach  ein  zweites  particuläres  Integral  von  86)  dar; 
hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral 

<P  =  <V(r,s,$)  +  CUl-r-/(l-s,  l-r,|), 
d.h. 
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i 

87)    <p  =  d  fu'-1  (1  —  w)'-1  e-*udu 

o 

i 

+  C2£1~r— j  W-*  (1  —  U)-'  «-«••  du. 
0 

Diese  Formel  bedarf  einer  Modification,  wenn  r  -f-  8  =  1,  denn 
es  werden  dann  beide  Particularintegrale  einander  gleich  und  sum* 
miren  sieb  zu  einem  nur  particulären  Integrale.  Um  diesen  Aus- 
nahmefall zu  erledigen,  setzen  wir  vorläufig  r  +  s  =  1  —  d  und 
bezeichnen  für  den  Augenblick  die  beiden  in  Nro.87)  vorkommenden 
particulären  Integrale  mit  cpi  und  <p2>  80  dass 

q>  =  Cxq>i  +  Cag>2; 
bei  Aenderung  der  Constanten  lässt  sich  dafür  schreiben 

^C'v.  +  C«'^, 

d«   i,  vermöge  der  Werthe  von  <]Pi  und  <p2 

i 

9=  Cf  j  ur-x{l  —u)3-le-Zudu 
o 

0 

wc^Xei  im  zweiten  particulären  Integrale  (qp2) 

—  r  =  s  —  l  +  ö,     —  s  =  r  —  1  -f  6* 
ß^Betzt  wurde.     Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  d 

exr ^iebt  sich  unter  der  Bedingung  r  -f*  s  =  1 

i 

&fc)     <p  =  C' /  u*-1  (1  —  w)'"1  <HM  rft* 

o 

l 

4-  C"  / w'-1  (1  —  u)'-1  e-&  l  [£*  (1  —  w)]  dt*. 

o 

Für  echt  gebrochene  positive  r  und  s  ist  also  das  Integral  von 

Nro.  86X*ntweder  durch  Nro.  87)  oder  durch  Nro.  88)  bestimmt,  je 

nachdem  r  J+  s  von  der  Einheit  differirt  oder  nicht;  wir  bezeichnen 

dasselbe  mit  q>  =  F  (r,  s,  g). 

Die  Reductionsformeln  54)  bis  57)  erledigen  nun  sogleich  alle 
Übrigen  Fälle,  wobei  immer  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und 
«  positive  echte  Brüche  bedeuten  mögen;  man  hat  nur  für  F  (r,s,|) 
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den  vorhin  angegebenen  Wertlr  oder  den  analog  gebildeten  Werth 
von  F  (1  —  s,  1  —  r,  |)  zu  substituiren. 

Für  die  vorhin  erwähnte  Differentialgleichung 

«fp  +  C-^  +  ftJH^o 

ist  z.  B. 

mithin  nach  Formel  55),  wobei  m  =  w=  1,  r  =  s  =  |, 

wegen  r  +  s  =  1  hat  man  nach  Nro.  88) 

i  i 

j'    V«(l  — w)  j'     K^(l— w) 

Substituirt   man  diesen  Ausdruck  in  die  vorige  Gleichung,   so  er- 
hält man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen 
l  i 

/  S7      Vi*(l— w) 

i 

0 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  wenig 
"Worte  zusammenfassen:  Durch  die  früher  angegebenen  Transfor- 
mationen wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  1)  auf  ihre 
einfachste  Form  45)  gebracht;  zufolge  der  Relationen  54)  bis  57) 
dürfen  die  in  der  reducirten  Differentialgleichung  vorkommenden 
Coefficienten  als  positive  echte  Brüche  angesehen  werden;  für  diesen 
Fall  liefert  entweder  die  Formel  87)  oder  die  Formel  88)  das  nöthige 
allgemeine  Integral,  und  somit  lässt  sich  auch  die  allgemeine  Diffe- 
rentialgleichung unter  allen  Umständen  integriren  *). 


*)  Die  Reduction  anf  die  Normalform  45)  ist  von  Weiler  gezeigt  wor- 
den in  Cr  eile 's  Journal  Bd.  51;  die  hauptsächlichsten  Formeln  zur  Inte- 
gration (namentlich  87  und  88)  hat  Spitzer  in  seinen  „Studien  über  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen"  (Wien  1860)  entwickelt,  jedoch 
erscheinen  die  Spitz  er' sehen  Formeln  deshalb  weniger  übersichtlich  als  die 
oben  angegebenen,  weil  ihr  Urheber  immer  die  allgemeine  Differentialglei- 
chung 1)  behandelt,  statt  auf  die  einfachere  Normalform  zurückzugehen. 
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